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Prologo 


La necesidad de un libro de texto sobre ingenierfa sfsmica fue planteada por primera vez 
por el eminente ingeniero consultor, John R. Freeman (1855-1932). Despues del sismo de 
1925 que causo grandes danos en Santa Barbara, California, Freeman se intereso en el tema 
y realizo biisquedas de libros adecuados en la Biblioteca Publica de Boston. Encontro que 
no solo no habfa ningiin libro de texto sobre ingenierfa sfsmica, sino que el tema en sf no se 
mencionaba en ninguno de los libros de ingenierfa estructural. A1 revisar al pasado podemos 
ver que la ensenanza de la ingenierfa en 1925 se encontraba en un gran atraso, los calculos 
se realizaban usando regia de calculo y los programas de estudio no preparaban al estu- 
diante para la comprension de la dinamica estructural. De hecho, no se habfan desarrollado 
instrumentos para el registro de movimientos fuertes del terreno, y la sociedad no parecfa 
estar preocupada por el peligro de los sismos. 

En anos recientes se han publicado textos sobre ingenierfa sfsmica y dinamica estruc¬ 
tural, pero este libro del profesor Anil K. Chopra llena un nicho existente entre los libros 
mas elementales y los que son para estudios avanzados de posgrado. El autor es un recono- 
cido experto en ingenierfa sfsmica y dinamica estructural, y su libro sera de gran valor para 
los estudiantes, no solo en las regiones sfsmicas, sino tambien en otras partes del mundo, 
dado que el conocimiento de la dinamica estructural es esencial para la ingenierfa moderna. 
El libro presenta material sobre vibraciones y la dinamica de las estructuras, y demuestra su 
aplicacion a los movimientos estructurales causados por los sismos. El material se presenta 
de una manera muy clara, con numerosos ejemplos ilustrativos resueltos, por lo que incluso 
estudiantes de alguna universidad donde no se imparta este curso seran capaces de estudiar 
con el libro a su propio paso. Los lectores que ya practican la ingenierfa, con la ayuda de 
este libro no deben tener ninguna dihcultad para estudiar el tema. 

Una caracterfstica muy interesante del libro es la aplicacion de la teorfa de la dinamica 
estructural a los aspectos mas importantes en la respuesta sfsmica y el diseno de edihcios de 



Prologo 


varios niveles. La informacion que se presenta aquf sera de gran valor para los ingenieros 
que participan en el diseno sfsmico real y que desean mejorar su comprension del tema. 

Aunque el material del libro conduce a la ingenierfa sfsmica, la informacion que se 
presenta tambien es relevante para las vibraciones inducidas por el viento sobre las es- 
tructuras, asf como los movimientos realizados por el hombre, como los producidos por 
martillos a gravedad o por el trafico de vehiculos pesados. Este texto sobre vibraciones y 
dinamicas estructurales no tiene competencia, y puede recomendarse a cualquier estudiante 
serio. Creo que este libro debe ser el que John R. Freeman estaba buscando. 


George W. Housner 
California Institute of Technology 
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FILOSOFIA Y OBJETIVOS 

Este libro sobre la dinamica de estructuras esta concebido como un texto para cursos de 
ingenierfa civil. Incluye muchos temas teoricos de la dinamica estructural, y aplicaciones de esta 
teorfa al analisis, la respuesta, el diseno y la evaluation de las estructuras en casos de sismo. Se 
asume un nulo conocimiento de la dinamica estructural con el fin de que resulte adecuado para 
el lector que estudia el tema por primera vez. La presentacion es suficientemente detallada e 
integrada mediante referencias cruzadas a fin de que sea adecuada para el autoestudio. Esta ca- 
racterfstica, junto con una selection de temas motivados por la practica, debe ser atractiva para 
los ingenieros profesionales, sobre todo para los que estan interesados en el analisis y diseno de 
estructuras en ubicaciones stsmicas. 

Al elaborar este libro se ha puesto un enfasis especial en facilitar el aprendizaje de 
la dinamica estructural a los estudiantes e ingenieros profesionales, ya que puede resul- 
tar diftcil. Para lograr este objetivo, se ha estructurado la presentacion en torno a varias 
caracterfsticas: las matematicas se mantienen tan sencillas como el tema lo permite. Los 
procedimientos analtticos se resumen y se hace hincapie en los pasos clave, facilitando su 
aplicacion por parte del lector. Estos procedimientos se ilustran con mas de 120 ejemplos 
resueltos, muchos de ellos completos y realistas en los que se enfatiza la interpretation ft- 
sica de los resultados. Se han disenado y ejecutado con detalle alrededor de 500 hguras, de 
modo que resulten pedagogicamente ehcaces; muchas de ellas implican simulaciones com- 
pletas por computadora de la respuesta dinamica de las estructuras. Se incluyen, asimismo, 
fotograffas de las estructuras y los movimientos estructurales registrados durante los sismos 
a fin de relacionar la presentacion con hechos reales. 
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Prefacio 


La preparation de este libro se inspire en varios objetivos: 

• Relacionar las ideas estructurales estudiadas con las propiedades de las estructuras 
re ales. 

• Presentar la teorfa de la respuesta dinamica de la estructuras de una manera que 
destaque la comprension fisica de los procedimientos analfticos. 

• Ilustrar las aplicaciones de la teorfa en la solution de problemas motivados por 
aplicaciones practicas. 

• Interpretar los resultados teoricos para entender la respuesta de las estructuras a 
diferentes excitaciones dinamicas, con enfasis en la excitation sfsmica. 

• Aplicar la teorfa de la dinamica estructural para realizar estudios parametricos que 
pongan en evidencia varios aspectos fundamentales de la respuesta, el diseno y la 
evaluation de los sismos en edificios de varios niveles. 

Este modo de presentation debe ayudar al lector a lograr una comprension mas pro¬ 
funda del tema y aplicar con confianza la teorfa de la dinamica estructural a problemas 
practicos; sobre todo en el analisis, el diseno y la evaluation de estructuras ante los sismos, 
reduciendo asf la brecha existente entre la teorfa y la practica. 


EVOLUCION DEL LIBRO 

Dado que el libro aparecio por primera vez en 1995, se ha revisado y ampliado en varias 
formas, lo que dio lugar a la segunda edition en 2001 y a la tercera edition en 2007. Im- 
pulsado por un creciente numero de registros de movimientos del terreno en la proximidad 
de una falla, el capftulo 6 se extendio para identificar las caracterfsticas especiales de los 
movimientos del terreno cercanos a las fallas y compararlas con los movimientos habituales 
lejanos a estas. Debido al interes cada vez mayor en el comportamiento de los puentes ante 
los sismos, en varios capftulos se anadieron ejemplos sobre la dinamica de estos y su res¬ 
puesta ante estos eventos. Debido a la gran necesidad de simplificar los procedimientos del 
analisis dinamico adecuados para la ingenierfa sfsmica basada en el desempeno, se amplio 
el capftulo 7 a fin de proporcionar un analisis mas completo de las deformaciones inducidas 
por los sismos en los sistemas inelasticos y elasticos, y para demostrar las aplicaciones del 
espectro de diseno inelastico en el diseno estructural de ductilidad permisible, el diseno 
basado en el desplazamiento y la evaluation sfsmica de estructuras existentes. El anterior 
capftulo 19 (ahora 20) se reescribio por completo para incorporar los avances posteriores a 
1990 en el analisis de los sismos y la respuesta de las construcciones inelasticas. El anterior 
capftulo 21 (ahora 22), que originalmente se limitaba a tres codigos de construction (Esta- 
dos Unidos, Canada y Mexico), se amplio para incluir el Eurocodigo. La adicion del capftu¬ 
lo 22 (ahora 23) estuvo motivada por la adoption de las directrices basadas en el desempeno 
para la evaluation de construcciones existentes en la profesion de la ingenierfa estructural. 

En respuesta a las peticiones de los lectores se incluyo el metodo de dominio de la 
frecuencia para el analisis dinamico, pero presentado como un apendice en vez de estar dis- 
perso a lo largo del libro. Esta decision se debio a mi objetivo de mantener las matematicas 
tan sencillas como lo permita cada tema, con lo que la dinamica estructural se vuelve mas 
accesible a los estudiantes e ingenieros profesionales. 
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NOVEDADES EN ESTA EDICION 

Dinamica de estructuras ha sido bien recibido desde que se publico por primera vez, hace 
ya mas de 18 anos, y continua siendo utilizado como texto en universidades de Estados Uni- 
dos y muchos otros paises, y cuenta tambien con una gran cantidad de lectores profesiona- 
les deseosos de actualizarse. Se han hecho traducciones al japones, coreano, chino, griego, 
persa y al espanol. La preparacion de esta cuarta edicion me proporciono la oportunidad de 
mejorar, ampliar y actualizar el libro. 

El capitulo 14 es nuevo, por lo que fue necesaria una renumeracion de los capitulos 14 
a 22 (como 15 a 23); esta nueva numeracion se refleja en el resto del prefacio. Los capitulos 
5 y 16 se sometieron a una revision exhaustiva; los capitulos 12 y 13 se ampliaron; y el 22 y 
el 23 se actualizaron. Enseguida presentamos algunos de los cambios especibcos: 

• Se anadio el capitulo 14, sobre sistemas con amortiguamiento no clasico. Esta adi- 
cion fue motivada por el gran interes por estos sistemas que se presentan en varias 
situaciones practicas: estructuras con sistemas complementarios para la disipacion 
de energia o sobre la base de un sistema de aislamiento, sistemas terreno-estructu- 
ra y sistemas fluido-estructura. 

• Los capitulos 5 y 16, sobre la evaluacion numerica de la respuesta dinamica, se 
reescribieron para ajustarse a las formas en las que estos metodos numericos se 
implementan generalmente en los programas computacionales y para ofrecer una 
presentation integrada del analisis estatico no lineal (tambien conocido como ana- 
lisis paso a paso (o pushover) modal, y el analisis dinamico no lineal. 

• Se anadio una section al bnal del capitulo 12 para presentar una version general 
del metodo de superposition en el modo de aceleracion para excitaciones mas 
complejas, como la fuerza de las olas que se presenta en las plataformas de perfo¬ 
ration en alta mar. 

• El capitulo 13 se amplio para incluir dos temas que hasta ahora habian sido rele- 
gados a la literatura de investigation, pero que son de interes practico: (1) la com- 
binacion de respuestas maximas de una estructura a los distintos componentes del 
movimiento de traslacion del terreno, con el bn de estimar la respuesta maxima a 
varios componentes de excitation, y (2) las ecuaciones de respuesta basadas en el 
espectro para determinar una envolvente que delimita la trayectoria de respuesta 
conjunta de todas las fuerzas que actuan al mismo tiempo y que controlan el diseno 
sismico de un elemento estructural. 

• Los capitulos 22 y 23 se actualizaron para rebejar la edicion mas actual de los co- 
digos de construccion para el diseno de nuevos edibcios y las directrices basadas 
en el desempeno y las normas para la evaluacion de construcciones existentes. 

• La adicion del capitulo 14 implied algunas modibcaciones en los capitulos 2,4, 6, 
10 y 12. 

• Se anadieron nuevas bguras, fotografias, asi como ejemplos resueltos y problemas 
de bn de capitulo. 

Con el uso de este libro en el aula y analizandolo con cuidado en los ultimos anos, 
han surgido mejoras adicionales. El texto se ha claribcado y perfeccionado, haciendolo mas 
global, y se han reorganizado algunas secciones para mejorar su presentacion. 
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TEMAS QUE SE PRESENTAN 

Este libro esta organizado en tres partes: I. Sistemas con un solo grado de libertad; II. Siste- 
mas de varios grados de libertad y III. Respuesta slsmica, diseno y evaluacion de edificios 
de varios niveles. 

La parte I incluye los capltulos 1 a 8. En el capitulo 1 se formula el problema de 
la dinamica estructural para estructuras simples elasticas e inelasticas, que pueden ideali- 
zarse como sistemas con un solo grado de libertad (1GDL), y se estudian brevemente cuatro 
metodos para resolver la ecuacion diferencial que controla el movimiento de la estructura. 
Despues se estudia la respuesta dinamica de los sistemas elastico lineales (1) a la vibracion 
libre (capitulo 2), (2) a las excitaciones armonicas y periodicas (capitulo 3), y (3) a las ex- 
citaciones de paso e impulso (capitulo 4). En los capitulos 2 y 3 se incluye la dinamica de 
los sistemas de 1GDL con amortiguamiento de Coulomb, un tema que por lo regular no se 
incluye en los textos de ingenierfa civil, pero que se ha hecho relevante para la ingenieria 
sismica porque los dispositivos para la disipacion de energia basados en la friccion se uti- 
lizan en la construccion resistente a los sismos. Tras la presentacion numerica de los me¬ 
todos de calculo de tiempo por pasos para la respuesta dinamica de los sistemas de 1GDL 
(capitulo 5), se estudia la respuesta sismica de los sistemas elasticos e inelastico lineales en 
los capitulos 6 y 7, respectivamente. La cobertura de estos temas es mas amplia que en los 
textos disponibles; se incluyen detalles sobre la construccion de respuesta y los espectros 
de diseno, los efectos de la amortiguacion y la fluencia, asi como la distincion entre la res¬ 
puesta y los espectros de diseno. El tema del capitulo 8 es el analisis de sistemas complejos 
tratados como sistemas generalizados de 1GDL. 

La parte II incluye los capitulos 9 a 18 (los 4 ultimos se encuentran en el sitio web del 
libro, 15 y 16 en espanol y 17 y 18 en ingles) sobre el analisis dinamico de sistemas con varios 
grados de libertad (VGL). En el primero de estos capitulos (el 9) se formula el problema de la 
dinamica estructural para estructuras idealizadas como sistemas con un numero finito de gra¬ 
dos de libertad, y se ilustramediante numerosos ejemplos; tambien se incluye unadescripcion 
general de los metodos para resolver las ecuaciones diferenciales que controlan el movimien¬ 
to de la estructura. En el capitulo 10 se ve la vibracion libre de sistemas con amortiguamiento 
clasico y al calculo numerico de frecuencias de vibracion y modos naturales de la estructura. 
El capitulo 11 aborda varios aspectos que se plantean en la definicion de las propiedades de 
amortiguamiento de las estructuras, incluyendo datos experimentales (a partir de ensayos 
de vibracion forzada sobre las estructuras y movimientos de las estructuras registrados du¬ 
rante los sismos) que proporcionan una base para estimar las fracciones de amortiguamiento 
modal y los procedimientos analiticos para construir la matriz de amortiguamiento en caso 
necesario. El capitulo 12 aborda el analisis dinamico de los sistemas lineales, donde se pone 
enfasis en el procedimiento clasico de analisis modal. La parte C de este capitulo representa 
una “nueva” forma de ver el analisis modal que facilita la comprension de la forma en la que 
las contribuciones de la respuesta modal estan influenciadas por la distribucion espacial y la 
variacion en el tiempo de las fuerzas aplicadas, originando criterios practicos en el numero 
de modos que deben incluirse en el calculo de la respuesta. En el capitulo 13 se desarrollan 
los procedimientos del analisis modal para el analisis de sismos en sistemas con amorti¬ 
guamiento clasico; tanto el analisis de la historia de la respuesta, como los procedimientos 
del analisis para el espectro de respuesta se presentan en una forma que proporciona una 
interpretacion fisica; este ultimo procedimiento estima la respuesta maxima de los sistemas 
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con VGL directamente de la respuesta sismica o del espectro de diseno. Los procedimientos 
se ilustran con numerosos ejemplos, entre ellos la respuesta lateral-torsional acoplada de 
edificios con planta asimetrica y la respuesta torsional de edificios nominalmente simetri- 
cos. Este capitulo termina con los procedimientos de respuesta basados en el espectro para 
considerar todas las fuerzas que actiian al mismo tiempo y que controlan el diseno de un 
elemento estructural, asi como para estimar la respuesta maxima de una estructura a la exci¬ 
tation de un sismo con multiples componentes. Este procedimiento se amplia en el capitulo 
14 al analisis de la historia de la respuesta para sistemas con amortiguamiento no clasico 
sometidos a una excitation sismica. Para este proposito, primero se revisan los sistemas con 
amortiguamiento clasico y se modifican los procedimientos de analisis de los capitulos 10 
y 13, de modo que faciliten su extension al caso mas general. 

El capitulo 15 (en el sitio web del libro) esta dedicado al aspecto computacional 
practico para reducir el numero de grados de libertad en la idealization estructural reque- 
rida para el analisis estatico, con el fin de reconocer que la respuesta dinamica de muchas 
estructuras puede representarse mediante sus primeros modos naturales de vibracion. En 
el capitulo 16 (tambien en el sitio web) se presentan los metodos numericos de tiempo 
por pasos para sistemas con VGL no susceptibles al analisis modal clasico: sistemas con 
amortiguamiento no clasico o sistemas que responden en el intervalo del comportamiento 
no lineal. El capitulo 17 (en ingles) se ocupa de los problemas clasicos en la dinamica de 
los sistemas con masa distribuida; solo se incluyen los sistemas unidimensionales. En el 
capitulo 18 (tambien en ingles) se presentan dos metodos para discretizar los sistemas uni¬ 
dimensionales con masa distribuida: el metodo de Rayleigh-Ritz y el metodo del elemento 
finito. Se presenta el concepto de matriz de masa consistente y se demuestra la precision y 
la convergencia de las frecuencias naturales aproximadas de una viga en voladizo, determi- 
nadas mediante el metodo del elemento finito. 

La parte III del libro consta de cinco capitulos (todos en el sitio web) que se ocupan del 
diseno de respuesta sismica y la evaluation de edificios con varios niveles, un tema que en 
general no se incluye en los textos de dinamica estructural. Se abordan varios aspectos impor- 
tantes y practicos usando los procedimientos analiticos desarrollados en los capitulos anterio- 
res. En el capitulo 19 se presenta la respuesta sismica de edificios con varios niveles elastico 
lineales para un intervalo amplio de dos parametros clave: el periodo de vibracion natural 
fundamental y la relation de rigidez viga-columna. Con base en estos resultados se desarrolla 
una comprension de la manera en que estos parametros afectan a la respuesta sismica de los 
edificios y, en particular, a las contribuciones relativas de respuesta de los distintos modos 
naturales, las cuales conducen a information practica sobre el numero de modos mas altos 
que deben incluirse en los calculos de respuesta sismica. El capitulo 20 se refiere al importante 
tema de la respuesta sismica de edificios con varios niveles que se deforman en su intervalo 
inelastico. La parte A de este capitulo presenta un riguroso analisis de la historia de la respues¬ 
ta no lineal; identifica la importante influencia de los supuestos en el modelo, los principales 
parametros estructurales y los detalles del movimiento sismico sobre las demandas sismicas; 
asimismo, determina la fuerza necesaria para limitar las demandas de ductilidad de cada nivel 
en un edificio de varios niveles. En vista de que el analisis riguroso no lineal de la historia 
de la respuesta sigue siendo una tarea dificil, en la parte B se desarrolla el procedimiento del 
analisis paso a paso o pushover modal (APM) (un procedimiento de analisis aproximado). En 
este procedimiento se estiman las demandas sismicas mediante analisis no estatico lineales de 
la estructura sometida a distribuciones de fuerza inerciales modales. El aislamiento de la base 
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es el tema del capitulo 21 (en ingles). El objetivo es estudiar el comportamiento dinamico de 
los edificios soportados sobre sistemas de aislamiento de la base con el objetivo limitado 
de entender por que y en que condiciones resulta eficaz al reducir las fuerzas inducidas por los 
sismos en una estructura. En el capitulo 22 se presentan las disposiciones de la fuerza sismica 
en cuatro codigos de construction: International Building Code (Estados Unidos), National 
Building Code of Canada, Eurocodigo y Codigo del Distrito Federal (Mexico), asi como su 
relation con la teorfa de la dinamica estructural desarrollada en los capitulos 6,7,8 y 13. Pos- 
teriormente se cvaliian las disposiciones de los codigos en vista de los resultados del analisis 
dinamico de edificios que se presenta en los capitulos 19 y 20. Las directrices y normas basa- 
das en el desempeno para la evaluation de edificios existentes consideran de forma explicita 
el comportamiento inelastico en la estimation de las demandas sismicas en los niveles de bajo 
rendimiento, como la seguridad de la vida y la prevention de colapso. En el capitulo 23 se 
presentan y analizan determinados aspectos del procedimiento dinamico y del procedimiento 
estatico no lineales en esos documentos (ATC-40, FEMA 356 y ASCE 41-06) dada la teorfa 
de la dinamica estructural desarrollada en los capitulos 7 y 20. 


NOTA PARA LOS PROFESORES 

Este libro es adecuado para cursos tanto a nivel de postgrado como de pregrado superior. 
No es necesario ningun conocimiento previo sobre la dinamica estructural. Los fundamen- 
tos necesarios se obtienen a traves de los cursos habituales de los estudiantes de ingenierfa 
civil, que incluyen: 

• Analisis estatico de las estructuras, incluyendo las estructuras estaticamente inde- 
terminadas y la formulation matricial de procedimientos de analisis (conocimien- 
tos previos necesarios principalmente para la parte II) 

• Diseno estructural 

• Dinamica de cuerpos rigidos 

• Matematicas: ecuaciones diferenciales ordinarias (para la parte I), algebra lineal 
(para la parte II) y ecuaciones diferenciales parciales (solo para el capitulo 17) 

Al proporcionar un tratamiento elemental pero minucioso de una gran cantidad de te- 
mas, el libro permite una flexibilidad inusual en la selection de los contenidos, a criterio del 
profesor, para desarrollar varios cursos, o adaptar uno a su medida, en funcion del material 
presentado; he aqui algunos ejemplos. 

Casi todo el libro puede cubrirse en un curso de un ano: 

• Titulo: Dinamica de estructuras 1(1 semestre) 

Plan de estudio: capitulo 1; secciones 1 y 2 del capitulo 2; partes A y B del capitulo 
3; capitulo 4; temas seleccionados del capitulo 5; secciones 1 a 7 del capitulo 6; sec¬ 
ciones 1 a 7 del capitulo 7; temas seleccionados del capitulo 8; secciones 1 a 4 y 9 a 
11 del capitulo 9; partes A y B del capitulo 10; secciones 1 y 2 del capitulo 11; partes 
A y B del capitulo 12; secciones 1, 2, 7 y 8 (excluyendo el metodo CQC) del capitulo 
13; y temas seleccionados de la parte A del capitulo 22. 
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• Ti'tulo: Dinamica de estructuras II (1 semestre) 

Plan de estudio : secciones 5 a 7 del capltulo 9; secciones 3 a 5 del capltulo 11; partes 
C y D del capltulo 12, secciones 3 a 11 del capltulo 13; partes seleccionadas de los 
capltulos 14, 15, 17, 19 a 21, y 23; y el apendice A. 

La seleccion de los temas para el primer curso se ha realizado en parte por la nece- 
sidad de proporcionar una cobertura completa, incluyendo el analisis dinamico y el 
analisis slsmico en sistemas con VGL, para los estudiantes que toman un solo curso. 

Es posible organizar versiones abreviadas de los esquemas anteriores de modo que se 
impartan en dos cursos trimestrales. Una posibilidad es la siguiente: 

• Ti'tulo: Dinamica de estructuras 1(1 trimestre) 

Plan de estudio: capltulo 1; secciones 1 y 2 del capltulo 2; secciones 1 a 4 del capltulo 
3; secciones 1 y 2 del capltulo 4; temas seleccionados del capltulo 5; secciones 1 a 7 
del capltulo 6; secciones 1 a 7 del capltulo 7; temas seleccionados del capltulo 8; sec¬ 
ciones Ia4y9all del capltulo 9; partes A y B del capltulo 10; parte B del capltulo 
12; secciones 1, 2, 7 y 8 (excluyendo el metodo CQC) del capltulo 13. 

• Ti'tulo: Dinamica de estructuras II (1 trimestre) 

Plan de estudio: secciones 5 a 7 del capltulo 9; secciones 3 a 9 del capltulo 13; y te¬ 
mas seleccionados de los capltulos 19 a 23. 

Un curso de un semestre, con enfasis en la ingenierla slsmica, puede organizarse de 
la siguiente manera: 

• Ti'tulo: Dinamica slsmica de estructuras 

Plan de estudios: capltulo 1; secciones 1 y 2 del capltulo 2; secciones 1 y 2 del capl¬ 
tulo 4; capltulos 6 y 7; temas seleccionados del capltulo 8; secciones Ia4y9all del 
capltulo 9; partes A y B del capltulo 10; parte A del capltulo 11; secciones 1 a 3 y 7 a 
11 del capltulo 13; temas seleccionados de los capltulos 19 a 23. 

La resolucion de problemas es esencial para que los estudiantes aprendan sobre la 
dinamica estructural. Para ello, los primeros 18 capltulos incluyen 373 problemas. 
Los capltulos 19 a 23 no incluyen problemas por dos razones: (1) en estos capltulos 
no se presentan nuevos procedimientos de analisis dinamico; (2) este material no es 
para plantear problemas pequenos y significativos. Sin embargo, sera util trabajar con 
los ejemplos que se presentan en los capltulos 19 a 23 y reproducir los resultados. La 
computadora es esencial para resolver algunos de esos problemas, los cuales se en- 
cuentran bien identibcados. En su solucion se asume que el estudiante tiene acceso a 
programas de computadora, como MATLAB o MATHCAD. Las soluciones de estos 
problemas estan disponibles en ingles para los profesores en el sitio web del libro 
(pregunte a su representante como acceder a ellos). 
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En mis conferencias en Berkeley, desarrollo la teorfa en el pizarron y la ilustro me- 
diante transparencias de las figuras mas complejas del libro; las versiones ampliadas de 
muchas de las figures, que resultan adecuadas para la elaboration de transparencias que 
pueden usarse en el aula, estan disponibles para los profesores en el sitio web del libro. A 
pesar de que se ha solicitado un conjunto completo de diapositivas de PowerPoint, no se ha 
desarrollado porque no creo que este enfoque sea la estrategia mas eficaz para la ensenanza 
de la dinamica de estructuras. 


NOTA PARA LOS INGENIEROS PROFESIONALES 

Muchos ingenieros profesionales me alentaron durante la decada de 1980 a preparar un li¬ 
bro mas completo de Dinamica de estructuras, Estudio elemental (Dynamics of Structures, 
A Primer), una monografia publicada en 1981 por el Earthquake Engineering Research Ins¬ 
titute. Esta necesidad, espero, se cubrio mediante el presente libro. A1 haber sido concebido 
como un libro de texto, incluye el formalismo y el detalle necesario para los estudiantes, 
pero estas caracterfsticas no deberfan disuadir a los profesionales de utilizar el libro, porque 
su filosoffa y estilo estan creados para facilitar el aprendizaje del tema mediante el autoes- 
tudio. 

Para los ingenieros profesionales interesados en el analisis, respuesta, diseno y eva¬ 
luation de las estructuras ante sismos, sugiero la siguiente ruta de lectura: capltulos 1 y 2; 
capltulos 6 a 9; partes A y B del capitulo 10; parte A del capltulo 11; y los capitulos 13 y 
19 a 23. 


REFERENCIAS 

En un texto introductorio no es practico presentar las fuentes de la information. Se han 
omitido las referencias para evitar distraer al lector. Sin embargo, se han incluido comenta- 
rios ocasionales para anadir una perspectiva historica, y al final de casi todos los capitulos 
se proporciona una breve lista de las publicaciones adecuadas para una lectura adicional. 


SUS COMENTARIOS SON BIENVENIDOS 

Invito a los profesores, estudiantes e ingenieros profesionales a escribirme (chopra@ 
ce.berkeley.edu) si tienen alguna sugerencias de mejora o aclaraciones, o si identifican erro- 
res en el libro. Les agradezco de antemano por tomarse el tiempo y el interes en hacerlo. 
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Ecuaciones de movimiento, 
planteamiento del problema 
y metodos de solucion 


AVANCE 

En este primer capitulo se formula el problema de la dinamica estructural para estructuras 
simples que pueden idealizarse como sistemas con una masa concentrada soportados por 
una estructura sin masa. Se consideran tanto las estructuras elasticas lineales, asi como las 
estructuras inelasticas, sometidas a una fuerza dinamica aplicada o a un movimiento del 
terreno inducido por un sismo. Despues se estudian brevemente cuatro metodos para resol¬ 
ver la ecuacion diferencial que rige el movimiento de la estructura. El capitulo termina con 
un resumen de la forma en que esta organizado el estudio de la respuesta dinamica de los 
sistemas con un grado de libertad en los capitulos siguientes. 


1.1 ESTRUCTURAS SIMPLES 

El estudio de la dinamica estructural se inicia con estructuras simples, como la pergola que 
se muestra en la figura 1.1.1 y el tanque de agua elevado de la figura 1.1.2. Se tiene interes 
en comprender la vibration de estas estructuras cuando se les aplica una fuerza lateral (u 
horizontal) en la parte superior o un movimiento horizontal del terreno debido a un sismo. 

Estas estructuras se llaman simples porque pueden idealizarse como una masa m con¬ 
centrada o agrupada soportada por una estructura sin masa con rigidez k en la direccion 
lateral. Dicha idealization es apropiada para esta pergola con un techo de concreto pesado 
sostenido por columnas ligeras de tubo de acero, que pueden suponerse carentes de masa. 
El techo de concreto es muy rfgido y la flexibilidad de la estructura en la direccion lateral (u 
horizontal) la proporcionan en su totalidad las columnas. El sistema idealizado se muestra 
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Figura 1.1.1 Esta pergola en el Hotel Macuto Sheraton, cerca de Caracas, Venezuela, se 
dano por el sismo del 29 de julio de 1967. El evento con magnitud 6.5, que se ubico a unas 15 
millas del hotel, deformo en exceso las columnas de tubo de acero, produciendo un desplaza- 
miento permanente del techo de 9 pulgadas. (Tomada de la coleccion Steinbrugge, Servicio 
de Information Nacional de Ingenieria Sfsmica en la Universidad de California, Berkeley). 


en la figura 1.1.3a con un par de columnas que soportan la longitud tributaria del techo de 
concreto. Este sistema tiene una masa concentrada m igual a la masa del techo mostrado, y 
su rigidez lateral k es igual a la suma de las rigideces de las columnas tubulares individua- 

les. En la figura 1.1.3b se muestra una idealizacion similar, la cual es apropiada para el tanque 
cuando se encuentra lleno de agua. Como el chapoteo del agua no es posible en un tanque lleno, 
se trata de una masa concentrada m sostenida por una torre relativamente ligera que puede 
considerarse como carente de masa. La torre en voladizo que soporta el deposito de agua 
proporciona la rigidez lateral k a la estructura. Por el momento, se asumira que el movi¬ 
miento lateral de estas estructuras es pequeno suponiendo que las estructuras de soporte se 
deforman dentro de su limite elastico lineal. 

Mas adelante en este capftulo se vera que la ecuacion diferencial que controla el 
desplazamiento lateral u(t) de estas estructuras idealizadas sin ninguna excitacion externa 
—fuerza aplicada o movimiento del terreno— es 

mil + ku = 0 (1.1.1) 

donde los puntos sobre las variables indican diferenciacion con respecto al tiempo, por lo 
que ii representa la velocidad de la masa y ii su aceleracion. La solucion de esta ecuacion, 
presentada en el capftulo 2, mostrara que si a la masa de los sistemas idealizados de la fi¬ 
gura 1.1.3 se le impone un desplazamiento inicial u(0), despues se libera y se permite que 
vibre libremente, la estructura oscilara o vibrara hacia adelante y hacia atras alrededor de 
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Figura 1.1.2 Este tanque de concreto refor- 
zado sobre una sola columna de concreto de 
40 pies de altura, que se encuentra cerca del 
aeropuerto de Valdivia, no sufrio danos por los 
sismos chilenos de mayo de 1960. Cuando el 
tanque esta lleno de agua, la estructura puede 
analizarse como un sistema de un grado de 
libertad. (Tomada de la coleccion Steinbru- 
gge, Servicio de Informacion Nacional de 
Ingenieria Sismica, Universidad de California, 
Berkeley). 


su position de equilibrio inicial. Como se muestra en la figura 1.1.3c, se presenta el mismo 
desplazamiento maximo oscilacion tras oscilacion; estas oscilaciones continuan de manera 
indefinida y los sistemas idealizados nunca llegarfan al reposo. Por supuesto, lo anterior no 
es una situation realista. La intuition sugiere que si el techo de la pergola o la parte supe¬ 
rior del tanque de agua fueran desplazados lateralmente mediante una cuerda y la cuerda 
se cortara de repente, la estructura oscilarfa cada vez con menor amplitud y con el tiempo 



o 

D. 

E 

H 

Figura 1.1.3 (a) Pergola idealizada, (b) tanque de agua idealizado, (c) vibracion libre 

debida a un desplazamiento inicial. 
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se detendrfa. Experimented de este tipo se realizaron en modelos de laboratorio de marcos 
de un solo nivel, y los registros medidos de su respuesta a la vibracion libre se presentan en 
la figura 1.1.4. Como era de esperarse, el movimiento de los modelos estructurales decayo 
con el tiempo, siendo el decaimiento del modelo de plexiglas mas rapido que el del marco 
de aluminio. 



(a) 

Figura 1.1.4 (a) Modelos de marco de aluminio y 

plexiglas montados sobre una pequena mesa vibra- 
dora que se usa para una demostracion en clase de la 
Universidad de California en Berkeley (cortesfa de T. 
Merport), (b) registro de la vibracion libre del mode¬ 
lo de aluminio, (c) registro de la vibracion libre del 
modelo de plexiglas. 
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El proceso mediante el cual la amplitud de la vibration disminuye de manera cons- 
tante se denomina amortiguamiento. La energfa cinetica y la energfa de deformation del 
sistema vibratorio se disipan mediante diversos mecanismos de amortiguamiento que se 
mencionaran mas adelante. Por el momento, simplemente se reconoce que es necesario 
incluir un mecanismo de disipacion de energfa en la idealization estructural con el fin de 
caracterizar el decaimiento del movimiento observado durante los ensayos de vibration 
libre de una estructura. El elemento de amortiguamiento que se utiliza comunmente es el 
amortiguador viscoso, en parte porque su manejo matematico es mas sencillo. En los capf- 
tulos 2 y 3 se presentan otros mecanismos de disipacion de la energfa. 


1.2 SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD 

El sistema considerado se muestra esquematic ament e en la figura 1.2.1. Se compone de una 
masa m concentrada en el nivel del techo, un marco sin masa que proporciona rigidez al sis¬ 
tema, y un amortiguador viscoso que disipa la energfa de vibration del sistema. Se supone 
que la viga y las columnas son axialmente indeformables. 

Este sistema puede considerarse como una idealization de una estructura de un nivel. 
Cada elemento estructural (viga, columna, muro, etcetera) de la estructura real contribuye 
a las propiedades inerciales (masa), elasticas (rigidez o flexibilidad) y de disipacion de la 
energfa (amortiguamiento) de la estructura. Sin embargo, en el sistema idealizado, cada una 
de estas propiedades se concentra en tres componentes puros distintos: el componente de 
masa, el componente de rigidez y el componente de amortiguamiento. 

El numero de desplazamientos independientes requerido para definir las posiciones 
desplazadas de todas las masas en relation con su position original se denomina el numero 
de grados de libertad (GDL) para el analisis dinamico. De manera tfpica, se requieren mas 
GDL para definir las propiedades de rigidez de una estructura que los GDL necesarios para 
representar las propiedades inerciales. Considere el marco de un nivel de la figura 1.2.1, 
restringido a moverse solo en la direction de la excitation. El problema de analisis estatico 
debe formularse con tres GDL (el desplazamiento lateral y la rotation de los dos nudos) 
para determinar la rigidez lateral del marco (vea la seccion 1.3). En contraste, la estructura 
tiene un solo GDL (el desplazamiento lateral) para el analisis dinamico si se idealiza con la 
masa concentrada en una ubicacion, por lo regular al nivel del techo. Por lo tanto, se le llama 
sistema de un grado de libertad (1GDL). 




Figura 1.2.1 Sistema de un grado de libertad: (a) fuerza aplicadap(f); (b) movi¬ 
miento del terreno inducido por un sismo. 
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Se consideraran dos tipos de excitation dinamica: (1) la fuerza externa pit) en la di¬ 
rection lateral (figure 1.2.1a), y (2) el movimiento del terreno u g (t) inducido por un sismo 
(figura 1.2.1b). En ambos casos w indica el desplazamiento relativo entre la masa y la base 
de la estructura. 


1.3 RELACION FUERZA-DESPLAZAMIENTO 

Considere el sistema mostrado en la figura 1.3.1a sin excitation dinamica, sometido a una 
fuerza externa estatica /<,- aplicada en la direction del GDL u tal como se muestra. La fuer¬ 
za interna que se opone al desplazamiento u es igual y opuesta a la fuerza externa f s (figura 
1.3.1b). Se desea determinar la relation entre la fuerza f s y el desplazamiento relativo u aso- 
ciado con las deformaciones en la estructura durante el movimiento oscilatorio. Esta relation 
de fuerza-desplazamiento seria lineal para pequenas deformaciones, pero volverfa no lineal en el 
caso de grandes deformaciones (figura 1.3.1c); se consideran tanto las relaciones lineales como 
las no lineales (figura 1.3.1c y d). 

La determination de la relation entre/j y u es un problema estandar en el analisis estruc- 
tural estatico, y se supone que el lector esta familiarizado con este tipo de analisis. Por lo tanto, 
la presentation en esta section es breve y se limita a los aspectos esenciales. 



Figura 1.3.1 
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1.3.1 Sistemas elastico lineales 


Para un sistema lineal la relacion entre la fuerza lateral f s y la deformacion resultante u es 
lineal, es decir, 


fs = ku 


(1.3.1) 


donde k es la rigidez lateral del sistema; sus unidades son fuerza/longitud. En la ecuacion 
(1.3.1) esta implicito el supuesto de que la relacion lineal f s -u determinada para pequenas 
deformaciones de la estructura tambien es valida para el caso de grandes deformaciones. 
Esta relacion lineal implica que / v es una funcion de u con un solo valor (es decir, las curvas 
de carga y descarga son identicas). Se dice que tal sistema es elastico, por lo que se utiliza 
el termino sistema elastico lineal para enfatizar ambas propiedades. 

Considere el marco de la figura 1.3.2a con una crujfa de tamano L, altura h. modu¬ 
lo de elasticidad E y segundo momento de area de la seccion transversal (o momento de 
inercia) t alrededor del eje de flexion = I h e I, para la viga y las columnas, respectivamente; 
las columnas estan sujetas (o empotradas) en la base. La rigidez lateral del marco puede 
determinarse facilmente para dos casos extremos: si la viga es infinitamente rigida (es decir, 
la rigidez a la flexion EI b = oo, figura 1.3.2b), 




columnas 


*3 


(1.3.2) 


Por otra parte, para una viga sin rigidez (es decir, EI b = 0, figura 1.3.2c), 


k = 



columnas 



(1.3.3) 


Observe que para los dos valores extremos de la rigidez de la viga, la rigidez lateral de la 
estructura es independiente de L, la longitud de la viga o el tamano de la crujfa. 

La rigidez lateral del marco con un valor intermedio de la rigidez de la viga mas rea- 
lista, puede calcularse mediante los procedimientos estandar del analisis estructural estati- 
co. La matriz de rigidez del marco se formula con respecto a tres GDL: el desplazamiento 
lateral it y las rotaciones de los dos nudos viga-columna (figura 1.3.2a). La relacion fuerza 



Figura 1.3.2 


tEn este libro el termino preferido para I es segundo momento de area en vez del que se usa comunmente, 
momento de inercia; este ultimo se reservara para definir los efectos de la inercia asociada con el movimiento 
rotacional de los cuerpos rfgidos. 
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lateral-desplazamiento de la ecuacion (1.3.1) se determina por condensation estatica o por 
elimination de los GDL de rotation. A1 aplicar este procedimiento a un marco con L = 2h 
y EI b = EI C , se obtiene su rigidez lateral (vea el ejemplo 1.1): 


, 96 EI C 

k ~ 


(1.3.4) 


La rigidez lateral del marco puede calcularse de manera similar para cualquier valor de 
4, 4, Lyh utilizando los coeficientes de rigidez de un elemento uniforme a flexion que se 
presentan en el apendice 1. Si se desprecian las deformaciones por cortante en los elementos, 
el resultado puede escribirse en la forma 


24 £/ c 12p + 1 
/2 3 12p + 4 


(1.3.5) 


donde p = ( EI b /L ) -f (2EI l /h) es la relation de rigidez de la viga con la columna (que se 
describe en la section 18.1.1). Para p = 0, oo y la ecuacion (1.3.5) se reduce a los re- 
sultados de las ecuaciones (1.3.3), (1.3.2) y (1.3.4), respectivamente. La rigidez lateral se 
representa de manera grafica como una funcion de p en la figura 1.3.3; se incrementa por un 
factor de 4 cuando p crece desde cero hasta infinito. 



Figura 1.3.3 Variacion de la rigidez lateral, k, con la relacion de rigidez de la viga con la 
columna, p. 

Ejemplo 1.1 

Calcule la rigidez lateral para el marco mostrado en la figura El.la, suponiendo que los ele¬ 
mentos son infinitamente rfgidos en la direction axial. 


ifc„ = 6 EI r / It 2 k M = 6 EL / h 2 



.2(12 EI C ) 


u, = 1 


L =2 h 


(a) 


(b) 


k 22 = 4 £ 

4 / h + AEI b / L 

/ kr, = 2EI h /L 




y 2 =i 

s) 6 EI C 

k n=—^ 
h 2 


7Z?7/. 7&7?. 


(c) 


Figura El.l 
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Solucion Esta estructura puede analizarse mediante cualquiera de los metodos estandar, in- 
cluyendo la distribution de momentos. Aquf se utiliza la definition de coeficientes de influen- 
cia de la rigidez para resolver el problema. 

El sistema tiene los tres GDL mostrados en la figura E1.1 a. Para obtener la primera columna 
de la matriz de rigidez de 3 X 3, se impone un desplazamiento unitario en el GDL U\, con u 2 = 
u 3 = 0. Las fuerzas k n necesarias para mantener esta configuration deformada se muestran en la 
figura El.lb. Estas se determinan usando los coeficientes de rigidez para un elemento uniforme a 
la flexion que se presenta en el apendice 1. Los elementos k j2 en la segunda columna de la matriz 
de rigidez se determinan imponiendo u 2 = 1 con U\ = u 3 = 0; vea la figura El.lc. De manera 
similar, los elementos k i3 en la tercera columna de la matriz de rigidez pueden determinarse al 
imponer los desplazamientos u 3 = 1 con u 1 = u 2 = 0. Asf, se conoce la matriz de rigidez de 
3 X 3 de la estructura y es posible escribir las ecuaciones de equilibrio. Para un marco con I b = I c 
sometido a la fuerza lateral f s , se tiene 


'24 

6 h 

6 h 

6 h 

6h~ 

h 

6 h 

h 2 

6 h 


u 1 

U2 

Ut> 



(a) 


A partir de la segunda y tercera ecuaciones, las rotaciones de los nudos pueden expresarse en 
terminos del desplazamiento lateral de la siguiente manera: 



Al sustituir la ecuacion (b) en la primera de las tres ecuaciones de la ecuacion (a) se obtiene 

96 EI C 


(24EI C EI ( 6 r 11 

Asi, la rigidez lateral del marco es 


U1 = T ^ M1 


(C) 



(d) 


Este procedimiento para eliminar rotaciones de los nudos, conocido como el metodo de con¬ 
densation estatica, se presenta en libros de texto sobre el analisis estatico de las estructuras. 
Este tema se retomara en el capitulo 9. 


1.3.2 Sistemas inelasticos 

En la figura 1.3.4 se muestra la relacion experimental fuerza-deformacion de un elemento 
estructural de acero sometido a niveles de deformacion ctclicos esperados durante un sis- 
mo. La curva de carga inicial es no lineal a los niveles mas grandes de deformacion y las 
curvas de descarga y recarga difieren de la curva de carga inicial; se dice que un sistema 
ast es inelastico. Esto implica que la relacion fuerza-deformacion depende de la direccion, 
es decir, depende de si la deformacion esta aumentando o disminuyendo. De este modo, la 
fuerza restauradora es una funcion impltcita de la deformacion: 

fs = fs(u) (1.3.6) 

La relacion fuerza-deformacion para el marco idealizado de un nivel (figura 1.3.1a) que se 
deforma en el rango inelastico puede determinarse de dos formas. Un enfoque consiste en 
utilizar metodos de analisis estructural estatico no lineal. Por ejemplo, en el analisis de una 
estructura de acero con un modelo constitutive esfuerzo-deformacion supuesta, el analisis 
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Figura 1.3.4 Relation fuerza-deformacion para un elemento estructural de acero. (Tomada 
de H. Rrawinkler, V. V. Bertero y E. P. Popov, “comportamiento inelastico de subensambles 
de acero viga-columna”. Informe No. 71-7 CEIE , Universidad de California, Berkeley, 1971). 


mantiene un registro del inicio y la propagation de la fluencia en ubicaciones crlticas y la 
formation de articulaciones plasticas para obtener la curva de carga initial (o-a) que se 
muestra en la figura 1.3.1c. Las curvas de descarga ( a-c ) y recarga (c-a) pueden calcularse 
de manera similar o es posible definirlas a partir de la curva de carga initial con las hipotesis 
existentes. Otro enfoque es definir la relation inelastica de fuerza-deformacion como una 
version idealizada de los datos experimentales, como en la figura 1.3.4. 

Se tiene interes en el estudio de la respuesta dinamica de los sistemas inelasticos por- 
que muchas estructuras estan disenadas bajo el supuesto de que estaran sometidas a grietas, 
fluencia y danos durante algun movimiento intenso del terreno causado por los sismos. 


1.4 FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO 

Como se menciono con anterioridad, el proceso mediante el cual la amplitud de la vibration 
libre disminuye de manera constante se denomina amortiguamiento. En el amortiguamien- 
to, la energfa del sistema en vibration se disipa por diversos mecanismos y, con frecuencia, 
mas de un mecanismo puede estar presente al mismo tiempo. En los sistemas “limpios” 
sencillos como los modelos de laboratorio de la figura 1.1.4, la mayor parte de la disipacion de 
energfa puede ser asociada al efecto termico del esfuerzo elastico repetido del material y de la 
friction interna que se produce en un solido cuando se deforma. Sin embargo, en las estruc¬ 
turas reales existen muchos otros mecanismos que tambien contribuyen a la disipacion de 
la energfa. En un edificio en vibration estos incluyen la friction en las conexiones de acero, 
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la apertura y cierre de microfisuras en el concreto y la friccion entre la propia estructura y 
los elementos no estructurales, tales como muros divisorios. Parece imposible identificar o 
describir matematicamente cada uno de estos mecanismos de disipacion de energia en un 
edificio real. 

Como resultado, el amortiguamiento de las estructuras reales se representa por lo general 
en una forma muy idealizada. Para muchos fines, el amortiguamiento real en una estructura 
de 1GDL puede idealizarse de manera satisfactory por medio de un amortiguador viscoso 
lineal. El coeficiente de amortiguamiento se selecciona de modo que la energia disipada sea 
equivalente a la energia disipada en todos los mecanismos de amortiguamiento, combinados, 
presentes en la estmctura real. Por lo anterior, esta idealization se denomina amortiguamiento 
viscoso equivalente, un concepto que se desarrolla con mayor detalle en el capftulo 3. 

En la figura 1.4.1a se muestra un amortiguador viscoso lineal sometido a una fuerza f D 
en la direction del GDL it. La fuerza interna en el amortiguador es igual y opuesta a la fuerza 
externa /,, (figura 1.4.1b). Como se muestra en la figura 1.4.1c, la fuerza de amortiguamiento 
d ef D se relaciona con la velocidad u a traves del amortiguador viscoso lineal por 


(1.4.1) 


fo = cu 


donde la constante c es el coeficiente de amortiguamiento viscoso ; tiene unidades de fuerza 
X tiempo/longitud. 

A diferencia de la rigidez de una estructura, el coeficiente de amortiguamiento no puede 
calcularse a partir de las dimensiones de la estructura y los tamanos de los elementos estruc¬ 
turales. Esto no deberfa ser soiprendente puesto que, como se ha senalado antes, no es posible 
identificar todos los mecanismos que disipan la energia de vibracion en las estructuras reales. 
Asf, los experimentos de vibracion en estructuras reales proporcionan datos para evaluar el 
coeficiente de amortiguamiento. Estos pueden ser experimentos de vibracion libre que condu- 
cen a datos como los que se muestran en la figura 1.1.4; la razon de decaimiento del movimien- 
to en la vibracion libre proveera una base para evaluar el coeficiente de amortiguamiento, como 
se vera en el capftulo 2. La propiedad de amortiguamiento tambien puede determinarse a partir 
de experimentos de vibracion forzada, un tema que se estudia en el capftulo 3. 

El amortiguador viscoso equivalente tiene la intention de modelar la disipacion de ener- 
gfa para amplitudes de deformacion dentro del lfmite elastico lineal de toda la estructura. Den- 
tro de este intervalo de deformaciones, el coeficiente de amortiguamiento c determinado a 
partir de pruebas experimentales puede variar con la amplitud de la deformacion. Esta no linea- 
lidad del amortiguamiento en general no se considera explfcitamente en los analisis dinamicos. 
Esto puede tratarse de manera indirecta mediante la selection de un valor para el coeficiente de 



(a) 


(b) 


(c) 


Figura 1.4.1 
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amortiguamiento conistente con la amplitud de deformation esperada, y que por lo regular se 
toma como la deformation asociada con el lfmite elastico lineal de la estructura. 

Se disipa energfa adicional debido al comportamiento inelastico de la estructura a gran- 
des deformaciones. Ante la action de fuerzas o deformaciones ticlicas, este comportamiento 
implica la formation de un ciclo de histeresis fuerza-deformacion (figura 1.3.1c). La energfa de 
amortiguamiento disipada durante un ciclo de deformation entre los lfmites de deformation ± 
u a esta dada por el area dentro del ciclo de histeresis abcda (figura 1.3.1c). Esta disipacion de 
energfa no suele modelarse mediante un amortiguador viscoso, en especial si la excitation es 
un movimiento sfsmico, por razones que se describen en el capftulo 7. En cambio, el enfoque 
mas comiin, directo y preciso para explicar la disipacion de energfa debida al comportamiento 
inelastico es determinar la relation inelastica entre la fuerza restauradora y la deformation, 
como se muestta en las figuras 1.3.1c y 1.3.4, al resolver la ecuacion de movimiento (capftulo 
5). Tales relaciones de fuerza-deformacion se obtienen a partir de pruebas experimentales en 
las estructuras o componentes estructurales a bajas velocidades de deformation, lo que excluye 
cualquier disipacion de energfa derivada de los efectos dependientes de la velocidad de defor¬ 
mation. El enfoque habitual es modelar este amortiguamiento en el intervalo de deformaciones 
inelasticas mediante el mismo amortiguador viscoso que se definio anteriormente para peque- 
nas deformaciones en el intervalo elastico lineal. 

1.5 ECUACION DE MOVIMIENTO: FUERZA EXTERNA 

En la figura 1.5.1a se muestra el marco idealizado de un nivel que se presento con anteriori- 
dad, sometido a una fuerza dinamica p(t) aplicada de manera externa en la direction del GDL 
it. Esta notation indica que la fuerza p varfa con el tiempo t. El desplazamiento resultante de 
la masa tambien varfa con el tiempo y se indica mediante u(t). En las secciones 1.5.1 y 1.5.2 
se obtiene la ecuacion diferencial que controla el desplazamiento u{t) mediante dos metodos 
que utilizan (1) la Segunda ley del movimiento de Newton y (2) el equilibrio dinamico. En la 
section 1.5.3 se presenta una manera altemativa para obtener dicha ecuacion. 

1.5.1 Uso de la Segunda ley del movimiento de Newton 

En la figura 1.5.1b se muestran las fuerzas que actuan sobre la masa en un cierto instante de 
tiempo. Estas incluyen la fuerza externa p(t), la fuerza restauradora elastica (o inelastica) 
f s (figura 1.3.1) y la fuerza de amortiguamiento f D (figura 1.4.1). Se considera que la fuerza 
externa es positiva en la direction del eje x, y que el desplazamiento u(t), la velocidad u(t) 
y la aceleracion ii(r) tambien son positivas en la direction del eje x. Las fuerzas elasticas y 



Figura 1.5.1 
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de amortiguamiento se muestran actuando en la direccion opuesta, dado que son las fuerzas 
internas que se oponen a la deformation y a la velocidad respectivamente. 

La fuerza resultante a lo largo del eje res p -f s -f D , y a partir de la Segunda ley del 
movimiento de Newton se tiene 

P ~ fs ~ Id = mti o mii + f D + f s = pit) (1.5.1) 

Despues de sustituir las ecuaciones (1.3.1) y (1.4.1), esta ecuacion se convierte en 

mil + cii + ku = p{t ) (1.5.2) 

Esta es la ecuacion de movimiento que controla la deformation o el desplazamiento w(f) 
de la estructura idealizada en la figura 1.5.1a, que se supone elastica lineal, sometida a una 
fuerza externa dinamica pit). Las unidades de masa son fuerza/aceleracion. 

Esta deduction puede extenderse con facilidad a sistemas inelasticos. La ecuacion 
(1.5.1) todavfa es valida y todo lo que debe hacerse es sustituir la ecuacion (1.3.1), restrin- 
gida a los sistemas lineales, por la ecuacion (1.3.6), valida para los sistemas inelasticos. Por 
lo tanto, para tales sistemas, la ecuacion de movimiento es 

mii + cii + fsiu) = pit) (1.5.3) 


1.5.2 Equilibrio dinamico 

Despues de haber sido entrenados para pensar en terminos del equilibrio de fuerzas, los inge- 
nieros estructurales pueden encontrar el principio de equilibrio dinamico de D’Alembert muy 
atractivo. Este principio se basa en la notion de una fuerza inercial ficticia, una fuerza que es 
igual al producto de la masa por su aceleracion y que actua en direccion opuesta a la aceleracion. 
Lo anterior establece que, con las fuerzas de inertia incluidas, un sistema esta en equilibrio 
en cada instante de tiempo. Asf, es posible dibujar un diagrama de cuerpo libre de una masa 
en movimiento y pueden usarse los principios de la estatica para desarrollar la ecuacion de 
movimiento. 

En la figura 1.5.1c se presenta el diagrama de cuerpo libre en el momento t, donde la 
masa se ha reemplazado por su fuerza de inertia, representada mediante una linea disconti- 
nua para distinguir esta fuerza ficticia de las fuerzas reales. Al igualar a cero la sumatoria de 
todas las fuerzas, se obtiene la ecuacion (1.5.lb),^ que se obtuvo con anterioridad utilizando 
la Segunda ley del movimiento de Newton. 

1.5.3 Componentes de rigidez, amortiguamiento y masa 

En esta seccion la ecuacion que descibe el desplazamiento para el marco idealizado de un solo 
nivel se formula con un punto de vista alternativo. Bajo la action de la fuerza externa pit), 
las condiciones del sistema se describen mediante el desplazamiento u(f), la velocidad u(t), 
y la aceleracion ii(t), vea la figura 1.5.2a. Ahora visualice el sistema como la combination 
de tres componentes puros: (1) el componente de rigidez: el marco sin amortiguamiento o 
masa (figura 1.5.2b); (2) el componente de amortiguamiento: el marco con su propiedad de 
amortiguamiento, pero sin rigidez o masa (figura 1.5.2c) y (3) el componente de masa: la 
masa del techo sin la rigidez o el amortiguamiento del marco (figura 1.5.2d). 


+Dos o mas ecuaciones en la misma linea con el mismo numero de ecuacion se referiran como ecuaciones 
a, b, c, etcetera, de izquierda a derecha. 
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pit) 



Desplazamiento u 
Velocidad u 
Aceleracion ti 


Js Id Ji 



Desplazamiento u Velocidad u Aceleracion it 


(a) 


(b) 


(c) 


(d) 


Figura 1.5.2 (a) Sistema; (b) componente de rigidez; (c) componente de amortiguamien- 

to; (d) componente de masa. 


La fuerza externa/ s sobre el componente de rigidez se relaciona con el desplazamien¬ 
to u por medio de la ecuacion (1.3.1) si el sistema es elastico lineal, la fuerza externa f D so¬ 
bre el componente de amortiguamiento se relaciona con la velocidad it mediante la ecuacion 
(1.4.1), y la fuerza externa f) sobre el componente de masa se relaciona con la aceleracion por 
medio de f) = mil. Por lo tanto, la fuerza externa pit) aplicada al sistema completo puede 
visualizarse como distribuida entre los tres componentes de la estructura, y f s +f D + // debe 
ser igual a la fuerza aplicada pit) que conduce a la ecuacion (1.5.1b). Aunque este punto 
de vista alternativo puede parecer innecesario para el sistema sencillo de la figura 1.5.2a, 
resulta util para los sistemas complejos (capitulo 9). 

Ejemplo 1.2 

Un edificio industrial pequeno de un solo nivel, de 20 por 30 pies en planta, se muestra en la figu¬ 
ra El .2 con marcos a momento en la direction norte-sur y marcos contraventeados en la direction 
este-oeste. El peso de la estructura puede idealizarse como 30 lb/pie 2 concentradas en el nivel 
del techo. Los contravientos horizontales estan en la cuerda inferior de las armaduras del techo. 
Todas las columnas tienen section de W8 X 24, los segundos momentos de area de la section 
transversal respecto a los ejes x y y son I x = 82.8 pulg 4 e I y = 18.3 pulg 4 , respectivamente; para 
el acero, E = 29,000 ksi. Los contravientos verticales estan hechos con varillas de 1 pulgadas 
de diametro. Formule la ecuacion que controla la vibration fibre en (a) la direction norte-sur y 
(b) la direction este-oeste. 



Figura E1.2 (a) Planta; (b) elevaciones este y oeste; (c) elevaciones norte y sur; (d) contra- 

viento. 
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Solucion La masa concentrada en el techo es 


w 

g 


30 X 30 X 20 
386 


46.63 lb-s 2 /pulg = 0.04663 kip-s 2 /pulg 


Debido a los contravientos horizontales, el techo puede tratarse como un diafragma infimta- 
mente rfgido. 


(a) Direction norte-sur. Debido a la armadura de techo, cada columna se comporta 
como una columna empotrada en sus dos extremos y la rigidez lateral de los dos marcos a 
momento (hgura El.2b) es 


/12 EI X \ _ 12(29 X 10 3 )(82.8) 
\ h 3 ) ~ 4 (12 X 12) 3 


38.58 kips/pulg 


y la ecuacion del movimiento es 

mii + (A'n-s) u = 0 


(a) 


(b) Direction este-oeste. Los marcos contraventeados, como los que se muestran en la fi- 
gura El.2c, suelen disenarse como dos sistemas superpuestos: un marco rfgido comun que sopor- 
ta las cargas verticales (muertas y vivas), ademas de un sistema de contravientos verticales, que 
se considera en general como una armadura conectada mediante pasadores que resiste las fuerzas 
laterales. Asf, la rigidez lateral de un marco contraventeado puede estimarse como la suma de las 
rigideces laterales de los contravientos individuales. La rigidez de un contraviento (figura E1.2d) 
es ^contraviento = ( AE/L ) cos 2 0. Esto puede deducirse de la manera siguiente. 

Se inicia con la relation fuerza-deformacion axial para un contraviento: 



(b) 


Por estatica/s = p cos 9, y por cinematica u = <5/cos 9. A1 sustituir p = f s /cos 9 y 8 = u cos 9 en 
la ecuacion (b) se obtiene 


^contraviento ' 


AE , 

-cos“ 9 

L 


(c) 


fs ^contraviento^ 

Para el contraviento de la figura E1.2c, cos 9 = 20/ 12 2 + 20 2 = 0.8575, A = 

0.785 pulg 2 , L = 23.3 pies y 

, 0.785(29 X 10 3 ) 


^contraviento ' 


23.3 X 12 


-(0.8575) 2 = 59.8 kips/pulg 


Aunque cada marco tiene dos contravientos, solo el que esta en tension proporciona resistencia 
lateral; el que esta en compresion se pandeara ante una fuerza axial pequena y contribuira poco 
a la rigidez lateral. Teniendo en cuenta los dos marcos, 

&E-W = 2 X 59.8 = 119.6 kips/pulg (d) 

y la ecuacion del movimiento es 


mii + (^e-w) u — 0 

Observe que el error al despreciar la rigidez de las columnas es pequeno: k col = 2 X 12 EI y /h 7 ’ = 
4.26 kips/pulg contra fc con traviento = 59.8 kips/pulg. 


Ejemplo 1.3 

En la hgura E1.3 se muestra una trabe cajon de un puente, hecha de concreto, con 375 pies de 
largo sobre cuatro soportes (dos estribos y dos ejes intermedios ubicados simetricamente). El 
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(a) 


Tablero 



Tablero del puente 



Zapatas 


(c) 


& 








7 & 


Figura E1.3 
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area de la seccion transversal del tablero del puente es de 123 pies 2 . El peso del puente se idealiza 
como concentrado en el nivel de la cubierta, el peso volumetrico del concreto es de 150 lb/pie 3 . 
El peso de las columnas en los ejes puede despreciarse. Cada eje consiste en tres columnas 
de 25 pies de altura con seccion transversal circular, donde Iy = = 13 pies 4 (figura El.3b). 

Formule la ecuacion de movimiento que controla la vibration libre en la direction longitudinal. 
El modulo de elasticidad del concreto es E = 3000 ksi. 


Solution El peso por unidad de longitud concentrado en el nivel de la cubierta es (123 X 1) 
150 = 18.45 kips/pie. El peso total concentrado en el nivel de la cubierta es 

w = 18.45 X 375 = 6919 kips 


y la masa correspondiente es 


m 



6919 

32.2 


214.9 kip-s 2 /pie 


La rigidez longitudinal del puente se calcula suponiendo que la cubierta del puente se despla- 
zara como cuerpo rfgido como se muestra en la figura El.3c. Cada columna de un acodamiento 
se comporta como una columna empotrada en sus dos extremos. La rigidez longitudinal pro- 
porcionada por cada acodamiento es 


/ \2EL' 'l 

1 — 3 

'12(3000 X 144)13' 



1 

m 

n 

_i 


Dos ejes proporcionan una rigidez total de 


12,940 kips/pie 


k = 2 X fc e j e = 2 X 12,940 = 25,880 kips/pie 


La ecuacion que controla el desplazamiento longitudinal u es 


mii + ku = 0 


1.6 SISTEMA MASA-RESORTE-AMORTIGUADOR 

Se ha presentado el sistema 1GDL idealizando una estructura de un nivel (figura 1.5.1a), 
un enfoque que deberfa ser atractivo para los estudiantes de ingenierfa estructural. Sin em¬ 
bargo, el sistema 1GDL clasico es el sistema masa-resorte-amortiguador de la figura 1.6.1a. 
La dinamica de este sistema se desarrolla en los libros de texto sobre vibracion mecanica y 
ftsica elemental. Si se considera que el resorte y el amortiguador no tienen masa, que la masa 
es rfgida y que todo movimiento ocurre en la direction del eje x, se tiene un sistema de 1GDL. 
En la figura 1.6.1b se muestran las fuerzas que actuan sobre la masa, las cuales incluyen la 
fuerza restauradora elastica. /j = hi, ejercida por un resorte lineal de rigidez k, y la fuerza res- 
tauradora de amortiguamiento, fD = cii, debida a un amortiguador viscoso lineal. Entonces, 
a partir de la Segunda ley del movimiento de Newton resulta la ecuacion (1.5. lb). De manera 
alternativa, puede obtenerse la misma ecuacion mediante el uso del principio de D’Alembert 
y al escribir una ecuacion de equibbrio de fuerzas en el diagrama de cuerpo libre, incluyen- 
do la fuerza de inertia (figura 1.6.1c). Es evidente que la ecuacion de movimiento obtenida 
anteriormente, para el marco idealizado de un nivel en la figura 1.5.1a, tambien es valida para 
el sistema masa-resorte-amortiguador de la figura 1.6.1a. 
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(a) 



cu 

ku 


(b) 

mg 

X 


T 

mg 


■Pit) 


cu 

ku 


(C) 

mg 

X 


Superficie sin friction 
Figura 1.6.1 Sistema masa-resorte-amortiguador. 


T 

mg 


■Pit) 


Ejemplo 1.4 

Deduzca la ecuacion de movimiento del peso w suspendido por un resorte en el extremo libre 
de la viga de acero en voladizo que se muestra en la figura El.4a. Para el acero, E = 29,000 ksi. 
Desprecie las masas de la viga y el resorte. 


f 


L= 10' 


4 





Posicion no deformada 
Equilibrio estatico 

fs 

^ ^-mu 

I w 


(a) 


(b) 


(c) 



(d) 


Figura E1.4 (a) Sistema; (b) posiciones no deformada, deformada y de equilibrio 

estatico; (c) diagrama de cuerpo libre; (d) fuerzas del resorte y la viga. 


Solucion En la figura El.4b se muestra la posicion deformada del extremo libre de la viga, 
el resorte y la masa. El desplazamiento u de la masa se mide desde su posicion inicial con la 
viga y el resorte en su configuration original no deformada. El equilibrio de fuerzas de la figura 
El.4c resulta en 


mu + f$ = w + pit) 


(a) 
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donde 


fs = k e u (b) 

y falta por determinar la rigidez efectiva k,, del sistema. La ecuacion de movimiento es 

m u + k e u = w + p(t) (c) 

El desplazamiento u puede expresarse como 

ii = 8 s t + u (d) 

donde 8 st es el desplazamiento estatico debido al peso wy use mide desde la posicion de equi- 
librio estatico. Al sustituir la ecuacion (d) en la ecuacion (a) y al observar (1) que u = u porque 
(5 st no varfa con el tiempo y (2) que k e 5 st = w, resulta 

mil + k e u = p(t) (e) 

Observe que esto es igual a la ecuacion (1.5.2) con c — 0 para un sistema de masa-resorte 
orientado en la direccion horizontal (figura 1.6.1). Tambien observe que la ecuacion de movi¬ 
miento (e) que controla u, medido desde la posicion de equilibrio estatico, no se ve afectada 
por las fuerzas de gravedad. 

Por esta razon, en general se formula un problema de analisis dinamico para un sistema 
lineal con su posicion de equilibrio estatico como la posicion de referenda. El desplazamiento 
u(t) y las fuerzas asociadas internas en el sistema representaran la respuesta dinamica del sis¬ 
tema. Los desplazamientos totales y las fuerzas se obtienen al sumar las cantidades estaticas 
correspondientes a la respuesta dinamica. 

Falta por determinar la rigidez efectiva k e . Esta relaciona la fuerza estatica/j con el des¬ 
plazamiento resultante u mediante 

fs = k e u (f) 

donde 


u M resorte “b w viga (§) 

donde M viga es la deflexion del extremo derecho de la viga y 5 resorte es l a deformacion en el re- 
sorte. Con referenda a la figura E1.4d, 


JO Viga Viga 

En la ecuacion (g), sustituya u de la ecuacion (f) y « resorte y i 

fs fs , fs , kk 

— = — + -- o k P = - - 

k e 

Ahora k = 20 lb/pulg y 


y ^viga 1 


^ viga 


“viga 
k + ^viga 


(i) 


_ 3 El 

kviga JJ- 


3(29 X 10 6 )[7r(l) 4 /4] oncalu/ , 

--- —z - = 39.54 lb/pulg 

(10 X 12) 3 /F 5 

Al sustituir k y k viga en la ecuacion (i) resulta 

k e = 13.39 lb/pulg 


Como se menciono anteriormente, las fuerzas de gravedad pueden omitirse de la formu- 
lacion de la ecuacion que controla el movimiento para el sistema de la figura E1.4 siempre que 
el desplazamiento u se mida desde la posicion de equilibrio estatico. Sin embargo, es necesario 
considerar las cargas de gravedad si estas actuan como fuerzas de restauracion (ejemplo 1.5) o 
como fuerzas desestabilizadoras (ejemplo 1.6). 
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Ejemplo 1.5 

Deduzca la ecuacion que controla el movimiento libre de un pendulo simple (figuraEl.5a), que 
consiste en una masa puntual m suspendida mediante una cuerda ligera de longitud L. 


O 




Si 


mg Figura E1.5 (a) Pendulo simple; (b) diagrama 

(b) de cuerpo libre. 


Solucion En la figura El.5a se muestra la posicion desplazada del pendulo, la cual se define 
mediante el angulo 9 medido desde la posicion vertical, y en la figura El.5b se muestra el 
diagrama de cuerpo libre de la masa. Las fuerzas que actuan son el peso mg, la tension T en la 
cuerda, y la fuerza inercial ficticia de D’Alembert // = mL9. 

El equilibrio de los momentos de las fuerzas respecto a O da 

mL 2 6 + mgL sen 9 = 0 (a) 

Esta es una ecuacion diferencial lineal que controla 9. 

Para rotaciones pequenas, sen 9=6 y la ecuacion de movimiento [ecuacion (a)] puede 
reescribirse como 

8+-9=0 (b) 

L 


Ejemplo 1.6 

El sistema de la figura El.6 se compone de un peso w unido a una barra infinitamente rfgida 
sin masa de longitud L, la cual se conecta a su soporte mediante un resorte rotacional de rigidez 
k. Deduzca la ecuacion de movimiento. Desprecie la inercia rotacional y suponga deflexiones 
pequenas. ^Cual es el peso de pandeo? 



Solucion En la figura El.6b se muestra la posicion desplazada del sistema, que se define me¬ 
diante el angulo 9 medido desde la posicion vertical y el diagrama de cuerpo libre, el cual incluye 
el peso w, la fuerza del resorte (momenta) f s = k9, y la fuerza inercial ficticia de D’Alembert 
fi = (w/g)L9. 
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El equilibrio de los momentos respecto a O da 
fiL + fs = mgL sen 9 

o bien 

— L 2 9 + k9 — ivL sen 9 (a) 

g 

Para rotaciones pequenas sen 9 — 9 y la ecuacion (a) puede reescribirse como 

—L 2 9+(k — wL)9 = 0 (b) 

g 

Observe que la carga de gravedad reduce la rigidez efectiva del sistema. Si el peso 
w = k/L , la rigidez efectiva es cero y el sistema se vuelve inestable bajo su propio peso. Por lo 
tanto, la carga de pandeo (o peso) es 

k 

lt>cr = — (c) 

1.7 ECUACION DE MOVIMIENTO: EXCITACION SISMICA 

En las regiones propensas a sismos el principal problema de dinamica estructural que afecta 
a los ingenieros estructurales es el comportamiento de las estructuras sometidas a movi- 
mientos de la base de la estructura inducidos por sismos. El desplazamiento del terreno se 
indica por u g , el desplazamiento total (o absoluto) de la masa por u', y el desplazamiento 
relativo entre la masa y el terreno por u (figura 1.7.1). En cada instante de tiempo, estos 
desplazamientos se relacionan mediante 

u’(t) = u g (t) + u(t) (1-7.1) 

Tanto u' como u„ se refieren al mismo marco de referenda inercial y sus direcciones posi- 
tivas coinciden. 

La ecuacion de movimiento para el sistema idealizado de un nivel de la figura 1.7.1a, 
sometido a la excitacion sismica, puede deducirse por cualquiera de los enfoques presenta- 
dos en la seccion 1.5. Aquf se opta por utilizar el concepto de equilibrio dinamico. A partir 
del diagrama de cuerpo libre que incluye la fuerza de inercia/ 7 , mostrada en la figura 1.7.1b, 
la ecuacion de equilibrio dinamico es 

fi+ fo + fs = 0 (1.7.2) 




fs 


f, -- 



v/)?y///////////////////////////}///, 

(a) H u g 


(b) 


Figura 1.7.1 
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Solo el movimiento relativo u entre la masa y la base, debido a la deformacion estructural, 
produce fuerzas elasticas y de amortiguamiento (es decir, el componente de cuerpo rigido 
del desplazamiento de la estructura no produce fuerzas internas). Asf, para un sistema li¬ 
neal, las ecuaciones (1.3.1) y (1.4.1) siguen siendo validas. La fuerza de inercia f t se rela- 
ciona con la aceleracion if de la masa mediante 

/, = mii' (1.7.3) 

A1 sustituir las ecuaciones (1.3.1), (1.4.1) y (1.7.3) en la ecuacion (1.7.2) y utilizar la ecua¬ 
cion (1.7.1), se obtiene 

mii + cit + ku = —mii g {t) (1.7.4) 

Esta es la ecuacion de movimiento que controla el desplazamiento relativo o la deformacion 
u(t ) de la estructura elastica lineal de la figura 1.7.1a, sometida a la aceleracion del terreno 
ii g (f). 

Para los sistemas inelasticos, la ecuacion (1.7.2) es valida, pero la ecuacion (1.3.1) 
debe sustituirse por la ecuacion (1.3.6). La ecuacion de movimiento resultante es 

mii +cm+ fs(u) = — mii g (t ) (1.7.5) 

A1 comparar las ecuaciones (1.5.2) y (1.7.4), o las ecuaciones (1.5.3) y (1.7.5), se 
observa que las ecuaciones de movimiento para la estructura sometida a dos excitaciones 
distintas [la aceleracion del terreno u g (t) y la fuerza externa = -mii,(t)\ son una misma. Asf, 
el desplazamiento relativo o deformacion u(t ) de la estructura debida a la aceleracion del 
terreno u g (t) sera identica al desplazamiento u(t ) de la estructura si su base fuese estaciona- 
ria y se sometiera a una fuerza externa = -mii g (t). Entonces, como se muestra en la figura 
1.7.2, el movimiento del terreno puede sustituirse por la fuerza sismica efectiva (que se 
indica mediante el submdice “ef”): 

Petit) = -mii g(t) (1.7.6) 

Esta fuerza es igual a la masa por la aceleracion del terreno, que actiia opuesta a la acele¬ 
racion. Es importante reconocer que la fuerza sfsmica efectiva es proporcional a la masa 
de la estructura. Por lo tanto, si la masa estructural se incrementa, el disenador estructural 
aumentara la fuerza sfsmica efectiva. 

Aunque los componentes rotacionales del movimiento del terreno no se miden durante 
los sismos, estos pueden estimarse a partir de los componentes de traslacion medidos, lo cual 
es de interes para aplicar los conceptos anteriores a esta excitacion. Con este proposito, ob¬ 
serve la torre en voladizo de la figura 1.7.3a, que puede considerarse como una idealizacion 


o 


'/////////////////////////////////, 
- u g (t) 


o 


Petit) = -mii g {t) 


•////////////////////////////////A 

Base estacionaria 


Figura 1.7.2 Fuerza sfsmica efectiva: movimiento horizontal del terreno. 













Seccion 1.7 Ecuacion de movimiento: excitacion sismica 


25 



Figura 1.7.3 Fuerza sismica efectiva: movimiento rotacional del terreno. 


del tanque de agua de la figura 1.1.2, sometida a una rotacion (),, de la base. El desplazamiento 
total u' de la masa se compone de dos partes: u asociada con la deformacion estructural y un 
componente de cuerpo rigido hO g , donde h es la altura de la masa por encima de la base. En 
cada instante de tiempo, estos desplazamientos se relacionan mediante 

w J (t) = u(t) + hO g (t) (1.7.7) 

Las ecuaciones (1.7.2) y (1.7.3) siguen siendo validas, pero la aceleracion total ii'(t) 
ahora debe determinarse a partir de la ecuacion (1.7.7). Si se ponen todas estas ecuaciones 
juntas se obtiene 

mu + cu + ku = —mh9g{t ) (1.7.8) 

La fuerza sismica efectiva asociada con la rotacion del terreno es 

Pef(t) = -mhd g (t ) (1.7.9) 


Ejemplo 1.7 

Una losa infinitamente rtgida uniforme de masa total m se apoya en cuatro columnas de altura h 
conectadas de manera infinitamente rtgida a la placa superior y a la losa de cimentacion (figura 
El.7a). Cada columna tiene una seccion transversal rectangular con segundos momentos de 
area I x e para la flexion con relacion a los ejes x y y, respectivamente. Determine la ecuacion 
de movimiento de este sistema sometido a la rotacion u se de la base alrededor de un eje vertical. 
Desprecie la masa de las columnas. 

Solucion El par de torsion elastico o el momento de torsion resistente f s que actua sobre la 
masa se muestra en la figura El.7b, y la Segunda ley de Newton da 

~fs = loiig (a) 

donde 

Ug(t ) = ug(t) + u g g{t) (b) 

Aqut u e es la rotacion de la losa del techo relativa al suelo e I 0 = m(b 2 + cf)/\2 es el momento 
de inercia de la losa del techo alrededor del eje normal respecto a la losa, que pasa a traves de 
su centra de masa O. Las unidades del momento de inercia son de fuerza X (longitud) 2 /acele- 
racion. El par de torsion f s y la rotacion relativa u e se relacionan mediante 


fs - kgug 


(c) 
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donde k g es la rigidez torsional. Para determinar k e se introduce una rotation unitaria % = 1 y 
se identifican las fuerzas restauradoras en cada columna (figura El.7c). Para una columna con 
ambos extremos empotrados, k x = \2EI y /h 3 y k y = \2EI x /h 3 . El par de torsion requerido para 
equilibrar estas fuerzas restauradoras es 

ke= 4 ( kx if) + 4 ( ky l !>) = kxd2 +kybl (d) 

A1 sustituir las ecuaciones (c), (d) y (b) en (a) resulta 

Ioiie +(k x d 2 + k y b 2 )ug = -lodge (e) 

Esta es la ecuacion que controla la rotation relativa u„ de la losa del techo debido a la acelera- 
cion rotacional ii g0 de la losa de cimentacion. 


1.8 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMAY ELEMENTOS MECANICOS 
1.8.1 Planteamiento del problema 

Dados la masa m, la rigidez k de un sistema elastico lineal, o la relation fuerza-deforma- 
cion fs(u) para un sistema inelastico, el coeficiente de amortiguamiento c y la excitation 
dinamica [que puede ser una fuerza externa p(t) o la aceleracion del terreno U L ,(t) \ un 
problema fundamental en la dinamica estructural es determinar la respuesta de un sistema 
de 1GDL: el sistema idealizado de un solo nivel o el sistema masa-resorte-amortiguador. 



































Seccion 1.8 Planteamiento del problema y elementos mecanicos 


27 


El termino respuesta se utiliza en un sentido general para incluir cualquier cantidad de 
respuesta, como el desplazamiento, la velocidad o la aceleracion de la masa; tambien, una 
fuerza interna o el esfuerzo interno en la estructura. Cuando la excitacion es una fuerza 
externa, las cantidades de respuesta de interes son el desplazamiento o la deformacion u(t), 
la velocidad (t) y la aceleracion ii(t ) de la masa. Para la excitacion sfsmica pueden reque- 
rirse tanto los valores totales (o absolutos) como los valores relativos de estas cantidades. 
El desplazamiento relativo u(t) asociado con las deformaciones de la estructura es la can¬ 
tidad mas importante, puesto que las fuerzas internas en la estructura estan directamente 
relacionadas con u(t). 

1.8.2 Elementos mecanicos 

Una vez que se ha evaluado la historia de deformaciones u(t) mediante el analisis dinamico 
de la estructura (es decir, al resolver la ecuacion de movimiento), es posible determinar los 
elementos mecanicos (momentos de flexion, fuerzas cortantes y fuerzas axiales) y los es- 
fuerzos requeridos para el diseno estructural mediante el analisis estatico de la estructura en 
cada instante de tiempo (es decir, no se requiere ningun analisis dinamico adicional). Este 
analisis estatico de un marco elastico lineal de un nivel puede visualizarse en dos formas: 

1. En cada instante, el desplazamiento lateral u con el que estan relacionadas las 
rotaciones de los nudos es conocido y, por lo tanto, es posible determinarlas; vea la ecuacion 
(b) del ejemplo 1.1. A partir del desplazamiento conocido y la rotacion de cada extremo 
de un elemento estructural (viga y columna), pueden determinarse los elementos mecani¬ 
cos (momentos de flexion y cortantes) a traves de las propiedades de rigidez del elemento 
(apendice 1); y los esfuerzos pueden obtenerse a partir de los elementos mecanicos. 

2. El segundo metodo consiste en introducir la fuerza estdtica equivalente, un con- 
cepto central en la respuesta sfsmica de las estructuras, como se vera en el capftulo 6. En 
cualquier instante de tiempo t esta fuerza f s es la fuerza estatica externa (aplicada lentamen- 
te) que producira la deformacion u determinada por medio del analisis dinamico. Asf 

m = ku( t ) ( 1 . 8 . 1 ) 

donde k es la rigidez lateral de la estructura. De manera alternativa, f s puede interpretarse 
como la fuerza externa que producira la misma deformacion u en el componente de rigidez 
de la estructura (es decir, el sistema sin masa o amortiguamiento, figura 1.5.2b) como la que 
se determina mediante el analisis dinamico de la estructura (es decir, el sistema con masa, 
rigidez y amortiguamiento, figura 1.5.2a). Los elementos mecanicos o esfuerzos pueden 
determinarse en cada instante de tiempo por medio del analisis estatico de la estructura 
sometida a la fuerza f s , la cual se determina a partir de la ecuacion (1.8.1). Para el sistema 
masa-resorte-amortiguador, no es necesario introducir el concepto de fuerza estatica equi¬ 
valente, debido a que la fuerza del resorte, tambien dada por la ecuacion (1.8.1), puede 
visualizarse con facilidad. 

Para los sistemas inelasticos, los elementos mecanicos pueden determinarse mediante 
modificaciones apropiadas de estos procedimientos que reconozcan que tales sistemas se 
analizan tfpicamente mediante procedimientos en el tiempo paso a paso, donde cada itera- 
cion es un paso de tiempo (capftulo 5). 
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(■,Por que en el segundo metodo la fuerza externa se define como f s (t) y no como /X?)? 
A partir de la ecuacion (1.7.2), —fi(t) = f${t ) + /o(f) = ku(t ) + cu{t). Resulta inapro- 
piado incluir la fuerza de amortiguamiento dependiente de la velocidad debido a que, para 
el diseno estructural, los esfuerzos en los elementos calculados deben compararse con los 
esfuerzos permisibles que se especifican segun las pruebas estaticas en los materiales (es 
decir, pruebas realizadas a bajas velocidades de carga). 


1.9 COMBINACION DE RESPUESTAS ESTATICAS Y DINAMICAS 

En la aplicacion practica es necesario determinar las fuerzas totales en una estructura, in- 
cluyendo las existentes antes de la excitation dinamica de la estructura y las que resultan de 
dicha excitation. Para un sistema lineal, las fuerzas totales pueden determinarse mediante la 
combination de resultados de dos analisis distintos: (1) el analisis estatico de la estructura 
debido a las cargas vivas y muertas, los cambios de temperatura, etcetera, y (2) el analisis 
dinamico de la estructura sometida a una excitation variable en el tiempo. Esta superposi¬ 
tion directa de los resultados de los dos analisis es valida solo para los sistemas lineales. 

Por otra parte, el analisis de sistemas no lineales no puede separarse en dos estudios 
independientes. El analisis dinamico de tales sistemas debe reconocer las fuerzas y defor- 
maciones ya existentes en la estructura antes de la aparicion de la excitation dinamica. Esto 
es necesario, en parte, para establecer la rigidez initial de la estructura, que se requiere para 
comenzar el analisis dinamico. 


1.10 METODOS DE SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL 

La ecuacion de movimiento para un sistema lineal de 1GDL sometido a una fuerza externa 
es la ecuacion diferencial de segundo orden que se obtuvo con anterioridad: 

mii + cii + ku = p{t) (1.10.1) 

Para definir por completo el problema es necesario especificar el desplazamiento initial 
it(O) y la velocidad inicial w(0) en el tiempo cero. Por lo regular, la estructura esta en reposo 
antes de la aparicion de la excitation dinamica, de modo que la velocidad inicial y el des¬ 
plazamiento inicial son cero. En las siguientes secciones se realiza una revision breve de los 
cuatro metodos de solucion. 


1.10.1 Solucion clasica 

La solucion completa de la ecuacion diferencial lineal de movimiento consiste en la suma 
de la solucion complementaria u,.(t) y la solucion particular ii p (t), es decir, u(t ) = u r (t) + 
u p (t). Como la ecuacion diferencial es de segundo orden, se involucran dos constantes de 
integration. Estas aparecen en la solucion complementaria y se evaluan a partir del conoci- 
miento de las condiciones iniciales. 


Seccion 1.10 Metodos de solucion de la ecuacion diferencial 
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Ejemplo 1.8 

Considere una fuerza escalonada: p(t) = p„. 1 > 0. En este caso, la ecuacion diferencial de mo- 
vimiento para un sistema sin amortiguamiento (es decir, c = 0) es 

mil + ku = p 0 (a) 

La solucion particular para la ecuacion (a) es 

iip(t) = y (b) 

y la solucion complementaria es 

u c (t) = Acosw n t + Bsena>„t (c) 

donde Ay B son constantes de integracion y u> n = \/k/m. 

La solucion completa esta dada por la suma de las ecuaciones (b) y (c): 

u(t ) = Acoso)„f + B senw„r + — (d) 

k 

Si el sistema esta inicialmente en reposo, u( 0) = 0 y w(0) = 0 en t = 0. Es posible determinar 
las constantes Ay B para estas condiciones iniciales: 

A = 5=0 (e) 

k 

Al sustituir la ecuacion (e) en la ecuacion (d) se obtiene 

u(t) = ^(1 - COSCOnt) (f) 

k 

La solucion clasica sera el principal metodo que se utilizara aquf a fin de resolver la 
ecuacion diferencial para la vibracion libre y para las excitaciones que pueden describirse 
de manera analitica, como las fuerzas escalonadas, armonicas y de impulso. 

1.10.2 Integral de Duhamel 

Otro metodo muy conocido para resolver ecuaciones diferenciales lineales, como la ecua¬ 
cion de movimiento de un sistema de 1GDL, se basa en la representacion de la fuerza 
aplicada como una secuencia infinitesimal de pulsos cortos. La respuesta del sistema a una 
fuerza p(t), aplicada en el tiempo t, se obtiene al sumar las respuestas a todos los pulsos 
hasta ese instante. Este metodo se desarrolla en el capttulo 4, el cual conduce al siguiente 
resultado para un sistema no amortiguado de 1GDL: 

1 f' 

u(t) = - / p(r) sen[cu„(t ~r)]dr (1.10.2) 

mo) n Jo 

donde a> n = vk/in. En este resultado estan impltcitas las condiciones iniciales “en reposo”. La 
ecuacion (1.10.2), conocida como la integral de Duhamel, es una forma especial de la integral de 
convolucion que puede encontrarse en los libros de texto sobre ecuaciones diferenciales. 

Ejemplo 1.9 

La respuesta de un sistema de 1GDL, que se supone inicialmente en reposo, a una fuerza esca¬ 
lonada p(t) = p 0 ,t> 0, se determina usando la integral de Duhamel. Para esta fuerza aplicada, 
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la ecuacion (1.10.2) se especifica como 

ft 


u(t) = I sen[a)„(f — r)\dr = 

moj„ L mo)„ 


f 


Po 


COS ft),, (t — r) 
(till 


r =0 


= -^(1 — COS (O n t) 


Este resultado es igual al obtenido en la section 1.10.1 mediante la solucion clasica de la ecua¬ 
cion diferencial. 


La integral de Duhamel proporciona un metodo alternative a la solucion clasica si la 
fuerza aplicada pit) se define analiticamente mediante una funcion simple que permita la eva¬ 
luation analftica de la integral. Para excitaciones complejas que se definen solo por medio de 
valores numericos de p(t) en instantes de tiempo discretos, la integral de Duhamel puede eva¬ 
luate mediante metodos numericos. Sin embargo, tales metodos no se incluyen en este libro 
porque existen procedimientos numericos mas eficientes para determinar la respuesta dinamica; 
algunos de ellos se presentan en el capitulo 5. 


1.10.3 Metodo en el dominio de la frecuencia 


Las transformadas de Laplace y de Fourier proporcionan herramientas poderosas para re¬ 
solver ecuaciones diferenciales lineales; en particular, la ecuacion de movimiento para un 
sistema lineal de 1GDL. Como los dos metodos de transformation se basan en conceptos 
similares, aqul se mencionara solo el uso de la transformada de Fourier, lo que conduce al 
metodo en el dominio de la frecuencia del analisis dinamico. 

La transformada de Fourier P(co) de la funcion de excitacion pit) esta definida por 

/ OO 

p{t)e~ l(0t dt (1.10.3) 

-OO 

Entonces, la transformada de Fourier U(co) de la solucion uit) de la ecuacion diferencial esta 
dada por 

U(co) = H(co)P(a>) (1.10.4) 

donde la funcion compleja de respuesta en la frecuencia H{cS) describe la respuesta del sistema 
ante una excitacion armonica. Finalmente, la solucion deseada u(t) esta dada por la transforma¬ 
da inversa de Fourier de U(w): 


1 r°° 

u{t) = — / H(co) P(co)e ,ajt dco (1.10.5) 

ZlC J —oo 


Es posible utilizar la integration directa para evaluar la integral de la ecuacion (1.10.3), pero 
se requiere la integration de contorno en el piano complejo para la ecuacion (1.10.5). Pueden 
obtenerse resultados de forma cerrada solo si p(t) es una funcion simple y la aphcacion de la 
transformada de Fourier estaba restringida a este tipo de pit), hasta la aparicion de computadoras 
de alta velocidad. 

Ahora, el metodo de la transformada de Fourier es factible para el analisis dinamico de 
sistemas bneales con excitaciones compbcadas p{t) o Li ft), que se describen numeric amente. En 
tales situaciones, las integrales de las dos ecuaciones (1.10.3) y (1.10.5) se evaluan numerica- 
mente mediante el metodo de la transformada de Fourier discreta, usando el algoritmo de la 
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Figura 1.10.1 Estas dos estructuras de contention en forma de cupula y hechas de con¬ 
crete reforzado, alojan los reactores nucleares de la central San Onofre en California. Para 
propositos de diseno se calculo que su periodo fundamental de vibracion seria de 0.15 s 
suponiendo una base fija, y 0.50 s considerando la flexibilidad del suelo. Esta gran dife- 
rencia en el periodo indica el efecto importante de la interaccion suelo-estructura para este 
tipo de construcciones. (Cortesia de Southern California Edison). 


transformada rapida de Fourier, que se desarrollo en 1965. Estos conceptos se presentan en 
el apendice A. 

El metodo en el dominio de la frecuencia para el analisis dinamico se simboliza me- 
diante las ecuaciones (1.10.3) y (1.10.5). La primera proporciona las amplitudes P(co) de 
todos los componentes armonicos que componen la excitacion pit). La segunda ecuacion 
puede interpretarse como la evaluacion de la respuesta armonica del sistema ante cada com- 
ponente de la excitacion, para despues superponer las respuestas armonicas a fin de obtener 
la respuesta u(t). El metodo en el dominio de la frecuencia, que es una alternativa al metodo 
en el dominio del tiempo simbolizado por la integral de Duhamel, es util y poderoso para 
el analisis dinamico de estructuras que intcractiian con medios infinitos. Dos ejemplos son 
(1) el analisis de la respuesta slsmica de una estructura, donde los efectos de la interaccion 
entre la estructura y el suelo subyacente Infinite son significativos (figura 1.10.1), y (2) el 
analisis de la respuesta slsmica de las presas de concreto al interactuar con el agua conte- 
nida en el deposito, la cual se extiende a grandes distancias en la direccion aguas arriba 
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Figura 1.10.2 Presa Morrow Point, una presa de arco con 465 pies de altura, en el rfo 
Gunnison, Colorado. Mediante pruebas de vibracion forzada se determino que el periodo 
fundamental de vibracion de la presa en vibracion antisimetrica es de 0.268 s con el de- 
posito parcialmente lleno y de 0.303 s con el deposito completamente lleno. (Cortesia del 
U. S. Bureau of Reclamation). 


(figura 1.10.2). Como el analisis slsmico de sistemas suelo-estructura y fluido-estructura tan 
complejos va mas alia del alcance de este libro, no se incluye una presentacion exhaustiva 
del metodo en el dominio de la frecuencia para el analisis dinamico. Sin embargo, en el 
apendice A se presenta una introduccion al metodo. 


1.10.4 Metodos numericos 

Los tres metodos de analisis dinamico anteriores se limitan a los sistemas lineales y no es 
posible considerar el comportamiento inelastico esperado de las estructuras durante sis- 
mos si el movimiento del terreno es intenso. El unico enfoque practico para tales sistemas 
abarca los metodos numericos paso a paso en el tiempo, que se presentan en el capftulo 5. 
Estos metodos tambien son utiles para evaluar la respuesta de los sistemas lineales ante 
una excitacion [la fuerza aplicada pit) o el movimiento del terreno ii„it) | que es demasiado 
complicada como para definirse de manera analttica y se describe solo en forma numerica. 


Apendice 1: Coeficientes de rigidez para un elemento en flexion 

1.11 ESTUDIO DE LOS SISTEMAS DE 1GDL: ORGANIZACION 
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Se estudiara la respuesta dinamica de los sistemas de 1GDL elastico lineales en vibracion 
libre (capftulo 2), ante excitaciones armonicas y periodicas (capftulo 3), ante excitaciones 
de pulsos y escalonadas (capftulo 4), y ante movimiento sfsmico (capftulo 6). Dado que la 
mayorfa de las estructuras estan disenadas con la expectativa de que se deformen mas alia 
del lfmite elastico lineal durante sismos grandes que son poco frecuentes, en el capftulo 
7 se estudia la respuesta inelastica de los sistemas de 1GDL. Un aspecto de interes es la 
variation en el tiempo de la respuesta r(t) ante estas diferentes excitaciones. Para fines de 
diseno estructural, el valor maximo (en el tiempo) de la respuesta r contiene information 
crucial, puesto que se relaciona con las fuerzas y deformaciones maximas que una estruc- 
tura debe ser capaz de soportar. Se tiene un interes especial en el valor pico de la respuesta, 
o por razones de brevedad en la respuesta pico, definida como el maximo valor absoluto de 
la cantidad de respuesta: 

r 0 = max |r(f)| (11.1.1) 

Por definition, la respuesta pico es positiva; el signo algebraico se omite porque suele 
ser irrelevante para el diseno. Observe que el subfndice o unido a una cantidad respuesta 
indica su valor pico. 


LECTURA ADICIONAL 


Clough, R. W. y Penzien, J., Dynamics of Structures, McGraw-Hill, Nueva York, 1993, Secciones 
4-3, 6-2, 6-3 y 12-6. 

Humar, J. L., Dynamics of Structures, 2a. ed., A. A. Balkema Publishers, Lisse. Pafses Bajos, 2002, 
capftulo 9 y section 13.5. 


APENDICE 1: COEFICIENTES DE RIGIDEZ PARA UN ELEMENTO EN FLEXION 

Es posible escribir los coeficientes de rigidez a partir de las ecuaciones de la pendiente 
de deflexion para un elemento de marco (uniforme) prismatico y elastico lineal. Estos se 
presentan en la figura A1.1 para un elemento con longitud L, segundo momento de area 1 y 


2EI 4EI 




(b) 


(c) 


Figura Al.l 
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modulo de elasticidad E. Los coeficientes de rigidez para la rotacion de los nudos se mues- 
tran en el inciso (a) y para la traslacion de los nudos en el inciso (b) de la figura. 

Considere ahora el elemento mostrado en la figura A 1.1c con sus dos nodos identifi- 
cados como ay b, los cuales se suponen axialmente indeformables. Sus cuatro grados de 
libertad son las traslaciones nodales u a y u h y las rotaciones nodales 6 a y 0 b . Los momentos 
de flexion en los dos nodos se relacionan con los cuatro GDL de la manera siguiente: 


4 El 2EI 6 El 

M a - —0 a + ——Ob + 


L 


L 2 


2 El 4EI 6 El 

Mb -;— 0 a + ——Ob + — u n 


L 


L 2 


6 El 

IX 

6 El 

T 2 


u b 


-u b 


(A 1.1) 
(A 1.2) 


Las fuerzas cortantes en los dos nodos se relacionan con los cuatro GDL como se muestra 
a continuacion: 


V fl 


V b 


12EI 12 El 6EI 

~iy Ua ~ ~iy Ub + ix 9a + 

12EI 12 EI 6 El 

— — 7^—U a + — U b — Tl 0a 


6 EI 

IX 


0 b 


6 El 

IX 


0 b 


(A1.3) 
(A 1.4) 


En cada instante de tiempo, las fuerzas nodales M a , M b , V a y V b se calculan a partir de u a , u b , 
0 U y 0 b . El momento de flexion y la fuerza cortante en cualquier otra ubicacion a lo largo del 
elemento se determinan por medio de la estatica aplicada al elemento de la figura A1.lc. 


PROBLEMAS 


1.1 A partir de la definicion basica de rigidez, determine la rigidez efectiva del resorte com- 
-1.3 binado y escriba la ecuacion de movimiento para los sistemas resorte-masa que se muestran en 
las figuras Pl.l a PI.3. 





1.4 Deduzca la ecuacion que controla el movimiento fibre de un pendulo simple consistente en 
una barra infinitamente rfgida sin masa, articulada en el punto O, con una masa m conectada 
en la punta (figura PI.4). Linealice la ecuacion para las oscilaciones pequenas y determine la 
frecuencia natural de oscilacion. 
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O 



m Figura P1.4 


1.6 

1.7 


Considere el movimiento libre en el piano xy de un pendulo compuesto que consta de una barra 
infinitamente rfgida suspendida de un punto (figura PI.5). La longitud de la barra es L y su 
masa m se distribuye uniformemente. La anchura de la barra uniforme es b y su espesor es t. El 
desplazamiento angular de la lfnea central del pendulo medida desde el eje y se indica mediante 
9{t). 

(a) Deduzca la ecuacion que controla 6(l). 

(b) Linealice la ecuacion para 6 pequenos. 

(c) Determine la frecuencia natural de las oscilaciones pequenas. 





* 


Figura P1.5 


Figura P1.6 


Repita el problema 1.5 para el sistema mostrado en la figura P1.6, el cual difiere solo en un 
sentido: su ancho varfa de cero en O a b en el extremo libre. 

Desarrolle la ecuacion que controla el movimiento longitudinal del sistema de la figura P1.7. 
La barra esta hecha de un material elastico con modulo de elasticidad E\ el area de su sec- 
cion transversal es A y su longitud es L. Desprecie la masa de la barra y mida u desde la 
posicion de equilibrio estatico. 


1.6 

1.7 




L 


A, E 


m 



Pit) 


Figura PI.7 
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1.8 Un disco rfgido de masa m esta montado en el extremo de un eje flexible (figura PI.8). Despre- 
cie el peso del eje y el amortiguamiento, y deduzca la ecuacion de la vibracion torsional libre 
del disco. El modulo cortante (de rigidez) del eje es G. 



~R ’ Figura P1.8 


1.9- Escriba la ecuacion que controla la vibracion libre de los sistemas mostrados en las figuras P1.9 a 
1.11 Pl.l 1. Suponiendo que la viga carece de masa, cada sistema tiene un solo GDL definido como 
la deflexion vertical bajo el peso w. La rigidez a la flexion de la viga es El y su longitud es L. 


El 


1 V 



1 




L/2 

Vw 

-4 - 

L/2 



El 


f 


L 



4 


Figura P1.9 


Figura PI.10 


El 


w 


4 

L/2 

It 

£ 

L/2 

-4 


Figura PI.11 


1.12 Determine la frecuencia natural de un peso w suspendido de un resorte en el punto medio de 
una viga simplemente apoyada (figura PI.12). La longitud de la viga es L y su rigidez a la fle¬ 
xion es EL La rigidez del resorte es k. Suponga que la viga carece de masa. 


f 


L 


\ 



Figura PI.12 
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1.13 Deduzca la ecuacion de movimiento para el marco que se muestra en la figura PI. 13. La rigidez 
a la flexion de la viga y las columnas es como se indica. La masa concentrada en la viga es m; 
de manera alternativa, suponga que el marco no tiene masa y desprecie el amortiguamiento. 
Compare el resultado con la ecuacion (1.3.2) y comente el efecto del empotramiento de la base. 


EL = o° m 


-o 


EI r 


EI r 


■P(t) 


Figura P1.13 


1.14 Escriba la ecuacion de movimiento para el marco de un nivel y una crujfa que se muestra en 
la figura Pl. 14. La rigidez a la flexion de la viga y las columnas es como se indica. La masa 
concentrada en la viga es m; de manera alternativa, suponga que el marco no tiene masa y 
desprecie el amortiguamiento. Compare esta ecuacion de movimiento con la del ejemplo 1.1 y 
comente el efecto del empotramiento de la base. 


EI r 


<y 


EL 


EI r 


~P(t ) 


L = 2h 


Figura PI.14 


1.15- Escriba la ecuacion de movimiento para el marco de un nivel y una crujfa que se muestra en 
1.16 las figuras PI. 15 y P1.16. La rigidez a la flexion de la viga y las columnas es como se indica. 
La masa concentrada en la viga es m\ de manera alternativa, suponga que el marco no tiene 
masa y desprecie el amortiguamiento. Compruebe el resultado del problema 1.15 revisando la 
ecuacion (1.3.5). Comente sobre el efecto del empotramiento de la base al comparar las dos 
ecuaciones de movimiento. 


EI C I2 m 

— -O— 


EI r 


EL 


- Pit ) 


7777 /. 7 & 77 . 

L = 2h 

+-+ 



P(t) 


Figura P1.15 Figura PI.16 

1.17 Una plataforma masiva infinitamente rfgida con peso w se apoya en cuatro columnas, las 
cuales estan articuladas en sus extremos superior e inferior y se encuentran contraventeadas 


























38 


Ecuaciones de movimiento, planteamiento del problema y metodos de solucion Capi'tulo 1 


lateralmente en cada panel lateral mediante dos alambres de acero diagonales, como se mues- 
tra en la figura PL 17. Cada alambre diagonal se pretensa hasta un esfuerzo alto; el area de la 
seccion transversal es A y el modulo de elasticidad es E. Desprecie la masa de las columnas y 
de los alambres, y deduzca la ecuacion de movimiento que controla la vibracion libre en (a) 
la direccion x y (b) la direccion y. ( Sugerencia: debido a la alta pretension, todos los cables 
contribuyen a la rigidez estructural, a diferencia del ejemplo 1.2, donde los contravientos en 
compresion no proporcionan rigidez). 



Figura P1.17 


1.18 Deduzca la ecuacion de movimiento que controla la vibracion de torsion del sistema de la 
figura PI. 17, alrededor del eje vertical que pasa por el centra de la plataforma. 

1.19 Un automovil se idealiza de manera aproximada como una masa concentrada m apoyada en un 
sistema de resorte-amortiguador, como se muestra en la figura PI.19. El automovil se desplaza 
a una velocidad constante v sobre un camino, cuyas irregularidades se conocen como una fun- 
cion de la position a lo largo de dicho camino. Deduzca la ecuacion de movimiento. 



■o V 


X 


Figura PI.19 




















Vibracion libre 


AVANCE 

Se dice que una estructura experimenta vibracion libre cuando es perturbada de su posicion 
de equilibrio estatico y despues se deja vibrar sin ninguna excitacion dinamica externa. 
En este capitulo se estudia el problema de vibracion libre para introducir nociones de fre- 
cuencia de vibracion natural y la fraccion de amortiguamiento de un sistema de 1GDL. Se 
vera que la razon de decaimiento del movimiento en vibracion libre esta controlada por la 
fraccion de amortiguamiento. Asi, los resultados analiticos que describen la vibracion libre 
proporcionan una base para determinar la frecuencia natural y la fraccion de amortigua¬ 
miento de una estructura a partir de datos experimentales, como los que se muestran en la 
figura 1.1.4. 

Aunque el amortiguamiento en las estructuras reales se debe a varios mecanismos de 
disipacion de la energia que actuan de manera simultanea, un enfoque matematicamente 
practico consiste en idealizarlos mediante el amortiguamiento viscoso equivalente. En con- 
secuencia, este capitulo trata en su mayorfa de los sistemas con amortiguamiento de tipo 
viscoso. Sin embargo, la vibracion libre de sistemas en presencia de fuerzas de friccion de 
Coulomb se analiza al final del capitulo. 


2.1 VIBRACION LIBRE NO AMORTIGUADA 

El movimiento de los sistemas lineales de 1GDL, visualizados como un marco idealizado 
de un nivel o un sistema masa-resorte-amortiguador, sometido a la fuerza externa pit) se 
rige por la ecuacion (1.5.2). Si se establece pit) = 0, se obtiene la ecuacion diferencial 
que rige la vibracion libre del sistema, que para los sistemas sin amortiguamiento (c = 0) 
se especifica como 

mu + ku = 0 (2.1.1) 
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La vibracion libre se inicia al sacar al sistema de su position de equilibrio estatico, 
impartiendo a la masa cierto desplazamiento m( 0) y velocidad «(()) en el tiempo cero, defi- 
nido como el instante en que se inicia el movimiento: 

u = w(0) u = m(0) (2.1.2) 


La solution de la ecuacion diferencial homogenea sujeta a estas condiciones iniciales se 
obdene por metodos comunes (vea la deduction 2.1): 


donde 


u(t) 


u( 0) cos co n t + 


w(0) 

0) n 


sen co n t 



(2.1.3) 


(2.1.4) 


La ecuacion (2.1.3) se representa con la grafica en la figura 2.1.1. Esta muestra que el 
sistema experimenta un movimiento vibratorio (u oscilatorio) alrededor de su position de equi¬ 
librio estatico (o no deformada, u = 0); y que este movimiento se repite despues de cada 2jr/<y„ 
segundos. En particular, los estados (desplazamiento y velocidad) de la masa en dos instantes 
de tiempo, t { y + 2jt/ co n , son identicos: M(ri) = n(q + 2jt/ co n ) y ii(t\) = u(t\ + 2n/co n ). 

Estas igualdades pueden probarse con facilidad, a partir de la ecuacion (2.1.3). El mo¬ 
vimiento descrito por la ecuacion (2.1.3) y mostrado en la figura. 2.1.1 se conoce como 
movimiento armonico simple. 

La portion a-b-c-d-e de la curva de tiempo-desplazamiento describe un ciclo de vi¬ 
bration libre del sistema. A partir de su position de equilibrio estatico (o no deformada) en 
a, la masa se mueve a la derecha, alcanzando su desplazamiento positivo maximo li„ en b, 
momento en el cual la velocidad es cero y el desplazamiento comienza a decrecer; luego 



Figura 2.1.1 Vibracion libre de un sistema sin amortiguamiento. 
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la masa vuelve de nuevo a su posicion de equilibrio c, momento en el cual la velocidad es 
maxima y por lo tanto la masa continua moviendose a la izquierda; despues, la masa llega 
a su desplazamiento mfnimo ~u 0 en d, momento en el cual la velocidad es cero de nuevo y 
el desplazamiento comienza a disminuir otra vez hasta que la masa vuelve a su posicion de 
equilibrio en e. En el instante de tiempo e, 2n / go n segundos despues del instante de tiempo 
a, el estado (desplazamiento y velocidad) de la masa es el mismo que en el momento a, y la 
masa esta lista para comenzar un nuevo ciclo de vibracion. 

El tiempo requerido para que el sistema no amortiguado complete un ciclo de vibra¬ 
cion libre es el periodo natural de vibracion del sistema, que se denomina como T n y cuyas 
unidades son segundos. Se relaciona con la frecuencia circular natural de vibracion, co n , 
en unidades de radianes por segundo es: 



CO n 



(2.1.5) 


Un sistema ejecuta \/T n ciclos en 1 segundo. Esta frecuencia ciclica natural de vibracion 
se define mediante 


1 



( 2 . 1 . 6 ) 


Las unidades def, son hertz (Hz) (ciclos por segundo (cps));/„ esta obviamente relacionada 
con a> n a traves de 


fn = ^ ( 2 - 1 - 7 ) 

2n 

El termino frecuencia natural de vibracion se aplica tanto a co n como a f n . 

Las propiedades de vibracion natural co n , T n y /„ dependen solo de la masa y rigidez 
de la estructura; vea las ecuaciones (2.1.4) a (2.1.6). Si dos sistemas de 1GDL tienen la 
misma masa, el que sea mas rigido de los dos tendra la frecuencia natural mas alta y el 
periodo natural mas pequeno. De manera similar, si dos estructuras tienen la misma rigi¬ 
dez, aquella que sea la mas pesada (con mayor masa) tendra la menor frecuencia natural 
y el periodo natural mas largo. El calificativo natural se utiliza en la definicion de T n , co n y 
f, para destacar el hecho de que estas son propiedades naturales del sistema cuando se le 
permite vibrar con libertad sin ningiin tipo de excitacion externa. Debido a que el siste¬ 
ma es lineal, estas propiedades de vibracion son independientes del desplazamiento y la 
velocidad iniciales. La frecuencia natural y el periodo de los distintos tipos de estructuras 
que interesan a este texto variaran en gran medida, como se muestra en las figuras 1.10.1, 
1.10.2, y 2.1.2a-f. 

La frecuencia circular natural co n , la frecuencia natural cfclica /j, y el periodo natural 
T„ definidos por las ecuaciones (2.1.4) a (2.1.6) pueden expresarse en la forma alternativa 



donde S st = mg/k y g es la aceleracion debida a la gravedad. <5 st es la deflexion estatica de 
la masa m suspendida de un resorte con rigidez k. como puede observarse en el sistema 
de la figure 1.6.1 orientada en la direccion vertical. En el caso del marco de un solo nivel de 
la figure 1.2.1, <5 st es el desplazamiento lateral de la masa debido a la fuerza lateral mg. 
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Figura 2.1.2a Edificio Alcoa, San 
Francisco, California. Los periodos 
fundamentales de vibracion natural de 
este edificio de acero con 26 pisos son 
1.67 segundos para la vibracion norte- 
sur (longitudinal), 2.21 segundos para 
la vibracion este-oeste (transversal) y 
1.12 segundos para la vibracion torsio¬ 
nal alrededor de un eje vertical. Estas 
propiedades de dinamicas se determi- 
naron mediante pruebas de vibracion 
forzada. (Cortesfa de International 
Structural Slides). 



Figura 2.1.2b Edificio Transame- 
rica, San Francisco, California. Los 
periodos fundamentales de vibracion 
natural de este edificio de acero con 
49 pisos y forma ahusada, son 2.90 
segundos para la vibracion norte-sur 
y la vibracion este-oeste. Estas pro¬ 
piedades dinamicas se determinaron 
mediante pruebas de vibracion forza¬ 
da. (Cortesfa de International Structu¬ 
ral Slides). 


Seccion 2.1 Vibracion libre no amortiguada 


43 



Figura 2.1.2c Edificio Medical Center, Richmond, California. Los periodos fun- 
damentales de vibracion natural de este edificio con marcos de acero de tres pisos 
son 0.63 segundos para la vibracion en la direccion longitudinal, 0.74 segundos en 
la direccion transversal y 0.46 segundos para la vibracion torsional alrededor de un 
eje vertical. Estas propiedades dinamicas se detenninaron a partir de la respuesta 
obtenida en el edificio durante el terremoto de Loma Prieta en 1989. (Cortesfa de 
California Strong Motion Instrumentation Program). 



Figura 2.1.2d Presa Pine Flat en el rfo Kings, cerca de Fresno, California. El periodo 
fundamental de vibracion natural de esta presa de concreto de gravedad con 400 pies de 
altura se midio mediante pruebas de vibracion forzada y resulto ser de 0.288 segundos 
y 0.306 segundos con la profundidad de la presa a 310 pies y 345 pies, respectivamente. 
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Figura 2.1.2e Puente Golden Gate, San Francisco, California. Los perio- 
dos fundamentales de vibracion natural de este puente colgante con un tramo 
principal de 4200 pies son de 18.2 segundos para la direccion transversal, 
10.9 segundos para la direccion vertical, 3.81 segundos para la direccion longitudi¬ 
nal y 4.43 segundos para la torsional. Estas propiedades dinamicas se determinaron 
a partir de los movimientos registrados en el puente bajo diferentes condiciones 
ambientales (viento, trafico, etcetera). (Cortesia de International Structural Slides). 



Figura 2.1.2f Chimenea de concreto 
reforzado, situada en Aramon, 

Francia. El periodo fundamental de 
vibracion natural de esta chimenea 
con 250 m de altura es de 3.57 
segundos; este se determino a partir 
de los registros de vibracion inducida 
por viento. 
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El sistema no amortiguado oscila hacia adelante y hacia atras entre el desplazamiento 
maximo u„, y el desplazamiento mi'nimo -u 0 . La magnitud u Q de estos dos valores de des¬ 
plazamiento es igual y se denomina la amplitud de movimiento, dada por 


u a 


[n(0)]- + 


u( 0 ) 


(2.1.9) 


La amplitud u 0 depende del desplazamiento y la velocidad iniciales. Ciclo tras ciclo perma- 
nece igual; es decir, el movimiento no decae. En la seccion 1.1 se menciono este compor- 
tamiento no realista de un sistema si no se incluye un mecanismo de amortiguamiento para 
representar la disipacion de la energfa. 

La frecuencia natural del marco de un solo nivel de la figura 1.3.2a con la masa con- 
centrada m y columnas empotradas en la base es 


IT _ 24£/ c 12p + 1 
" V m h 3 12p + 4 


( 2 . 1 . 10 ) 


donde la rigidez lateral se obtiene con la ecuacion (1.3.5) y p = ( El b /L ) H- ( 2EI c /h ). Para los 
casos extremos de una viga rfgida, p = oo, y para una viga sin rigidez, p = 0; las rigideces 
laterales estan dadas por las ecuaciones (1.3.2) y (1.3.3), y las frecuencias naturales son 


j2AEI c 
V m/z 3 


(&>n)p =o 



( 2 . 1.11 > 


La frecuencia natural se duplica cuando la relation de rigidez de la viga a la columna, 
p, aumenta de 0 a oo; su variation con p se muestra en la figura 2.1.3. 

La frecuencia natural se ve afectada de manera similar por las condiciones de frontera 
en la base de las columnas. Si las columnas e stan articuladas en la base en vez de empo¬ 
tradas y la viga es rfgida, a>„ = ^6EI c /mh 3 , que es la mitad de la frecuencia natural del 
marco con columnas empotradas en su base. 



Figura 2.1.3 Variation de la frecuencia natural, co n , con la relation de rigidez de la viga a la columna, p. 
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Deduction 2.1 

La solucion de la ecuacion (2.1.1), una ecuacion diferencial lineal y homogenea de segundo 
orden con coeficientes constantes, tiene la forma 

u = e Xt (a) 

donde la constante X es desconocida. A1 sustituir en la ecuacion (2.1.1) se obtiene 

( mX 2 + k)e^ 1 = 0 

El termino exponencial nunca es cero, por lo que 

(mX 2 + k) — 0 (b) 

Conocida como la ecuacion caracteristica, la ecuacion (b) tiene dos rafces: 

^•1,2 = ±iu>„ (c) 

donde i = \/—T. La solucion general de la ecuacion (2.1.1) es 

u(t) = a\e Xlt + a 2 e klt 

que despues de sustituir la ecuacion (c) se convierte en 

u(t ) = a\e ,w " t + a 2 e~ la>nl (d) 

donde a x y a 2 son constantes con valores complejos aun por determinar. Mediante el 
uso de las relaciones de Euler, e a = cos x + i sen x y e ‘ x = cos x - i sen x. La ecuacion (d) 
puede reescribirse como 

u(t) = A cos w n t + B sen a> n t (e) 

donde Ay B son constantes con valores reales todavfa por determinar. La ecuacion (e) se dife- 
rencia para obtener 

ii(t) = — CL> n A sen <D n t + u>„ B cos a>„t (f) 

La evaluacion de las ecuaciones (e) y (f) en el tiempo cero proporciona las constantes Ay B en 
terminos del desplazamiento inicial u(0) y la velocidad inicial u( 0): 

u(0) — A u( 0) = a>„B (g) 

Al sustituir A y B de la ecuacion (g) en la ecuacion (e) resulta la solucion dada en la ecuacion 
(2.1.3). 


Ejemplo 2.1 

Para el edificio industrial de una planta del ejemplo 1.2, determine la frecuencia circular natu¬ 
ral, la frecuencia ciclica natural y el periodo natural de vibracion en (a) la direccion norte-sur 
y (b) la direccion este-oeste. 


Solucion (a) Direccion norte-sur: 

(<W„)n— s = 

(T n ) N-S = 


38.58 

0.04663 

2tt 


= 28.73 rad/seg 


28.73 

1 

0.219 


= 0.219 seg 
= 4.57 Hz 


(/h)n— s 
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(b) Direction este-oeste\ 

(or,,) E-W 
(Tn) E-W 
(,/«)e-w 


119.6 

0.04663 

2tc 


= 50.64 rad/seg 


50.64 

1 

0.124 


= 0.124 seg 
= 8.06 Hz 


Observe que la frecuencia natural es mucho mas alta (y el periodo natural mucho mas corto) 
en la direccion este-oeste porque los refuerzos verticales hacen que el sistema sea mucho mas 
rfgido, aunque las columnas del marco se flexionen alrededor de su eje debil; la masa vibrante 
es la misma en ambas direcciones. 


Ejemplo 2.2 

Para el puente con viga cajon y tres claros del ejemplo 1.3, determine la frecuencia circular 
natural, la frecuencia cfclica natural y el periodo natural de vibracion para el movimiento lon¬ 
gitudinal. 

Solucion 


'k / 25,880 

° 3 n= ' , m = \^UD = 10 - 9?rad/seg 


2jr 

T n = - = 0.573 seg 

10.97 


f n = - = 1.75 Hz 

J 0.573 


Ejemplo 2.3 

Determine la frecuencia cfclica natural y el periodo de vibracion natural de un peso de 20 libras 
suspendido como se describe en el ejemplo 1.4. 




= 2.56 Hz 


20 

13.39 


1.494 pulg 


T„ = — = 0.391 seg 

Jn 


Solucion 
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Ejemplo 2.4 

Considere el sistema descrito en el ejemplo 1.7, con b = 30 pies, d = 20 pies, h = 12 pies, peso 
de la losa = 0.1 kip/pie 2 y larigidez lateral de cada columna en la direcciones xy y es k x = 1.5 
y k y = 1.0, ambas en kips/pulg. Determine la frecuencia natural y el periodo de movimiento 
torsional alrededor del eje vertical. 

Solucion A partir del ejemplo 1.7, la rigidez a la torsion k„ y el momento de inercia I a son 


ke 


lo 


u>„ 


k x d 2 +k y b 2 = 1.5(12)(20) 2 + 1.0(12)(30) 2 

b 2 +d 2 0.1 (30 X 20) f (30) 2 + (20) 2 " 

m - = - - 

12 (32.2) 12 


18,000 kip-pie/rad 
201.86 kip-seg 2 -pie 



9.44 rad/seg 


fn = 1.49 Hz 


T n = 0.67 seg 


2.2 VIBRACION LIBRE VISCOSAMENTE AMORTIGUADA 


Si se establece p(t) = 0 en la ecuacion (1.5.2), se obtiene la ecuacion diferencial que rige la 
vibracion libre de los sistemas de 1GDL con amortiguamiento: 


mu + cu + ku =0 

(2.2.1a) 

Al dividir entre m resulta 


ii + 2 $co n u + a> 2 u = 0 

(2.2.1b) 

donde m n = \Jk/m como se ha definido anteriormente y 


c c 

2 mCO n C cr 

(2.2.2) 

Se hara referenda a 


x — 2k 

c cr = 2 mco n = 2 vkm = — 

(2.2.3) 


co n 


como el amortiguamiento critico, por razones que se describiran en breve; y £ es la razon 
o fraccion del amortiguamiento critico. La constante de amortiguamiento c es una medida 
de la energfa disipada en un ciclo de vibracion libre o en un ciclo de vibracion forzada 
armonica (seccion 3.8). Sin embargo, la fraccion de amortiguamiento (una medida adimen- 
sional de amortiguamiento) es una propiedad del sistema que depende tambien de su masa 
y rigidez. La ecuacion diferencial (2.2.1) puede resolverse mediante los metodos comunes 
(de manera semejante a la deduction 2.1) para un desplazamiento inicial «(()) y velocidad 
inicial w(0) dados. Sin embargo, antes de escribir cualquier solucion formal, se examina la 
solucion cualitativamente. 

2.2.1 Tipos de movimiento 

En la figura 2.2. 1 se muestra una grafica del movimiento u(t ) debido al desplazamiento inicial 
m( 0) para tres valores de f Si c < c cr o £ < 1, el sistema oscila alrededor de su posicion de 
equilibrio con una amplitud que disminuye progresivamente. Si c = c cr o f = 1, el sistema 
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vuelve a su posicion de equilibrio sin oscilar. Si c > c cr o f > 1, de nuevo el sistema no oscila 
y regresa a su posicion de equilibrio, como en el caso de £ = 1, pero a un ritmo mas lento. 

El amortiguamiento c cr se denomina amortiguamiento critico debido a que es el valor 
mas pequeno de c que inhibe por completo la oscilacion. Representa la linea divisoria entre 
el movimiento oscilatorio y no oscilatorio. 

El resto de esta presentacion se limita a los sistemas subamortiguados (c < c cr ) porque 
todas las estructuras de interes (edificios, puentes, presas, centrales nucleares, estructuras 
marftimas, etcetera) entran dentro de esta categorfa ya que, por lo general, su fraccion de 
amortiguamiento es menor a 0.10. Por lo tanto, existen pocas razones para estudiar la dina- 
mica de los sistemas criticamente amortiguados (c = c cr ) o los sistemas sobreamortiguados 
(c > c cr ). Sin embargo, tales sistemas existen; por ejemplo, los mecanismos de retroceso, 
como la puerta automatica comiin, estan sobreamortiguados; y los instrument os utilizados 
para medir valores de estado estable, como una bascula para medir peso muerto, por lo 
general se amortiguan criticamente. Sin embargo, incluso para los sistemas de absorcion de 
choques en automoviles, suelen tener un amortiguamiento menor a la mitad del amortigua¬ 
miento critico, f < 0.5. 


2.2.2 Sistemas subamortiguados 


La solucion de la ecuacion (2.2.1) sujeta a las condiciones iniciales de la ecuacion (2.1.2) 
para sistemas con c < c cr o £ < 1 es (vea la deduccion 2.2) 


donde 


u(t) = e 




il( 0) + (ffl„H( 0) 

u( 0) cos coot +-sen coot 


a>D 


00 D — (Of 




(2.2.4) 

(2.2.5) 


Observe que la ecuacion (2.2.4) especializada para sistemas no amortiguados (£ = 0) se 
reduce a la ecuacion (2.1.3). 

La ecuacion (2.2.4) se representa con una grafica en la figura 2.2.2, que muestra la res- 
puesta a la vibracion libre de un sistema de 1GDL con fraccion de amortiguamiento £ = 0.05, 
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o 5%. Se incluye, con propositos comparativos, la respuesta a la vibracion libre del mismo 
sistema que se presento anteriormente en la figura 2.1.1, pero sin amortiguamiento. La vi¬ 
bracion libre de ambos sistemas inicia por el mismo desplazamiento inicial u(0) y la misma 
velocidad inicial ii (0) y, por lo tanto, ambas graficas de desplazamiento en el tiempo inician 
en el instante t = 0 con las mismas ordenada y pendiente. La ecuacion (2.2.4) y la figura 
2.2.2 indican que la frecuencia natural de vibracion amortiguada es co D y que se relaciona 
mediante la ecuacion (2.2.5) con la frecuencia natural a>„ del sistema sin amortiguamiento. 
El periodo natural de vibracion amortiguada, T d = 2n/a> D , se relaciona con el periodo 
natural T n sin amortiguamiento mediante 


T d = 


T 

1 n 

7 ^? 


( 2 . 2 . 6 ) 


La amplitud de desplazamiento del sistema no amortiguado es la misma en todos los 
ciclos de vibracion, pero el sistema amortiguado oscila con amplitud decreciente en 
cada ciclo de vibracion. La ecuacion (2.2.4) indica que la amplitud de desplazamiento dis- 
minuye exponencialmente con el tiempo, como se muestra en la figura 2.2.2. Las curvas 
envolventes ±pe~ l;a>nt , donde 


P = 


[«(0)P + 


n(0) + %co„u( 0) 


(2.2.7) 


tocan la curva de desplazamiento en el tiempo en los puntos que estan ligeramente a la 
derecha de sus valores pico. 

El amortiguamiento tiene el efecto de reducir la frecuencia natural de a> n a o) D y 
alargar el periodo natural de T n a T,,. Estos efectos son insignificantes para fracciones de 
amortiguamiento por debajo de 20%, un rango que incluye a la mayorfa de las estructuras, 
como se muestra en la figura 2.2.3, donde la relacion co D /co n = T n /T D se grafica contra 
el valor de f. Para la mayorfa de las estructuras, las propiedades amortiguadas co D y T D 
son aproximadamente iguales a las propiedades no amortiguadas a>„ y T„, respectivamente. 
Para los sistemas con amortiguamiento crftico, co D = 0 y T D = oo. Esta es otra forma de 
decir que el sistema no oscila, como se muestra en la figura 2.2.1. 


















u{t ) / w(0) 
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Fraccion de amortiguamiento £ 


Figura 2.2.3 Efectos del amortigua¬ 
miento sobre la frecuencia de vibracion 
natural. 


El efecto mas importante del amortiguamiento es sobre la rapidez de decaimiento en 
vibracion libre. Esto se muestra en la figura 2.2.4, donde se grafica la vibracion libre debida 
al desplazamiento inicial u( 0) para cuatro sistemas que tienen el mismo periodo natural T„ 
pero diferentes fracciones de amortiguamiento: f = 2, 5, 10 y 20%. 



t/T„ t/T n 

Figura 2.2.4 Vibracion libre de sistemas con cuatro niveles de amortiguamiento: f = 2, 5, 10 y 20%. 


Deduccion 2.2 

Al sustituir la ecuacion (a) de la deduccion 2.1 en la ecuacion (2.2.1b) resulta 

(y?' + 2£co n X + co^e A! — 0 

que se cumple para todos los valores de t si 

+ 2 fto n A. + co~ — 0 (a) 

La ecuacion (a), que se conoce como la ecuacion caracteristica, tiene dos ralces: 

M,2 = «« (“f ± 1 “ f 2 ) 


(b) 
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que tienen valores complejos para f < 1. La solution general de la ecuacion (2.2.1b) es 

u(t) — aie Xlt + d2e^ lT 


(c) 


que despues de sustituir la ecuacion (b) se convierte en 

u(t) = e~^"‘ (aie ia>D ‘ + a 2 e~ imD ') (d) 

donde a l y a 2 son constantes con valores complejos que todavfa no se determinan y a> D se de¬ 
fine en la ecuacion (2.2.5). Al igual que en la deduction 2.1, el termino entre parentesis de la 
ecuacion (d) puede reescribirse en terminos de funciones trigonometricas para obtener 

u(t) = (A cos a>ot + Bsencoot) (e) 

donde Ay B son constantes con valores reales aun por determinar. Estas pueden expresarse en 
terminos de las condiciones iniciales procediendo a lo largo de las lfneas de la deduction 2.1: 


A = «(0) 


B = 


m(0) + t;a>„u( 0) 

o>d 


(f) 


Al sustituir A y B en la ecuacion (e) se llega a la solution dada en la ecuacion (2.2.4). 

Ahora se hacen dos observaciones que seran de utilidad mas adelante: (1) a, y k 2 en la 
ecuacion (b) son un par conjugado complejo, que se indica mediante k y k, y (2) a x y a 2 tam- 
bien deben formar un par conjugado debido a que u(t) tiene valor real. Por lo tanto, la ecuacion 
(c) puede escribirse como 

u(t) = be Xt + be^ (g) 

donde b es una constante de valor complejo. 


2.2.3 Decaimiento del movimiento 


En esta section se presenta una relation entre la variation en dos picos sucesivos de una vibra¬ 
tion libre amortiguada y su fraction de amortiguamiento. La relation entre el desplazamiento 
en el tiempo t, sobre su valor un periodo de vibracion completo T D despues, es independiente 
de t. Obtenida de la ecuacion (2.2.4), esta relation esta dada por la primera igualdad en 


»(0 

u(t + T D ) 


exp (t;oo n T D ) = exp 


2ttC \ 


( 2 . 2 . 8 ) 


y la segunda igualdad se obtiene utilizando las ecuaciones (2.2.6) y (2.1.5). Este resultado 
tambien proporciona la relation de los picos sucesivos (maximos) que se muestran 

en la figura 2.2.5, porque estos picos estan separados por un periodo T D : 


Ui _ ( 2ni; \ 

M , +l exp (yr^j 


(2.2.9) 


El logaritmo natural de esta relation, llamado el decremento logaritmico, se indica mediante 8: 


8 


In 


Uj 


u i +1 


Ini; 


Si f es pequena, v /l — ~ y esto da una ecuacion aproximada: 


8 ~ Int; 


( 2 . 2 . 10 ) 


( 2 . 2 . 11 ) 
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Figura 2.2.5 


En la figura 2.2.6 se muestra una grafica de las relaciones exacta y aproximada entre 
S y £. Resulta claro que la ecuacion (2.2.11) es valida para f < 0.2, que cubre a la mayorfa 
de las estructuras practicas. 

Si la disminucion del movimiento es lenta, como es el caso para los sistemas ligera- 
mente amortiguados, como el modelo de aluminio de la figura 1.1.4, lo ideal es determinar 
la fraccion de amortiguamiento mediante la relacion entre dos amplitudes separadas por va- 
rios ciclos de diferencia, en vez de amplitudes sucesivas. Durante los j ciclos el movimiento 
disminuye de «, a Uj +l . Esta relacion esta dada por 


Por lo tanto, 


U\ U i U2 W3 

Uj+l U2 U3 U4 



= e 




S = (1/ j) In (ui/uj+i) ~ 2n^ (2.2.12) 

Para determinar el numero de ciclos de tiempo transcurridos para una reduccion de 50% en la 
amplitud de desplazamiento, se obtiene la siguiente relacion a partir de la ecuacion (2.2.12): 

750% — 0.11/4: (2.2.13) 

Esta ecuacion se grafica en la figura 2.2.7. 



Fraccion de amortiguamiento £ 


Figura 2.2.6 Relaciones exacta y aproximada entre 
el decremento logarftmico y la fraccion de amortigua¬ 
miento. 
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 


Fraction de amortiguamiento f 


Figura 2.2.7 Numero de ciclos necesarios 
para reducir la amplitud de la vibracion libre 
en 50%. 


2.2.4 Pruebas de vibracion libre 

Debido a que no es posible determinar de manera analitica la fraccion de amortiguamiento f 
para las estructuras practicas, esta propiedad debe determinarse de forma experimental. Los 
experimentos de vibracion libre proporcionan un medio para determinar el amortiguamien¬ 
to. Tales experimentos sobre dos modelos de un nivel condujeron al registro de vibraciones 
libres que se presentan en la figura 1.1.4; una parte de dicho registro se muestra en la figura 
2.2.8. Para los sistemas ligeramente amortiguados, la fraccion de amortiguamiento puede 
determinarse a partir de 

1 U; 1 W; 

£ = -In- o f = -In- (2.2.14) 

27 xj u i+j 2itj lij+j 

La primera de estas ecuaciones es equivalente a la ecuacion (2.2.12), que se obtuvo de la 
ecuacion para ii(t). La segunda es una ecuacion similar en terminos de aceleraciones, las 
cuales son mas faciles de medir que los desplazamientos. Es posible demostrar que es valida 
para los sistemas ligeramente amortiguados. 


Tp , T D 



tii+4 


Tiempo 


Figura 2.2.8 Registro de la aceleracion de un sistema en vibracion libre. 
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El periodo natural T D del sistema tambien puede determinarse a partir del registro 
de la vibracion libre al medir el tiempo requerido para completar un ciclo de vibracion. Si 
se compara esto con el periodo natural obtenido de la rigidez y la masa calculada para un 
sistema idealizado, es posible conocer exactamente como se calcularon estas propiedades y 
que tan bien la idealization representa a la estructura real. 


Ejemplo 2.5 

Determine el periodo de vibracion natural y la fraction de amortiguamiento del mode- 
lo de un marco de plexiglas ffigura 1.1.4a) a partir del registro de la aceleracion de su 
vibracion libre que se muestra en la figura 1.1.4c. 

Solution Los valores pico de la aceleracion y los instantes de tiempo en los que se producen, 
pueden leerse en el registro de la vibration libre u obtenerse a partir de los datos correspon- 
dientes almacenados en una computadora durante el experimento. Estos ultimos proporcionan 
los siguientes datos: 


Pico 

Tiempo, tj (s) 

Pico, ttt (g) 

1 

1.110 

0.915 

11 

3.844 

0.076 


3.844 - 1.110 

T d = --- = 0.273 s 


? = 


1 


0.915 g 

In _ s = 0.0396 o 3.96% 


2tt( 10) 0.076 g 


Ejemplo 2.6 

En un tanque elevado de agua, como el de la figura 1.1.2, que se encuentra vacfo, se realiza una 
prueba de vibracion libre. Un cable conectado al tanque aplica una fuerza lateral (horizontal) 
de 16.4 kips y jala al tanque horizontalmente 2 pulgadas. El cable se corta de manera subita y 
se registra la vibracion libre resultante. Al final de cuatro ciclos completos, el tiempo es de 2.0 
segundos y la amplitud es de 1 pulgada. A partir de estos datos calcule lo siguiente: (a) la frac¬ 
tion de amortiguamiento; (b) el periodo natural de vibracion no amortiguada; (c) la rigidez; 
(d) el peso; (e) el amortiguamiento; y (f) el numero de ciclos necesarios para que la amplitud 
de desplazamiento disminuya hasta 0.2 pulgadas. 

Solution (a) Si se sustituye «,■ = 2 pulg,y = 4 y u i+ j = 1 pulg en la ecuacion (2.2.14a), resulta 

1 2 

t = -In - = 0.0276 = 2.76% 

2jr (4) 1 

El supuesto de amortiguamiento pequeno implfcito en la ecuacion (2.2.14a) es valido. 

<b)7i = //=0,5s; T„~T d = 0.5 s. 

16.4 

(c) k = ~y~ = 8.2 kips/pulg. 

2 it 2n 

(d) co n = — = — = 12.57 rad/s; 

l n 

k 8.2 , 

m — — = - -z — 0.0519 kip-s“/pulg; 

col (12.57) 2 F F 6 

w = (0.0519)386 = 20.03 kips. 

(e) c = f (2Vkm) = 0.0276 [2v/8.2(0.0519)] = 0.0360 kip-s/pulg. 
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1 Hi 

(f)?~—In—U 
2.7VJ U ] -| j 


1 2 

/ ~ -In — = 13.28 ciclos ~ 13 ciclos. 

J 2jt (0.0276) 0.2 


Ejemplo 2.7 

El peso de agua necesario para llenar el tanque del ejemplo 2.6 es de 80 kips. Determine el pe- 
riodo de vibracion natural y la fraccion de amortiguamiento de la estructura con el tanque lleno. 


Solution 


w = 20.03 + 80 = 100.03 kips 


m 


100.03 

386 


0.2591 kip-s 2 pulg 


T n 



1.12s 


? = 


c 

2\/km 


0.0360 

2V8.2(0.2595J 


= 0.0123 = 1.23% 


Observe que la fraccion de amortiguamiento ahora es mas pequena (1.23% frente a 2.76% en 
el ejemplo 2.6) debido a que la masa del tanque lleno es mas grande y, por lo tanto, el amorti¬ 
guamiento crftico es mayor. 


2.3 ENERGIA EN VIBRACION LIBRE 


La energia de entrada a un sistema de 1GDL al impartirle el desplazamiento inicial u( 0) 
y la velocidad inicial «(()) es 

e, = l -k[ U m 2 + \mm 2 ( 2 . 3 . 1 ) 

En cualquier instante de tiempo, la energia total en un sistema de vibracion libre se compo- 
ne de dos partes, la energia cinetica E K de la masa y la energia potencial igual a la energia 
de deformacion E s de la deformacion en el resorte: 

E K (t) = m\u(t )] 2 E s (t) = ^k[u{t)] 2 (2.3.2) 


Al sustituir u{t) de la ecuacion (2.1.3) para un sistema no amortiguado se llega a 

-i 2 


1 9 

E K (t) = -mco„ 


n u( 0 ) 

—u( 0) sen co n t + -cos m n t 


E s (t) = -k 


ii( 0) 

u{ 0) cos co n t + -sen oo n t 

ton 


La energia total es 


E K {t) + E s (t ) = l/:[w(0)] 2 + l -in[um 2 


(2.3.3) 

(2.3.4) 


(2.3.5) 


donde la ecuacion (2.1.4) se ha utilizado junto con una identidad trigonometric a muy 
conocida. 
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Por lo tanto, la energia total es independiente del tiempo e igual a la energia de entrada de 
la ecuacion (2.3.1), lo que implica la conservation de la energia durante la vibration libre 
de un sistema sin amortiguamiento. 

Para los sistemas con amortiguamiento viscoso, la energia cinetica y la energia po¬ 
tential podrfan determinarse sustituyendo u(t) de la ecuacion (2.2.4) y su derivada ii(t) en 
la ecuacion (2.3.2). La energia total sera ahora una funcion decreciente en el tiempo debido 
a la energia disipada en el amortiguamiento viscoso, el cual a traves del tiempo de 0 a r, es 

/ rh rh 

f D du= / ( cu)iidt= I cu 2 dt (2.3.6) 

Jo Jo 

Toda la energia de entrada se disipara poco a poco en el amortiguamiento viscoso; a medida 
que t] se acerca a oo, la energia disipada, ecuacion (2.3.6), tiende a la energia de entrada, 
ecuacion (2.3.1). 


2.4 VIBRACION LIBRE CON AMORTIGUAMIENTO DE COULOMB 

En la seccion 1.4 se menciono que el amortiguamiento en las estructuras reales se debe a 
varios mecanismos de disipacion de energia que actuan al mismo tiempo y que un enfoque 
matematicamente conveniente consiste en idealizarlos mediante el amortiguamiento visco¬ 
so equivalente. Aunque este enfoque es lo suficientemente exacto para el analisis practico 
de la mayorfa de las estructuras, puede no ser apropiado cuando se han introducido dis- 
positivos especiales de friction en un edificio, a fin de reducir las vibraciones durante los 
sismos. En la actualidad, existe mucho interes en tal aplicacion y se mencionara de nuevo 
en el capitulo 7. En esta seccion se analiza la vibracion libre de los sistemas en presencia de 
fuerzas de friction de Coulomb. 

El amortiguamiento de Coulomb resulta de la friction por deslizamiento de dos su¬ 
perficies secas. La fuerza de friction es F = piN, donde /i indica los coeficientes de friction 
estatica y cinetica, tornados como iguales, y N es la fuerza normal entre las superficies 
deslizantes. Se supone que la fuerza de friction es independiente de la velocidad una vez 
que inicia el movimiento. La direction de la fuerza de friction se opone al movimiento, y el 
signo de la fuerza de friction cambiara cuando se modifique la direction del movimiento. 
Esto requiere la formulation y la solution de dos ecuaciones diferenciales, una valida para 
el movimiento en una direction y la otra valida cuando el movimiento se invierte. 

En la figura 2.4.1 se muestra un sistema masa-resorte, con la masa que se desliza so- 
bre una superficie seca, y los diagramas de cuerpo libre de la masa, incluyendo la fuerza de 


(a) 


—xllJUL'— m 


Coeficiente 
de friction 


(b) Direction del movimiento (c) Direction del movimiento 

-c=- -a- 


w 



F = t jiN^ = ^ 
N 


ku 


F = nN 



Figura 2.4.1 
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inercia, para las dos direcciones de movimiento. La ecuacion que rige el movimiento de la 
masa de derecha a izquierda es 

mii + ku = F (2.4.1) 

que dene como solucion 

u{t) = A i cos a)„t + B\ sencu n t + u F (2.4.2) 

donde u F = F/k. La ecuacion que rige el movimiento de la masa de izquierda a derecha es 

mii + ku = —F (2.4.3) 

que tiene como solucion 

u(t ) = A 2 cos co n t + B 2 sen a> n t — u F (2.4.4) 

Las constantes A u B { , A 2 y B 2 dependen de las condiciones iniciales de cada medio ciclo de 
movimiento sucesivo; (»„ = \/k jm y la constante n puede interpretarse como la defor- 
macion estatica del resorte debido a la fuerza de friction F. Cada una de las dos ecuaciones 
diferenciales es lineal, pero el problema general es no lineal debido a que la ecuacion que 
gobierna el movimiento cambia cada medio ciclo. 

Estudiemos el movimiento del sistema de la bgura 2.4.1 iniciando con algunas condi¬ 
ciones iniciales dadas y continuando hasta que el movimiento cesa. En el tiempo t = 0, la 
masa se desplaza una distancia u(0 ) a la derecha y se libera desde el reposo, de modo que 
it (0) = 0. Para el primer medio ciclo de movimiento, la ecuacion (2.4.2) se aplica con las 
constantes A { y B { determinadas a partir de las condiciones iniciales en t = 0: 

A\ — n( 0) Uf B\ — 0 

A1 sustituir esto en la ecuacion (2.4.2) se obtiene 

u{t) = [m(0) — u F ] cos co„t + u F Q<t<Tt/m n (2.4.5) 

Lo anterior se grabca en la bgura 2.4.2; se trata de una funcion coseno con amplitud igual 
a u{ 0) - u F , la cual esta desplazada en la direccion u positiva en u F . La ecuacion (2.4.5) es 
valida hasta que la velocidad se hace cero de nuevo en t = n/co n = T,J 2 (bgura 2.4.2); en 
este instante u = -it(O) + 2u F . 

Iniciando desde esta posicion extrema izquierda, la masa se mueve hacia la derecha 
con su movimiento descrito por la ecuacion (2.4.4). Las constantes A 2 y B 2 se determinan a 
partir de las condiciones iniciales de este medio ciclo: 

A 2 = u(0) — 3uf B 2 = 0 

Si se sustituye esto en la ecuacion (2.4.4) resulta 

n(f) = [m(0) — 3uf] cos co„t — u F n / u> n — t ^ lit / u> n (2.4.6) 

Lo anterior se representa en la bgura 2.4.2, que es una funcion coseno con amplitud reduci- 
da igual a u( 0) - 3 u F y desplazada en la direccion negativa de u en u F . La ecuacion (2.4.6) 
es valida hasta que la velocidad se hace cero de nuevo en t = 27r/<w„ = T n (bgura 2.4.2); en 
este instante de tiempo u = u{0 ) - 4 u F . 

En t = 2 tx j(»„ el movimiento se invierte y esta descrito por la ecuacion (2.4.2), que 
despues de evaluar las constantes A l y se convierte en 

u{t) = [m(0) — 5u F ]cosco n t + u F 2n/co n < t < 3n/co n 


(2.4.7) 
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Esta es una funcion coseno con su amplitud a tin mas reducida hasta w(0) - 5 u F y desplazada, 
como antes, en la direction u positiva en u F . 

El tiempo requerido para cada medio ciclo es it/co n , y la duration de un ciclo comple¬ 
te, el periodo natural de vibracion, es 

2 n 

T n = — (2.4.8) 

0) n 

Observe que el periodo natural de un sistema con amortiguamiento de Coulomb es el mis- 
mo que para un sistema sin amortiguamiento. En contraste, el amortiguamiento viscoso 
tenia el efecto de alargar el periodo natural [ecuacion (2.2.6)]. 

En cada ciclo de movimiento, la amplitud se reduce en 4 u F \ es decir, los desplaza- 
mientos u, y u i+l en maximos sucesivos se relacionan mediante 

Uj+ 1 = Uj —4 u F (2.4.9) 

Por lo tanto, las envolventes de las curvas de tiempo-desplazamiento son lineas rectas, 
como se muestra en la figura 2.4.2, en vez de las funciones exponenciales para los sistemas 
con amortiguamiento viscoso. 

^Cuando se detiene la vibracion libre de un sistema con friccion de Coulomb? En cada 
ciclo la amplitud se reduce en 4 u F . El movimiento se detiene al final del medio ciclo para el 
que la amplitud es inferior a u F . En ese punto, la fuerza del resorte que actua sobre la masa 
es menor que la fuerza de friccion, ku < F, y el movimiento cesa. En la figura 2.4.2 esto 
ocurre al final del tercer ciclo. La posicion de reposo final de la masa se desplaza desde su 
posicion de equilibrio original y representa una deformation permanente en la que la fuerza 
de friccion y la fuerza del resorte se anulan. Por lo general, una sacudida o golpe pequeno 
al sistema hara que este se mueva lo suficiente para restablecer el equilibrio. 

El amortiguamiento en las estructuras reales debe estar relacionado en parte con la 
friccion de Coulomb, ya que solo este mecanismo puede detener el movimiento en vibra¬ 
cion libre. Si el amortiguamiento fuera solo viscoso, en teorfa el movimiento continuarfa 
por siempre, aunque con amplitudes infinitesimalmente pequenas. Este es un punto acade- 
mico, pero es basico para la comprension de los mecanismos de amortiguamiento. 

Los diversos mecanismos de amortiguamiento que existen en las estructuras reales 
rara vez se modelan en forma individual. En particular, las fuerzas de friccion de Coulomb 
que deben existir no se consideran de manera explicita, a menos que se hayan incorporado 
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dispositivos de friccion en la estructura. Incluso con tales dispositivos es posible utilizar 
amortiguamientos viscosos equivalentes para obtener resultados aproximados de la res- 
puesta dinamica (capftulo 3). 


Ejemplo 2.8 

Un pequeno edificio consta de cuatro marcos de acero, cada uno con un dispositivo de friccion, 
que soportan una losa de concreto reforzado, como se muestra de manera esquematica en la 
figura E2.8a. La fuerza normal a traves de cada una de las placas de friccion cargada por el 
resorte se iguala a 2.5% del peso de la losa (figura E2.8c). En la figura E2.8d se presenta un 
registro del movimiento del edificio en vibracion libre a lo largo del eje x. Determine el coefi- 
ciente efectivo de friccion. 


Solution 

1. Supuestos: (a) el peso de la estructura es insignificante en comparacion con la losa. 
(b) La disipacion de energfa debida a otros mecanismos que no son de friccion es insignifican¬ 
te, una hipotesis razonable porque la amplitud de movimiento disminuye linealmente con el 
tiempo (figura E2.8d). 

2. Determine T n y u F . 


T n 
4 u p 


4.5 

— = 0.5 seg 


2 7T 

Q} n = — = 4jr 

0.5 


5.5 -0.1 


= 0.6pulg up — 0.15 pulg 




Figura E2.8 
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3. Determine el coeficiente defriccion. La fuerza de friction a lo largo de cada contra- 
viento es /r(0.025u)) y su componente en la direction lateral (0.025 [iw) cos a. La fuerza de 
friction total en la direction lateral debida a los cuatro contravientos, dos en cada uno de los 
dos marcos, es 


F 


4(0.025 /iw) cos a 


(0.1/r.w) 



0.08 /iw 


it f 




F 0.08/ziu 

k k 


0.08/r/ng 

k 


0.08/rg 


upa>„ 0.15(4jr) 2 

0.08g 0.08g 


PROBLEMAS 


2.1 Una mesa pesada se apoya sobre patas de acero planas (figura P2.1). Su periodo natural de 
vibration lateral es de 0.5 segundos. Cuando se sujeta una placa de 50 libras a su superficie, el 
periodo natural de vibration lateral se alarga a 0.75 segundos. ^Cuales son el peso y la rigidez 
lateral del sistema? 



T„ = 0.5 seg 


T n = 0.75 seg 


Figura P2.1 

2.2 Un electroiman que pesa 400 libras y esta suspendido de un resorte que tiene una rigidez de 
100 lb/pulg (figura P2.2a), levanta 200 libras de desechos de acero (figura P2.2b). Determine 
la ecuacion que describe el movimiento cuando la corriente electrica se apaga y el acero se deja 
caer (figura P2.2c). 



Figura P2.2 
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2.3 Una masa m esta en reposo, soportada en parte por un resorte y en parte por topes (figura P2.3). 
En la posicion que se muestra, la fuerza del resorte es mg/2. En el momento t — 0 los topes se 
rotan, liberando la masa de manera repentina. Determine el movimiento de la masa. 



Figura P2.3 


2.4 El peso del bloque de madera que se muestra en la figura P2.4 es de 10 libras y la rigidez del 
resorte es de 100 lb/pulg. Una bala que pesa 0.5 libras se dispara sobre el bloque a una veloci- 
dad de 60 pies/seg y se incrusta en este. Determine el movimiento resultante u(t) del bloque. 



Figura P2.4 


2.5 Una masa m l cuelga de un resorte k y esta en equilibrio estatico. Una segunda masa m 2 cae a 
traves de una altura h y se pega a m l sin rebote (figura P2.5). Determine el movimiento subse- 
cuente u(t) medido desde la posicion de equilibrio estatico de m x y k. 



h 


Figura P2.5 


2.6 El embalaje para un instrumento puede modelarse como se muestra en la figura P2.6, en donde 
el instrumento de masa m se restringe por medio de resortes con rigidez total k dentro de un 
contenedor; m = 10 lb/g y k = 50 lb/pulg. El contenedor se cae por accidente desde una altura 
de 3 pies sobre el suelo. Si se supone que no hay rebote al contacto, determine la deformacion 
maxima del embalaje dentro de la caja y la aceleracion maxima del instrumento. 
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A 



3' 


'///////////////////////////////////////////, Figura P2.6 


2.7 Imagine un clavadista que pesa 200 libras al final de un trampolln con un voladizo de 3 pies. El 
clavadista oscila a una frecuencia de 2 hertz. ^Cual es la rigidez a flexion El del trampolln? 

2.8 Demuestre que el movimiento de un sistema crlticamente amortiguado debido al desplaza- 
miento inicial «(0) y a la velocidad inicial li (0) es 

u(t) = {n(0) + [n(0) + a> n u( 0)] t}e~ 0>nt 

2.9 Demuestre que el movimiento de un sistema amortiguado por encima de su nivel crltico debido 
al desplazamiento inicial u{ 0) y a la velocidad inicial u (0) es 

u{t) = e~^ COnI + A2e a> D t \ 


donde w' D 


®«\/f 2 -1 y 


A, 

A 2 


—h(0) + f + -y/f 2 — 1^ a> n u( 0) 

2w' d 

h(0) + + yjt} - 1^ a> n u (0) 

2u>' d 


2.10 Deduzca la ecuacion para la respuesta en desplazamiento de un sistema de 1GDL con amor- 
tiguamiento viscoso en respuesta a la velocidad inicial u{ 0) para tres casos: (a) sistemas sub- 
amortiguados; (b) sistemas crlticamente amortiguados; y (c) sistemas sobreamortiguados. Gra- 
fique u(t) -t- h(0)/o)„ versus con t/T n para f = 0.1, 1 y 2. 

2.11 Para un sistema con fraccion de amortiguamiento determine el numero de ciclos de vibration 
fibre requeridos para reducir la amplitud de desplazamiento hasta 10% de la amplitud inicial; 
la velocidad inicial es cero. 

2.12 ^Cual es la relation entre amplitudes de vibration sucesivas si se sabe que la fraccion de amor¬ 
tiguamiento viscoso es (a) f = 0.01, (b) f = 0.05 o (c) t, = 0.25? 

2.13 El sistema que soporta al tanque del ejemplo 2.6 se agranda con el objetivo de incrementar 
su resistencia slsmica. La rigidez lateral del sistema modificado es el doble de la del sistema 
original. Si el amortiguamiento no se ve afectado (este puede ser un supuesto poco realista), 
para el tanque modificado determine (a) el periodo de vibration natural T n y (b) la fraccion de 
amortiguamiento f. 
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2.14 El sistema de suspension vertical de un automovil se idealiza como un sistema de 1GDL amor- 
tiguado viscosamente. Bajo el peso de 3000 libras del automovil, el sistema de suspension 
experimenta una deflexion de 2 pulgadas. La suspension esta disenada para ser crfticamente 
amortiguada. 

(a) Calcule los coeficientes de amortiguamiento y rigidez de la suspension. 

(b) Con cuatro pasajeros de 160 libras en el automovil. ^cual es la fraccion de amortiguamiento 
efectiva? 

(c) Calcule la frecuencia de vibracion natural para el caso (b). 

2.15 Las propiedades de rigidez y amortiguamiento de un sistema masa-resorte-amortiguador 
deben determinarse mediante una prueba de vibracion libre; la masa esta dada como m = 
0.1 lb-s 2 /pulg. En esta prueba, la masa se desplaza 1 pulgada por medio de un gato hidraulico 
y repentinamente se libera. A1 final de 20 ciclos completos, el tiempo es de 3 segundos y la 
amplitud es de 0.2 pulgadas. Determine la rigidez y el amortiguamiento. 

2.16 Una maquina que pesa 250 libras esta montada sobre un sistema de soporte que consta de cua¬ 
tro resortes y cuatro amortiguadores. Se mide la deflexion vertical del sistema de soporte bajo 
el peso de la maquina y es de 0.8 pulgadas. Los amortiguadores estan disenados para reducir la 
amplitud de la vibracion vertical hasta un octavo de la amplitud inicial. despues de dos ciclos 
completos de vibracion libre. Determine las siguientes propiedades del sistema: (a) la fre¬ 
cuencia natural no amortiguada, (b) la fraccion de amortiguamiento y (c) la frecuencia natural 
amortiguada. Comente el efecto que tiene el amortiguamiento sobre la frecuencia natural. 

2.17 Determine el periodo de vibracion natural y la fraccion de amortiguamiento del modelo de 
un marco de aluminio (figura 1.1.4a), a partir del registro en aceleracion de su vibracion libre 
mostrado en la figura 1.1.4b. 

2.18 Muestre que la frecuencia de vibracion natural del sistema de la figura El.6a es o>„ = 
w n (l - w/WcrY^ 2 , donde u>„ es la frecuencia de vibracion natural calculada sin tomar en cuenta 
la accion de la gravedad, y w CI es el peso de pandeo. 

2.19 Una fuerza impulsiva aplicada sobre la losa del techo del edificio del ejemplo 2.8, le da una ve- 
locidad inicial de 20 pulg/seg a la derecha. ^Cuanto se movera la losa hacia la derecha? ^Cual 
es el desplazamiento maximo de la losa en su oscilacion de retorno a la izquierda? 

2.20 En la figura P2.20 se muestra un sistema de 1GDL que consta de un peso, un resorte y un dispo- 
sitivo de friccion. Este dispositivo se desliza con una fuerza igual a 10% del peso, y el periodo 
de vibracion natural del sistema es de 0.25 segundos. Si a este sistema se le da un desplaza¬ 
miento inicial de 2 pulgadas y se libera, ^cual sera la amplitud del desplazamiento despues de 
seis ciclos? ^En cuantos ciclos el sistema regresara al reposo? 











Respuesta a las 
excitaciones armonicas 
y periodicas 


AVANCE 

La respuesta de los sistemas de 1GDL ante una excitacion armonica es un tema clasico en 
la dinamica estructural, no solo porque dichas excitaciones se encuentran en los sistemas in- 
genieriles (por ejemplo, la fuerza debida a la maquinaria rotatoria con una masa excentrica), 
sino tambien porque la comprension de la respuesta de las estructuras ante una excitacion 
armonica proporciona una vision de la forma en que el sistema respondera a otros tipos de 
fuerzas. Ademas, la teorfa de la vibracion armonica forzada tiene varias aplicaciones utiles 
en la ingenierfa sfsmica. 

En la parte A de este capltulo se presentan los resultados basicos para la respuesta 
de los sistemas de 1GDL a una fuerza armonica, incluyendo los conceptos de la respuesta 
estacionaria, la curva de respuesta en la frecuencia y la resonancia. El tema de la parte 
B son las aplicaciones de estos resultados a la evaluacion experimental de la frecuencia 
natural de vibracion y la fraccion de amortiguamiento de una estructura, al aislamiento 
de la vibracion y al diseno de instrumentos para la medicion de vibraciones; tambien se 
incluye el concepto de amortiguamiento viscoso equivalente. Este concepto se utiliza 
en la parte C para obtener soluciones aproximadas a la respuesta de los sistemas con 
amortiguamiento independiente de la velocidad o con friccion de Coulomb; despues se 
demuestra que estos resultados son buenas aproximaciones a las soluciones “exactas”. En 
la parte D se presenta un procedimiento para determinar la respuesta de los sistemas de 
1GDL ante una excitacion periodica. El procedimiento deseado se obtiene a partir de una 
representacion en series de Fourier de la excitacion, combinada con los resultados para la 
respuesta ante las excitaciones armonicas. 
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PARTE A: SISTEMAS CON AMORTIGUAMIENTO VISCOSO: 

RESULTADOS BASICOS 

3.1 VIBRACION ARMONICA DE SISTEMAS NO AMORTIGUADOS 

Una fuerza armonica es p(t) = p„ sen cot o p„ cos cot, donde p a es la cimplitud o valor maximo 
de la fuerza y su frecuencia co se denomina frecuencia de excitation o frecuencia de for- 
zamiento ; T = In/co es el periodo de excitation o periodo de forzamiento (figura 3.1.1a). 
Se presentara con detalle la respuesta de los sistemas de 1GDL ante una fuerza sinusoidal, 
junto con algunos comentarios breves sobre la respuesta ante una fuerza cosenoidal, debido 
a que los conceptos involucrados son similares en los dos casos. 

Si se establece p(t) = p 0 sen cot en la ecuacion (1.5.2), se obtiene la ecuacion diferen- 
cial que controla la vibracion forzada armonica del sistema, que en los sistemas sin amorti- 
guamiento se especifica como 

mil + ku = p 0 sencot (3.1.1) 

Esta ecuacion debe resolverse para el desplazamiento o deformacion u(t ) sometido a las 
condiciones iniciales 


u = w(0) u — u (0) (3.1.2) 

donde w(0) y u (0) son el desplazamiento y la velocidad en el instante de tiempo cuando se 
aplica la fuerza. La solucion particular de esta ecuacion diferencial es (vea la deduccion 3.1) 

Po 1 

u p (t) = — --—-—-^sen cot co f co n (3.1.3) 

k 1 - (co I oo n Y 

La solucion complementaria de la ecuacion (3.1.1) es la respuesta a la vibracion libre deter- 
minada en la ecuacion (d) de la deduccion 2.1: 

u c (t) = Acosco„t + B sen co n t (3.1.4) 


y la solucion completa es la suma de las soluciones complementaria y particular: 

Po 1 


u{t ) = Acosco n t + B sen co n t + 


k 1 - {(Ojeon') 2 


sen cot 


(3.1.5) 


Las constantes Ay B se determinan al imponer las condiciones iniciales, ecuacion (3.1.2), 
para obtener el resultado final (vea la deduccion 3.1): 


u(t) = u (0) cos co n t + 


U( 0) Po CO j(O n 


ton 


k 1 — (co/cOn) 2 


sen co n t 


1 


k 1 — (t o/(o n ) 2 


transitorio 

sen cot 


(3.1.6a) 


estado estacionario 














t/T 


Figura 3.1.1 (a) Fuerza armonica; (b) respuesta del sistema no amortiguado ante una 

fuerza armonica; co/w„ = 0.2, «(0) = 0.5 pjk, y »(0) = <D n p 0 /k. 


Se ha graficado la ecuacion (3.1.6a) para co/co n = 0.2, u( 0) = 0.5 p a /k y m(0) = co n p 0 /k con 
llnea continua en la figura 3.1.1. El termino sen cot en esta ecuacion es la solution particular 
de la ecuacion (3.1.3) y se muestra con linea discontinua. 

En la ecuacion (3.1.6a) y la figura 3.1.1 se muestra que u(t) contiene dos compo- 
nentes de vibration distintos: (1) el termino sen cot, que proporciona una oscilacion con la 
frecuencia de excitation o forzamiento, y (2) los terminos sen co n t y cos co n t, que dan una 
oscilacion con la frecuencia natural del sistema. El primero de estos es la vibration forzcida 
o la vibration de estado estacionario, que esta presente debida a la fuerza aplicada, inde- 
pendientemente de las condiciones iniciales. El segundo es la vibration libre o vibration 
transitoria, que depende del desplazamiento y la velocidad iniciales. Esta existe incluso si 
u( 0) = n(0) = 0, en cuyo caso la ecuacion (3.1.6a) se define como 


u(t) = 


Pc 


CO 

sen cot - — sen co n t 

COn 


k 1 - (COjeon') 1 


(3.1.6b) 
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El componente transitorio se muestra como la diferencia entre las lfneas continua y discon- 
tinua de la figura 3.1.1, donde se ve que continua indefinidamente. Esta es solo una solution 
academica, porque el amortiguamiento inevitablemente presente en los sistemas reales hace 
que la vibracion libre decaiga con el tiempo (section 3.2). Es por tal razon que este compo¬ 
nente se denomina vibracion transitoria. 

La respuesta dinamica en estado estacionario, una oscilacion sinusoidal con la fre- 
cuencia de la excitation, puede expresarse como 


u{t) 


( M st )o 


1 

1 - (w/(W„) 2 


sen cot 


(3.1.7) 


Si se hace caso omiso de los efectos dinamicos representados por el termino de acele- 
racion en la ecuacion (3.1.1), se obtiene la deformation estatica (indicada por el subindice 
“st”) en cada instante: 


w st (0 


— sen cot 
k 


(3.1.8) 


El valor maximo de la deformation estatica es 


(Kst) 0 = V (3.1.9) 

k 

que puede interpretarse como la deformation estatica producida por la amplitud p a de la 
fuerza; por razones de brevedad, se referira a (n st ) 0 como la deformacion estatica. El factor 
que esta entre parentesis en la ecuacion (3.1.7) se grafica en la figura 3.1.2 contra co/co n , 
la relation de la frecuencia de excitation sobre la frecuencia natural. Para co/co n < 1 o 
co < co n este factor es positivo, lo que indica que u(t) y p(t) tienen el mismo signo algebraico 
(es decir, cuando la fuerza de la figura 1.2.1a actua hacia la derecha, el sistema tambien se 



Relation de frecuencias co / co n Figura 3.1.2 
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desplazara a la derecha). Se dice que el desplazamiento esta enfase con la fuerza aplicada. 
Para co/co n > 1 o co > co n este factor es negativo, lo que indica que u(t) y p(t) tienen signos 
algebraicos opuestos (es decir, cuando la fuerza actua hacia la derecha, el sistema se des¬ 
plazara a la izquierda). Se dice que el desplazamiento esta fuera defase en relation con la 
fuerza aplicada. 

Para describir de manera matematica esta notion de fase se reescribe la ecuacion 
(3.1.7) en terminos de la amplitud u„ del desplazamiento vibratorio u(t) y del angulo de 
fase 4>: 


donde 


u(t) = u () sen (cot — 0) = (n st ) 0 7? f / sen(«/ ~ 0) 


(3.1.10) 


R d 


u 0 

0rft)o 


1 

1 - (m/cu „) 2 


y </> 


0° co < co n 

180° CO > CO„ 


(3.1.11) 


Para co < o>„, 0 = 0°, lo que implica que el desplazamiento varfa con sen cot, en fase con la 
fuerza aplicada. Para co > co n , 0 = 180°, lo que indica que el desplazamiento varfa con 
-sen cot, fuera de fase con relation a la fuerza. Este angulo de fase se muestra en la figura 
3.1.3 como una funcion de la relation de frecuencias co/oo n . 



Relation de frecuencias a> I a>„ 


Figura 3.1.3 Factor de amplification 
dinamica de deformation y angulo de fase 
para un sistema no amortiguado excitado 
por una fuerza armonica. 
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El factor de amplification dindmica de deformation (o de desplazamiento ) R d es la 
razon de la amplitud u 0 de la deformacion dinamica (o vibratoria) sobre la deformacion 
estatica (u st ) 0 . En la figura 3.1.3, que se muestra la ecuacion (3.1.11a) para R d graficada en 
funcion de la relacion de frecuencias co/co n , se pueden hacer varias observaciones: si co/co n 
es pequena (es decir, si la fuerza “varia lentamente”), R,i es solo un poco mas grande que 1 
y la amplitud de la deformacion dinamica es en esencia igual a la deformacion estatica. Si 
co/co n > V2 (es decir, si o> es mayor que co„ V2), R d < 1 y la amplitud de la deformacion 
dinamica es menor que la deformacion estatica. A medida que co/co„ aumenta mas alia de 
V2, R d se hace mas pequena y se aproxima a cero cuando co/co n —> oo, lo que implica que 
la deformacion vibratoria debida a una fuerza que “varia rapidamente” es muy pequena. 
Si co/co n es cercana a 1 (es decir, si co es cercana a co n ), R d es mucho mayor que 1, lo que 
implica que la amplitud de la deformacion dinamica es mucho mayor que la deformacion 
estatica. 

Lafrecuencia de resonancia se define como la frecuencia de excitacion en la que R d es 
maxima. Para un sistema no amortiguado, la frecuencia resonante es co n y R d es infinito en 
esta frecuencia. Sin embargo, la deformacion vibratoria no se vuelve infnita de inmediato, 
sino poco a poco, como se demuestra a continuacion. 

Si co = <y„, la solucion dada por la ecuacion (3.1.6b) ya no es valida. En este caso la 
eleccion de la funcion C sen cot para una solucion particular falla, debido a que tambien es 
una parte de la solucion complementaria. Ahora, la solucion particular es 


u p (t) 


— — CO„t COS (O n t 

2k 


CO = co„ 


(3.1.12) 


y la solucion completa para condiciones iniciales en reposo, u{ 0) = w(0) = 0 es (vea la 
deduction 3.2) 


u(t) 


— - (co n t cos co n t — sen co n t) 

2 k 


(3.1.13a) 


o 


u(t) 1 fljtt 2irt 2nt\ 

- = —- I -cos- — sen- 

(Kst)o 2 V T n T n T„ ) 


(3.1.13b) 


Este resultado se representa mediante una grafica en la figura 3.1.4, en la cual se muestra 
que el tiempo empleado para completar un ciclo de vibracion es T n . Los maximos locales 
de u(t), que se producen en el instante t = (j - 1 /2)T n , son n(j - 1 /2)(ufi 0 -j = 1, 2, 3, .. .y 
los mfnimos locales, que ocurren en el instante t = jT n , son -Jtj(ufi 0 -j = 1, 2, 3, ... En cada 
ciclo, la amplitud de la deformacion aumenta en 


l III n Po 

| Uj+i I - I Uj I = (u st )o[n(j + 1) - Jtj] = — 

La amplitud de la deformacion crece de manera indefinida, pero se vuelve infinita solo des¬ 
pues de un tiempo infinitamente largo. 

Este es un resultado academico y debe interpretarse apropiadamente para las estructu- 
ras reales. A medida que la deformacion continua aumentando, en algun punto del tiempo el 
sistema fallarfa si fuera fragil. Por otro lado, el sistema presentarfa fluencia si fuera ductil, 
su rigidez se reducirfa y su “frecuencia natural” ya no serfa igual a la frecuencia forzada; 
asimismo, la ecuacion (3.1.13) o la figura. 3.1.4 ya no serfan validas. 
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Figura 3.1.4 Respuesta de un sistema no amortiguado ante una fuerza sinusoidal de 
frecuencia w = co„; u( 0) = ii( 0) = 0. 


Deduccion 3.1 

La solucion particular de la ecuacion (3.1.1), una ecuacion diferencial lineal de segundo orden, 
tiene la forma 


Up (?) = C sen cot 

Si esto se diferencia dos veces resulta 

9 

Mp(f) = —a> Csenatf 


(a) 


(b) 


A1 sustituir las ecuaciones (a) y (b) en la ecuacion diferencial (3.1.1) se llega a una solucion 
para C: 


C = 


Po 


1 


k 1 — ( co/co „) 2 


(c) 


que se combina con la ecuacion (a) para obtener la solucion particular presentada en la ecua¬ 
cion (3.1.3). 

Para determinar las constantes A y B de la ecuacion (3.1.5), esta se diferencia: 


u{t) = —co n A sen co n t + co n B cos w n t + 


Po 


k 1 — (co/con) 2 
La evaluacion de las ecuaciones (3.1.5) y (d) en t = 0 da 

Po a> 


cos cot 


h(0) = A u( 0) = co n B + 
De estas dos ecuaciones se obtiene 

A = u(0) B = 


k 1 — (&)/&)„) 2 
«(0) Po co/co„ 


a> n k 1 — ( CO/(O n ) 2 
que se sustituyen en la ecuacion (3.1.5) para obtener la ecuacion (3.1.6a). 


(d) 


(e) 


(f) 















72 


Respuesta a las excitaciones armonicas y periodicas Capi'tulo 3 


Deduction 3.2 

Si co = &>,„ la solucion particular de la ecuacion (3.1.1) tiene la forma 

Up (?) = Ctcosco„t (a) 

Si se sustituye la ecuacion (a) en la ecuacion (3.1.1) y se resuelve para C resulta 

C = - On (b) 


que se combina con la ecuacion (a) para obtener la solucion particular, ecuacion (3.1.12). 
Asf, la solucion completa es 


Po 

u(t) = Acosa>„t + B sen co n t — — co n t cos a> n t 

2k 


(c) 


y la velocidad correspondiente es 


Po Po 7 

u(t) = — co n A sen co n t + a>„Bcosio n t — — a> n cosa> n t + —o>„f sen 

2k 2k 


(d) 


A1 evaluar las ecuaciones (c) y (d) en el instante t = 0 y al resolver las ecuaciones algebraicas 
resultantes, se obtiene 


A = u(0) 


m(0) Po 
a> n 2k 


Si se especifica para las condiciones iniciales en reposo resulta 


A = 0 



que se sustituyen en la ecuacion (c) para obtener la ecuacion (3.1.13a). 


3.2 VIBRACION ARMONICA CON AMORTIGUAMIENTO VISCOSO 
3.2.1 Respuestas en estado estacionario y transitorias 


Si se incluye el amortiguamiento viscoso, la ecuacion diferencial que controla la respuesta 
de los sistemas de 1GDL ante una fuerza armonica es 

mii + cm + ku = p 0 sen cot (3.2.1) 

Esta ecuacion debe solucionarse sometida a las condiciones iniciales 

it = u( 0) u = it( 0) (3.2.2) 

La solucion particular de esta ecuacion diferencial es (a partir de la deduccion 3.3) 

u p (t) = C sen cot + D cos cot (3.2.3) 


donde 


Po _1 - (ftt/tu,,) 2 _ 

k [1 — (ftj/tu„) 2 ] 2 + [2f(<y/cu„)] 2 
Po_—2tjft)/fe>n_ 

k [1 - («M,) 2 ] 2 + [2£(ojM,)] 2 (3.2.4) 


La solucion complementaria de la ecuacion (3.2.1) es la respuesta en vibracion libre, dada 
por la ecuacion (f) de la deduccion 2.2: 

u c {t) = (Acosco D t + Bsencoot) 
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donde o> D = co n y/l — £ 2 . La solucion completa de la ecuacion (3.2.1) es 

u(t) = (A cos co D t + B sen codO + C sen cot + D cos cot (3.2.5) 

^-v-' ^-V- 

transitoria estacionaria 

donde las constantes Ay B pueden determinarse mediante los procedimientos estandar (por 
ejemplo, vea la deduccion 3.1) en terminos del desplazamiento inicial n(0) y la velocidad 
inicial n(0) Como se serial 6 en la seccion 3.1, u(t) contiene dos componentes de vibracion 
distintos: la vibration forzada (terminos de la frecuencia de excitacion o>) y la vibration 
libre (terminos de la frecuencia natural a>„). 

La ecuacion (3.2.5) se grafica en la figura 3.2.1 para co/co n = 0.2, C, = 0.05, u( 0) = 
0.5 p a /k y u (0) = co n p,,/k la respuesta total se muestra usando la linea continua y la respuesta 
forzada por medio de la linea discontinua. La diferencia entre las dos es la respuesta libre, que 
decae exponencialmente con el tiempo a una tasa que depende de co/co„ y en algun momen¬ 
ta, la respuesta en vibracion libre se vuelve insignificante, por lo que se le llama respuesta 
transitoria ; compare lo anterior con el caso del sin decaimiento para sistemas no amortigua- 
dos de la figura 3.1.1. Despues de un tiempo, la respuesta forzada permanece y, por lo tanto, 
se le llama respuesta estacionaria y el resto de este capitulo se centrara en ella (despues de 
la seccion 3.2.2). Sin embargo, debe reconocerse que la maxima deformacion puede ocurrir 
antes de que el sistema haya alcanzado el estado estacionario, vea la figura 3.2.1. 



0 0.5 1 1.5 2 

t/T 


Figura 3.2.1 Respuesta de un sistema amortiguado ante una fuerza armonica; co/co n = 0.2, f = 0.05, 
m(0) = 0.5 pjk, y u(0) = WnPo/k. 


Deduccion 3.3 

A1 dividir la ecuacion (3.2.1) entre m se obtiene 

u + w n u + a>^u = — sen cot (a) 

m 

La solucion particular de la ecuacion (a) tiene la forma 

Up {t ) = C sen cot + D cos cot (b) 
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A1 sustituir la ecuacion (b) y sus primera y segunda derivadas en la ecuacion (a) resulta 

9 9 9 9 Po 

[(«„ — a> )C — 2 t;co n coD] sen cot + [2f co n coC + ( to~ — co )D] cos cot = — sen cot (c) 


Para que la ecuacion (c) sea valida para toda t, los coeficientes de los terminos de seno y coseno 
en los dos lados de la ecuacion deben ser iguales. Este requisito proporciona dos ecuaciones 
enCyD que, despues de dividirlas entre co„ y de usar la relation k = co~m se convierten en 


1 - 




Po 

k 


(d) 




(e) 


Si se resuelven las dos ecuaciones algebraicas (d) y (e), se llega a la ecuacion (3.2.4). 


3.2.2 Respuesta para &> = &>„ 


En esta section se examina el papel del amortiguamiento en la rapidez con la que se alcan- 
za la respuesta de estado estacionario y en la limitation de la magnitud de esta respuesta 
cuando la frecuencia de excitation es igual a la frecuencia natural. Para co = o>„. la ecuacion 
(3.2.4) da C = 0 y D = -(w st ) 0 /2£; para co = co„y condiciones iniciales cero, es posi ble de- 
terminar las constantes A y B en la ecuacion (3.2.5): A = ( u st ) 0 /2c ' y B = (n st )„/2-y/l — f 2 
Con estas soluciones para A, B, C y D, la ecuacion (3.2.5) se convierte en 


u{t) = (M st ) 0 — 

2f 


’ J cos CO D t + 




sen co D t 1 — cos co„t 


(3.2.6) 


Este resultado se grafica en la figura 3.2.2 para un sistema con f = 0.05. Una comparacion 
entre la figura 3.2.2 para sistemas amortiguados y la figura 3.1.4 para sistemas sin amor¬ 
tiguamiento muestra que el amortiguamiento reduce cada pico y restringe la respuesta al 
valor limite: 


u 0 


(tist)o 


(3.2.7) 


Para los sistemas ligeramente amortiguados, el termino sinusoidal de la ecuacion 
(3.2.6) es pequeno y co D ~ co n \ asf 


u{t) ~ (M st ) 0 — ( e — l)cos<w„f 

2 ? 

-v- 

funcion envolvente 


(3.2.8) 


La deformation varia con el tiempo como una funcion coseno; es decir, su amplitud au- 
menta con el tiempo de acuerdo con la funcion envolvente que se muestra mediante lrneas 
discontinuas en la figura 3.2.2. 

La amplitud de la deformation en estado estacionario de un sistema ante una fuerza 
armonica, con co = co n , y la velocidad a la que se alcanza el estado estacionario estan muy 
influenciadas por el amortiguamiento. 
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Figura 3.2.2 Respuesta de un sistema amortiguado con f = 0.05 ante una fuerza 
sinusoidal de frecuencia co = a >„; u(0) = u( 0) = 0. 



Figura 3.2.3 Respuesta de tres sistemas (f = 0.01, 0.05 y 0.1) ante una fuerza sinusoidal 
de frecuencia co = a>„; m(0) = m(0) = 0. 

La importante influencia de la fraccion de amortiguamiento sobre la amplitud se ve en 
la figura 3.2.3, donde la ecuacion (3.2.6) se representa mediante tres fracciones de amorti¬ 
guamiento: f = 0.01, 0.05 y 0.1. Para estudiar como la respuesta se convierte en el estado 
estacionario, se analiza el uj pico despues de j ciclos de vibracion. Es posible escribir una 
relacion entre Uj y j si se sustituye t = jT n en la ecuacion (3.2.8), estableciendo cos a> n t = 1 
y se usa la ecuacion (3.2.7) para obtener 

= l - e~ 2n ^ j (3.2.9) 

u 0 

Esta relacion se representa en la figura 3.2.4 para f = 0.01, 0.02, 0.05, 0.10 y 0.20. 
Los puntos discretos se unen mediante curvas para identificar tendencias, pero solo los va- 
lores enteros de j son significativos. 














76 


Respuesta a las excitaciones armonicas y periodicas Capi'tulo 3 



Figura 3.2.4 Variacion de la amplitud de la respuesta de acuerdo con el numero 
de ciclos de una fuerza armonica con frecuencia co = a> n . 

Entre mas pequeno sea el amortiguamiento, mayor sera el numero de ciclos necesarios 
para alcanzar un determinado porcentaje de u a , la amplitud del estado estacionario. Por ejemplo, 
el numero de ciclos necesarios para alcanzar el 95% de u a es 48 para £ = 0.01, 24 para f = 0.02, 
10 para £ = 0.05, 5 para f = 0.10, y 2 para £ = 0.20. 


3.2.3 Deformacion maxima y cambio de fase 


La deformacion en el estado estacionario del sistema debida a una fuerza armonica, la cual 
se describe mediante las ecuaciones (3.2.3) y (3.2.4), puede reescribirse como 


u(t) = u 0 sen{u>t - 0) = (u st ) u R d sen(mf — cf>) (3.2.10) 

donde la amplitud de la respuesta u a = VC 2 + D 2 y 0 = tan l (-D/C). A1 sustituir C y D 
se obtiene cl factor de amplification clindmica de deformation: 


( Mst)o y /[ 1 - («/ m „) 2 ] 2 + [ 2£(«/&>„)] 2 


(3.2.11) 


4> = tan 


2£(m/w„) 

1 - (co/co n ) 2 


(3.2.12) 


La ecuacion (3.2.10) se representa mediante una grafica en la figura 3.2.5 para tres valores 
de co/w n y un valor fijo de C = 0.20. Se identifican los valores de R d y f calculados con base 
en las ecuaciones (3.2.11) y (3.2.12). Tambien se muestra por medio de lrneas discontinuas 
la deformacion estatica (ecuacion 3.1.8) debida a p(t), que varfa con el tiempo tal como 
lo hace la fuerza aplicada, a excepcion de la constante k. Se observa que el movimiento 
de estado estacionario ocurre en el periodo de excitacion T = 2jt/o>, pero con un retraso de 
tiempo = f/>/27r; </> se llama dngulo defase o cambio de fase. 













( , s m ) / (i)n °( ,s «) / (i)n °( ,s «) / ( i)n 
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0 12 3 

t/T 


Figura 3.2.5 Respuesta estacionaria de los sistemas amortiguados (f = 0.2) ante una 
fuerza sinusoidal para tres valores de la relacion de frecuencias: (a) wlw n = 0.5, 

(b) a>!o) n = 1, (c) a>/co„ = 2. 
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Figura 3.2.6 Factor de amplificacion dinamica de deformacion y angulo de fase de un 
sistema amortiguado excitado por una fuerza armonica. 


Una grafica de la amplitud de una respuesta contra la frecuencia de excitacion se de- 
nomina curva de respuesta en la frecuencia. En la figura 3.2.6 se presenta dicha grafica para 
la deformacion u, donde el factor de amplificacion dinamica de deformacion R d (obtenido 
de la ecuacion 3.2.11) se representa graficamente como una funcion de co/co n para unos 
cuantos valores de todas las curvas estan por debajo de la curva f = 0 de la figura 3.1.3. 
El amortiguamiento reduce a R d y por consiguiente a la amplitud de la deformacion en todas 
las frecuencias de excitacion. 
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La magnitud de esta reduction es muy dependiente de la frecuencia de excitation, y se 
analiza a continuacion para tres regiones de la escala de excitacion-frecuencia: 

1. Si la relation de frecuencias m/cL> n <§ 1 (es decir, T T n , lo que implica que la 
fuerza “varia lentamente”), R,t es solo un poco mayor que 1 y es independiente del amorti¬ 
guamiento. Asf 

u a ~ (u st ) 0 = ^ (3.2.13) 

k 


Este resultado implica que la amplitud de la respuesta dinamica es en esencia la misma que 
la deformation estatica y esta controlada por la rigidez del sistema. 

2. Si to/co n ^> 1 (es decir, T <3C T m lo que implica que la fuerza “varfa rapidamente”), 
R d tiende a cero a medida que to / co n aumenta y no se ve afectada por el amortiguamiento. 
Para los valores grandes de co/co„, el termino (to/to,,) 4 es dominante en la ecuacion (3.2.11), 
la cual puede aproximarse mediante 

2 

u 0 ~(uj 0 °^ = (3.2.14) 

777 U/ 


Este resultado implica que la respuesta esta controlada por la masa del sistema. 


3. Si co/co„ ~ 1 (es decir, la frecuencia de excitation es cercana a la frecuencia natu¬ 
ral del sistema), R d es muy sensible al amortiguamiento y, para los valores mas pequenos 
de amortiguamiento, R d puede ser mucho mayor que 1, lo que implica que la amplitud de 
la respuesta dinamica puede ser mucho mayor que la deformation estatica. Si to = co n , la 
ecuacion (3.2.11) da 


(u s t )o Po 

It; cco n 


(3.2.15) 


Este resultado implica que la respuesta esta controlada por el amortiguamiento del sistema. 


El angulo de fase tp, que define el tiempo entre la respuesta y la fuerza, varfa con to/ 
a>„ como se muestra en la figura 3.2.6, y se examina a continuacion para las mismas tres 
regiones de la escala de frecuencia de la excitation: 

1. Si co/co n <?C 1 (es decir, la fuerza “varfa lentamente”), </> esta cerca de 0° y el despla- 
zamiento esta en fase con la fuerza aplicada, como en la figura 3.2.5a. Cuando la fuerza en 
la figura 1.2.1a actua hacia la derecha, el sistema tambien se desplaza a la derecha. 

2. Si co/co n 1 (es decir, la fuerza “varfa rapidamente”), tj> esta cerca de 180° y el 
desplazamiento esta esencialmente en fase opuesta a la fuerza aplicada, como en la figura 
3.2.5c. Cuando la fuerza actua hacia la derecha, el sistema se desplaza hacia la izquierda. 

3. Si &>/&>„ = 1 (es decir, la frecuencia de excitation es igual a la frecuencia natural), 
0 = 90° para todos los valores de f, y el desplazamiento alcanza sus picos cuando la fuerza 
pasa a traves de los ceros, como en la figura 3.2.5b. 


Ejemplo 3.1 

La amplitud u 0 del desplazamiento de un sistema de 1GDL debido a una fuerza armonica se 
conoce para dos frecuencias de excitation. En a> = o>„, u„ — 5 pulg; en a> = 5co„, u 0 = 0.02 
pulg. Estime la fraction de amortiguamiento del sistema. 
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Solucion En a) = a>„, a partir de la ecuacion (3.2.15), 


u 0 


(u sl )o— — 5 


(a) 


En ft) = 5 a>,„ a partir de la ecuacion (3.2.14), 


U Q 


( u st)o 


1 

(w/a > n ) 2 


( M st)o 

25 


0.02 


(b) 


De la ecuacion (B), (« st ) 0 = 0.5 pulg. A1 sustituir en la ecuacion (a) se obtiene f = 0.05. 


3.2.4 Factores de amplificacion dinamica 

En esta seccion se presentan los factores de respuesta de deformacion (o desplazamiento), 
de velocidad y de aceleracion que son adimensionales y definen la amplitud de estas tres 
cantidades de respuesta. Por conveniencia, se repite el desplazamiento en estado estaciona- 
rio de la ecuacion (3.2.10): 

u(t) 

- = R d sen(cot — <p) (3.2.16) 

Po/k 

donde e\ factor de respuesta de deformacion R,i es la relacion de la amplitud u„ de la defor¬ 
macion dinamica (o vibratoria) sobre la deformacion estatica (u st ) 0 ; vea la ecuacion (3.2.11). 

A1 diferenciar la ecuacion (3.2.16) se obtiene una ecuacion para la respuesta de velo¬ 
cidad: 


u(t) 


= R u cos (cot — 0) 


(3.2.17) 


Po/'Vkm 

donde el factor de amplificacion dinamica de velocidad R, se relaciona con R d mediante 

(3.2.18) 

A1 diferenciar la ecuacion (3.2.17) se obtiene una ecuacion para la respuesta de aceleracion: 


co 

Ry = - Rd 


u(t) 

Po/m 


—R a sen (cot - 0) 


(3.2.19) 


donde el factor de amplificacion dinamica de aceleracion R a se relaciona con R d mediante 

Rn = I —) R d (3.2.20) 

a>„ / 


Observe en la ecuacion (3.2.19) que R a es la relacion de la amplitud de la aceleracion 
vibratoria sobre la aceleracion debida a la fuerza p a que actua sobre la masa. 

En la figura 3.2.7 los factores de amplificacion dinamica R d , R, y R a se representan 
como funciones de co/co n . Las graficas de R v y R„ son nuevas, pero la de R d es igual a la 
presentada en la figura 3.2.6. El factor de amplificacion dinamica de deformacion R d es uno 
en m/co n = 0, tiene un pico en o)/o) n < 1 y tiende a cero cuando co/co n —» oo. El factor de 
amplificacion dinamica de velocidad R v es cero en co/co n = 0, tiene un pico en co/co„ = 1 y 
tiende a cero cuando co/co„ —» oo. El factor de amplificacion dinamica de aceleracion R„ es 
cero en co/co„ = 0, tiene un pico en co/co,, > 1 y se aproxima a uno cuando m/u> n —> oo. Si 
f > 1 / V2, no se presenta ningun pico para R d y R„. 
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Relacion de frecuencias to / to,, 


Figura 3.2.7 Factores de respuesta de deformacion, velocidad y aceleracion de un 
sistema amortiguado excitado por una fuerza armonica. 


Las relaciones simples entre los factores de amplification dinamica 

R„ co 

—— = R V = —Rd (3.2.21) 

CO/COn C0 n 

hacen posible presentar los tres factores en una sola grafica. Los datos de R v -a>/a>„ en la gra- 
fica lineal de la figura 3.2.7b se representan de nuevo como se muestra en la figura 3.2.8 en 
una grafica en escala tetralogarftmica. Los valores de R d y R a pueden leerse en las escalas 
logarftmicas orientadas diagonalmente, las cuales son diferentes a la escala vertical para R v . 
Esta presentacion compacta hace posible sustituir las tres graficas lineales de la figura 3.2.7 
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Figura 3.2.8 Grafica en escala tetralogantmica para los factores de respuesta de 
deformacion, velocidad y aceleracion de un sistema amortiguado excitado por una 
fuerza armonica. 


por una sola representation. Los conceptos subyacentes a la construction de esta grafica en 
escala tetralogantmica se presentan en el apendice 3. 

3.2.5 Frecuencias resonantes y respuestas resonantes 

Una frecuencia resonante se define como la frecuencia de excitation en la que se presenta 
la amplitud mas grande de la respuesta. En la figura 3.2.7 se muestra que los picos en las 
curvas de respuesta en la frecuencia para el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion 
se producen en frecuencias ligeramente diferentes. Estas frecuencias resonantes pueden 
determinarse al igualar a cero la primera derivada de R d , R v y R a con respecto a o)/o>„\ para 
£ < 1/V2 son: 

Frecuencia resonante del desplazamiento: co n y/l — 2f 2 

Frecuencia resonante de la velocidad: co n 

Frecuencia resonante de la aceleracion: a>„ — — 2£ 2 

Para un sistema sin amortiguamiento, las tres frecuencias resonantes son identicas e 
iguales a la frecuencia natural co n del sistema. La intuition podrfa sugerir que las frecuencias 
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resonantes de un sistema amortiguado deben estar en su frecuencia natural u>d = 0) n~ C 2 , 
pero esto no sucede; aunque la diferencia es pequena. Para el grado de amortiguamiento que 
se incorpora en las estructuras, por lo general muy por debajo de 20%, las diferencias entre 
las tres frecuencias resonantes y la frecuencia natural son pequenas. 

Los tres factores de amplification dinamica en sus frecuencias resonantes respectivas son 


Rh = 


2 


Ry - - 

2? 


Rn = 




(3.2.22) 


3.2.6 Ancho de banda 


Una propiedad importante de la curva de respuesta en la frecuencia para R d se muestra en la 
figura 3.2.9, donde se define el ancho de banda. Si co a y co b son las frecuencias de excitation 




T3 

C3 


.£ 

c 

'O 


co 

d) 

T3 


Hi 



Relacion de frecuencia co / co n 
Figura 3.2.9 Definicion del ancho de banda. 


a cada lado de la frecuencia resonante en la que la amplitud u 0 es 1 /\/2 veces la amplitud 
resonante, entonces para una f pequena 


(Db ~ CD a 
CDn 


2C 


(3.2.23) 


Este resultado, obtenido en la deduction 3.4, puede reescribirse como 


a>b - m a 
2 co n 


fb ~ fa 
2fn 


O f 


(3.2.24) 
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donde / = co/2n es la frecuencia ticlica. Este resultado importante permite la evaluation 
del amortiguamiento a partir de pruebas de vibration forzada, sin conocer la fuerza aplicada 
(section 3.4). 


Deduction 3.4 

Si se iguala R d de la ecuacion (3.2.11) con I/a/ 2 veces la amplitud resonante de R d obtenida 
mediante la ecuacion (3.2.22), por definition, las frecuencias de excitation w a y a> b satisfacen la 
condition 

1 i 1 

7[1 - («/««) 2 ] 2 + [ 2 ti « M .)] 2 “£ 2 


Si se invierten ambos lados, se elevan al cuadrado y se reordenan los terminos resulta 

-V - 2(1 - 2 £ 2 ) (- V + 1 - 8 f 2 (1 - f 2 ) = 0 

(On ) \0>n ) 

La ecuacion (b) es una ecuacion cuadratica en (a>/a> n ) 2 , cuyas raices son 

2 

-2 


—) = (1 -2C 2 ) ±2fVl -f 2 
(On J 


(b) 


(c) 


donde el signo positivo da la raiz mas grande a> b y el signo negativo corresponde a la rafz mas 
pequena w a . 

Para las fracciones de amortiguamiento pequenas representativas de las estructuras en la 
practica, los dos terminos que contienen f 2 pueden eliminarse y 


— ^(1±20 1/2 
ten 


(d) 


Si se toma solo el primer termino de la expansion de la serie de Taylor a la derecha se obtiene 

(e) 

Al restar la raiz mas pequena de la mas grande resulta 


co 

— -1±£ 
(On 


(Ob ~ (Og 
(tin 


-2? 


(f) 


3.2.7 Respuesta en estado estacionario ante una fuerza cosenoidal 

La ecuacion diferencial que debe resolverse es 

mu + cu + kib = p 0 cos cot (3.2.25) 

La solution particular dada por la ecuacion (3.2.3) sigue siendo aplicable, pero en este 
caso las constantes C y D son 

c = Po_ _ 2$(co/co n ) _ 

k [1 -((D/C0 n ) 2 ] 2 +m{(0/(On)f 

D = Po^ _ 1 ~ (t 0/(Q„ ) 2 _ 

k [l - (ftj/&>„) 2 ]- + [2C(ot/cu„)] 2 


(3.2.26) 
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Estas se determinan mediante el procedimiento de la deduccion 3.3. La respuesta estaciona- 
ria dada por las ecuaciones (3.2.3) y (3.2.26) puede expresarse como 

u{t) = u Q cos (rut — </>) = (u st ) 0 R d cos(cot — <f>) (3.2.27) 

donde la amplitud u D , el factor de amplificacion dinamica de deformacion R d y el angulo de 
fase (p son los mismos que se dedujeron en la seccion 3.2.3 para una fuerza sinusoidal. Esta 
similitud de las respuestas estacionarias para las dos fuerzas armonicas no es sorprcndentc 
puesto que las dos excitaciones son iguales a excepcion de un cambio de tiempo. 


PARTE B: SISTEMAS CON AMORTIGUAMIENTO VISCOSO: APLICACIONES 

3.3 RESPUESTA ANTE UN GENERADOR DE VIBRACION 

Los generadores de vibracion (o maquinas de agitacion) se desarrollaron para proporcionar 
una fuente de excitacion armonica apropiada para probar estructuras a escala real. En esta 
seccion se presentan los resultados teoricos para la respuesta estacionaria de un sistema de 
1GDL ante una fuerza armonica causada por un generador de vibraciones. Estos resultados 
proporcionan una base para evaluar la frecuencia natural y el amortiguamiento de una es- 
tructura a partir de datos experimentales (seccion 3.4). 

3.3.1 Generador de vibracion 

En la figura 3.3.1 se muestra un generador de vibracion que tiene la forma de dos cestas planas 
que giran en direcciones opuestas alrededor de un eje vertical. A1 colocar cantidades diferentes 
de pesos de plomo en las cestas, es posible alterar las magnitudes de las masas giratorias. Las 
dos masas mj 2 con direcciones de giro opuestas se muestran de manera esquematica en la fi¬ 
gura 3.3.2 como masas concentradas con excentricidad = e\ sus localizaciones en el momenta 
/ = 0 se muestran en (a) y en algun tiempo t en (b). Los componentes x de las fuerzas de inercia 
de las masas en rotacion se anulan y los componentes y se combinan para producir una fuerza 

pit) = (m e eco 2 ) sen cot (3.3.1) 

Si se atornilla el generador de vibraciones a la estructura que debe excitarse, esta fuerza 
puede ser transmitida a la estructura. La amplitud de la fuerza armonica es proporcional 
al cuadrado de la frecuencia de excitacion tv. Por lo tanto, la generation de la fuerza en 
frecuencias bajas resulta dificil y poco practica si se desea obtener la respuesta estatica de 
una estructura. 

3.3.2 Respuesta estructural 

Si se supone que la masa excentrica m e es pequena en comparacion con la masa m de la 
estructura, la ecuacion que controla el movimiento de un sistema de 1GDL excitado por un 
generador de vibracion es 

mu + cu + ku = (jn e eco 2 ) sen cot 


(3.3.2) 
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Figura 3.3.1 Generador de vibration con peso excentrico y giro en oposicion. 


Las amplitudes del desplazamiento y la aceleracion en estado estacionario de un sistema 
de 1GDL estan dadas por los valores maximos de las ecuaciones (3.2.16) y (3.2.19) con 
p 0 = m e ear. 

Asf, 


m e e m e e / co \ 

u a = —co~R d = - — R d 

k m \ (jQ n ) 

m e e ~ rn e ecol ( a>\ 2 
Uo = —OTRa = — ) Ra 

m m \ co n 


(3.3.3) 

(3.3.4) 



(a) 


(b) 


Figura 3.3.2 Generador de vibracion: (a) position inicial, (b) posicion y fuerzas en el tiempo f. 
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Figura 3.3.3 


En la figura 3.3.3 la amplitud de la aceleracion de la ecuacion (3.3.4) se grafica como una 
funcion de la relation de frecuencias to/a>„. Para las frecuencias de excitacion to mayores 
que la frecuencia natural co„ del sistema, la aceleracion aumenta rapidamente a medida que 
se incrementa to porque la amplitud de la fuerza de excitacion, ecuacion (3.3.1), es propor- 
cional a to 2 . 


3.4 FRECUENCIA NATURAL Y AMORTIGUAMIENTO 
A PARTIR DE PRUEBAS ARMONICAS 

La teorfa de la vibracion armonica forzada, que se presento en las secciones anteriores de 
este capttulo, proporciona una base para determinar la frecuencia natural y el amortigua¬ 
miento de la estructura a partir de su respuesta medida ante la action de un generador de 
vibracion. El amortiguamiento medido proporciona los datos de una propiedad estructural 
importante que no puede calcularse a partir del diseno de la estructura. El valor medido de la 
frecuencia natural es la propiedad “real” de una estructura contra la que pueden compararse 
los valores calculados a partir de las propiedades de rigidez y masa de idealizadas. Estas 
investigaciones han proporcionado mejores procedimientos para desarrollar idealizaciones 
estructurales que son representativas de las estructuras reales. 


3.4.1 Pruebas de resonancia 


El concepto de las pruebas de resonancia se basa en el resultado de la ecuacion (3.2.15), 
reescrita como 


1 ( M st)o 

2 (w u)al=oi n 


(3.4.1) 


La fraction de amortiguamiento f se calcula a partir de los valores determinados experi- 
mentalmente de (w st ) 0 y u a en una frecuencia de excitacion igual a la frecuencia natural del 
sistema. 1 Por lo general, se mide la amplitud de la aceleracion y u a = u 0 /ar. Esto parece 


tEn sentido estricto, esta no es la frecuencia resonante; vea la seccion 3.2.5. 
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sencillo, excepto que el verdadero valor de la frecuencia natural u>„ se desconoce. La fre- 
cuencia natural se detecta mediante experimentos utilizando el resultado anterior de que el 
angulo de fase es de 90° si co = co„. Asi, la estructura se excita a una frecuencia de excitacion 
co, el angulo de fase se mide y la frecuencia de excitacion se ajusta poco a poco hasta que 
el angulo de fase sea de 90°. 

Si es posible obtener el desplazamiento debido a la fuerza estatica p„ (la amplitud de 
la fuerza armonica), la ecuacion (3.4.1) proporciona la fraccion de amortiguamiento. Como 
se menciono con anterioridad, es dificil y poco practico que un generador de vibracion 
produzca una fuerza en frecuencias bajas para obtener una fuerza estatica significativa. Una 
alternativa consiste en medir la respuesta estatica por otros medios; por ejemplo, jalando 
la estructura. En este caso, la ecuacion (3.4.1) debe modificarse para reconocer cualquier 
diferencia en la fuerza aplicada en la prueba estatica con relacion a la amplitud de la fuerza 
armonica. 

3.4.2 Curva de respuesta en la frecuencia 

Debido a la dificultad para obtener la respuesta estatica estructural utilizando un genera¬ 
dor de vibracion, la frecuencia natural y la fraccion de amortiguamiento de una estructu¬ 
ra suelen determinarse mediante la obtencion experimental de una curva de respuesta en 
la frecuencia. El generador de vibracion se opera a una frecuencia seleccionada, la respuesta 
estructural se observa hasta que la parte transitoria se amortigua y se mide la amplitud de 
la aceleracion en estado estacionario. La frecuencia del generador de vibracion se ajusta a 
un nuevo valor y las mediciones se repiten. La frecuencia de excitacion se modifica en un in- 
tervalo que incluye la frecuencia natural del sistema. Una curva de respuesta en la frecuencia 
en la forma de amplitud de aceleracion contra frecuencia puede representarse directamente a 
partir de los datos medidos. Esta curva corresponde a una fuerza con amplitud proporcional 
a cu 2 y tiene un aspecto similar a la curva de respuesta en la frecuencia que se muestra en la 
figura 3.3.3. Si cada amplitud de aceleracion medida se divide entre or, se obtiene la curva de 



Frecuencia de excitacion / 


Figura 3.4.1 Evaluacion del amortiguamiento a partir de la curva de respuesta en la frecuencia. 









Section 3.4 Frecuencia natural y amortiguamiento a partir de pruebas armonicas 


89 


respuesta en la frecuencia para una fuerza de amplitud constante. Esta curva de los datos 
medidos se parecerfa a la curva de la figura 3.2.7c. Si las aceleraciones medidas se dividen 
entre o> 4 , la curva de desplazamiento en la frecuencia resultante para una fuerza de amplitud 
constante serfa una version experimental de la curva de la figura 3.2.7a. 

La frecuencia natural y la fraction de amortiguamiento pueden determinarse a 
partir de cualquiera de las versiones de las curvas de respuesta en la frecuencia obtenidas 
a partir de experimentos y que se muestran en las figuras 3.3.3, 3.2.7c y 3.2.7a. Para el in- 
tervalo practico de amortiguamiento, la frecuencia natural f„ es igual a la frecuencia de ex¬ 
citation en la resonancia. La fraccion de amortiguamiento se calcula mediante la ecuacion 
(3.2.24) usando las frecuencias f a y f h . determinadas, como se ilustra en la figura. 3.4.1, a 
partir de la curva experimental que se muestra de manera esquematica. Aunque esta ecua¬ 
cion se deriva de la curva de desplazamiento en la frecuencia para una fuerza armonica de 
amplitud constante, es aproximadamente valida para las otras curvas de respuesta ya men- 
cionadas, siempre y cuando la estructura este un poco amortiguada. 


Ejemplo 3.2 

El marco de plexiglas de la figura 1.1.4 esta montado sobre una mesa vibradora que puede apli- 
car movimientos armonicos en la base a las frecuencias y amplitudes especificadas. En cada 
frecuencia de excitation a>, se registran las amplitudes de aceleracion u go y mJ, de la mesa y 
la parte superior del marco, respectivamente. En la figura E3.2 se calcula la transmisibilidad 
TR = iig/iigo y se grafican los datos. Determine la frecuencia natural y la fraccion de amorti¬ 
guamiento del marco de plexiglas para estos datos. 


Solution El pico de la curva de respuesta en la frecuencia se produce en los 3.59 Hz. Supo- 
niendo que el amortiguamiento es pequeno, la frecuencia natural^ = 3.59 Hz. 

El valor pico de la curva de transmisibilidad es 12.8. Ahora dibuje una llnea horizontal 
en 12.8/V2 = 9.05 como se muestra. Esta linea interseca la curva de respuesta en la frecuen¬ 
cia en f b = 3.74 Hz y f a = 3.44 Hz. Por lo tanto, de la ecuacion (3.2.24), 


3.74 - 3.44 
2(3.59) 


= 0.042 = 4.2% 



Figura E3.2 
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Este valor de amortiguamiento es ligeramente mayor que el 3.96% determinado a partir de una 
prueba de vibration libre en el modelo del ejemplo 2.5. 

Observe que se ha utilizado la ecuacion 3.2.24 para determinar la fraction de amortigua¬ 
miento del sistema a partir de su curva de transmisibilidad (TR), mientras que esta ecuacion 
se habfa deducido de la curva de respuesta en la frecuencia. Esta aproximacion es apropiada 
porque en las frecuencias de excitation en el intervalo de f a a f b , los valores numericos de TR 
y R d son cercanos; lo anterior se deja para que lo verifique el lector despues de que se presente 
una ecuacion para TR en la section 3.6. 

3.5 TRANSMISION DE FUERZAY AISLAMIENTO DE VIBRACIONES 

Considere el sistema de masa-resorte-amortiguador que se muestra en el recuadro izquierdo 
de la figura 3.5.1, sometido a una fuerza armonica. La fuerza transmitida a la base es 

fr = fs + Id = ku(t) + cu(t) (3.5.1) 

Si se sustituye la ecuacion (3.2.10) por u(t) y la ecuacion (3.2.17) por u(t), y se usa la ecua¬ 
cion (3.2.18), se obtiene 

frit) = (u st ) 0 R d [ksen(cot — 0) + ca>cos(cot — 0)] (3.5.2) 



Figura 3.5.1 Transmisibilidad para una excitation armonica. Las transmisibilida- 
des de la fuerza y del movimiento del terreno son identicas. 
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El valor maximo dcf T (t) en t es 

(fr)o = (u st ) 0 R d y/k 2 + c 2 co 2 

que, despues de usar (m s1 )„ = p a /k y £ = c/2ma> n , puede expresarse como 


(/r)o 

Po 





2 


A1 sustituir la ecuacion (3.2.11) poi' R d I'esulta una ecuacion para la razon de la fuerza maxi¬ 
ma transmitida sobre la amplitud p„ de la fuerza aplicada, que se conoce como la transmi- 
sibilidad (TR) del sistema: 


TR 


1 + [It; {(JO/(O n )} 2 

[1 — ( ct >/ ct >„) 2 ] 2 + [ 2 £( a >/ o )„)] 2 


1/2 


(3.5.3) 


Observe que si el resorte es rfgido, o>„ = 3 oc y TR = 1, lo que implica que ( f T ) 0 = p 0 . 

En la figura 3.5.1 la transmisibilidad se grafica como una funcion de la relacion de fre- 
cuencias co/a>„ para varios valores de la fraccion de amortiguamiento Se han elegido las 
escalas logarftmicas a fin de resaltar las curvas para valores grandes de co/oo n , la region de 
interes. Mientras el amortiguamiento disminuye la amplitud de movimiento en todas las fre- 
cuencias de excitacion (figura 3.2.6), el amortiguamiento disminuye la fuerza transmitida 
solo si co/co n < V2. Para que la fuerza transmitida sea menor que la fuerza aplicada, es de¬ 
ck, TR < 1, la rigidez del sistema de soporte y, por lo tanto, la frecuencia natural deben ser 
lo suficientemente pequenas como para que co/co n > V2. No se desea amortiguamiento en 
el sistema de soporte, puesto que, en este intervalo de frecuencias, el amortiguamiento aumenta 
la fuerza kansmitida. Lo anterior implica una compensacion entre un resorte muy flexible para 
reducir la fuerza transmitida y un desplazamiento estatico aceptable. 

Si la fuerza aplicada se origina en una maquina rotatoria, su frecuencia puede variar, ya 
que comienza a gkar y aumenta su velocidad para llegar a la frecuencia de operacion. En este 
caso, debe hacerse la compensacion al elegir un sistema de soporte flexible para disminuk al 
mtnimo la fuerza transnktida. Es necesario tener suficiente amortiguamiento para limitar la 
fuerza transmitida al pasar a traves de la resonancia, pero no tanto como para aumentar sig- 
nificativamente la fuerza transmitida en las velocidades de operacion. Por fortuna, el caucho 
natural es un material muy satisfactorio y se usa con frecuencia para aislar la vibracion. 


3.6 RESPUESTA ANTE EL MOVIMIENTO DEL TERRENO 
Y AISLAMIENTO DE VIBRACIONES 

En esta seccion se determina la respuesta de un sistema de 1GDL (vea el recuadro derecho 
de la figura 3.5.1) para un movimiento armonico del terreno: 

u g (t) = ii go sen cot (3.6.1) 

La ecuacion que controla esta excitacion es la (1.7.4), donde la funcion de excitacion es 
PeM =—mu g (t ) =-mii go sen cot, igual que la ecuacion (3.2.1) para una fuerza armonica apli¬ 
cada pero reemplazando p a por -mii go . Si se hace esta sustitucion en las ecuaciones (3.1.9) 
y (3.2.10), resulta 

—mii gn 

u(t) = - —Rt/senicot -0) (3.6.2) 

k 
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La aceleracion de la masa es 


u f (t) = u g {t) + u(t) 


(3.6.3) 


Si se sustituye la ecuacion (3.6.1) y se obtiene la segunda derivada de la ecuacion (3.6.2), 
resulta una ecuacion para u' (t), a partir de la cual es posible determinar la amplitud o el 
valor maximo u‘ 0 (vea la deduccion 3.5): 


TR = — = 


1 + [2f (co/co n )] 


ho l[l -(m/m^f + p^cuM,)] 2 


1/2 


(3.6.4) 


La relacion de aceleracion u' 0 transmitida a la masa y la amplitud ii go de la aceleracion del 
suelo tambien se conoce como la transmisibilidad (TR) del sistema. A partir de las ecua- 
ciones (3.6.4) y (3.5.3), es evidente que la capacidad de transmision para el problema de 
excitacion del terreno es igual que para el problema de la fuerza aplicada. 

Por lo tanto, la figura 3.5.1 tambien proporciona la relacion ii' 0 /ii glJ como una funcion 
de la relacion de frecuencias co/co n . Si la frecuencia de excitacion co es mucho menor que 
la frecuencia natural co n del sistema u' n ~ u go (es decir, la masa se mueve de manera rfgida 
con el terreno y ambos experimentan la misma aceleracion). Si la frecuencia de excitacion 
co es mucho mayor que la frecuencia natural co n del sistema, u' o ~ 0 (es decir, la masa se 
mantiene inmovil mientras el terreno debajo de ella se esta moviendo). Este es el concepto 
basico subyacente al aislamiento de una masa a partir de una base movil, mediante el uso de 
un sistema de apoyo muy flexible. Por ejemplo, existen edificios que se han montado sobre 
apoyos de caucho natural para aislarlos de la vibracion vertical transmitida por el terreno 
(por lo general con frecuencias que van de los 25 a los 50 Hz) debido al trafico ferroviario. 

Antes de cerrar esta seccion se mencionan, sin hacer una deduccion, los resultados de 
un problema relacionado. Si el movimiento del terreno se define como u g ( 1 ) = u go sen cot, 
puede demostrarse que la amplitud u' 0 del desplazamiento total u\t) de la masa esta dada por 


TR 


go 


1 + [iqco/con)} 1 
[l — (&>/ o >„) 2 ] 2 + [ 2 £( co / cd „)] 2 


1/2 


(3.6.5) 


Al comparar esto con la ecuacion (3.6.4), se observa que la transmisibilidad es identica para 
los desplazamientos y las aceleraciones. 


Ejemplo 3.3 

Un instmmento sensible con peso de 100 lb debe instalarse en una ubicacion donde la aceleracion 
vertical es de 0.1 g a una frecuencia de 10 Hz. Este instrumento esta montado sobre una platafor- 
ma de caucho con una rigidez de 80 lb/pulg y un amortiguamiento tal que la fraccion de amorti- 
guamiento para el sistema es de 10%. (a) /Que aceleracion se transmite al instmmento? (b) Si el 
instmmento solo puede tolerar una aceleracion de 0.005 g, sugiera una solucion suponiendo que 
se va a utilizar la misma plataforma de caucho. Proporcione los resultados numericos. 

Solucion (a) Determine la TR. 

I 80 

co n = . /- = 17.58 rad/seg 

V 100/386 S 

co 2tt f 10) 

Mn ~ 17.58 


= 3.575 
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Si se sustituye esto en la ecuacion (3.6.4) resulta 


TR = 




1 + [2(0.1)(3.575)] 2 


[1 - (3.575) 2 ] 2 + [2(0.1)(3.575)] 2 


= 0.104 


Porlotanto, u‘ 0 = (0.104)iig O = (0.104)0. lg = O.Olg. 

(b) Determine la masa anadida para reducir la aceleracion. La aceleracion transmitida 
puede reducirse al aumentar oo/u> n , lo cual requiere reducir &>„ mediante el montaje del ins- 
trumento sobre la masa m b . Suponga que se anade una masa m b =150 lb/g, la masa total = 
250 lb/g, y 


80 


250/386 


= 11.11 rad/seg 


co 

—— = 5.655 


Si se desea determinar la fraccion de amortiguamiento para el sistema con la masa anadida, es 
necesario conocer la fraccion de amortiguamiento de la plataforma de caucho: 


Entonces 


c — f(2 mco n ) 


0 . 1 ( 2 ) 



17.58 = 0.911 lb-seg/pulg 




c 

2 (m + mb)a>' n 


0.911 

2(250/386)11.11 


0.063 


Al sustituir a>/a>' n y f' en la ecuacion (3.6.4) se obtiene ii'Jugo = 0.04, mJ, = 0.004g, quees 
satisfactorio debido a que es menor que 0.005g. 

En vez de seleccionar una masa anadida mediante el juicio, es posible establecer una 
ecuacion cuadratica para la masa desconocida, que dara ii f 0 = 0.005g. 

Ejemplo 3.4 

Un automovil viaja a lo largo de una carretera elevada con varios claros en la que esta apoyada 
cada 100 pies. La deformacion a largo plazo ha resultado en una deflexion de 6 pulg en el centra 
de cada tramo (figura E3.4a). El perfil de la carretera puede aproximarse como sinusoidal con 
una amplitud de 3 pulg y un periodo de 100 pies. El sistema de 1GDL mostrado es una idea- 
lizacion simple de un automovil, apropiada para una “primera aproximacion” al estudio de la 
calidad de conduccion del vehfculo. Cuando esta cargado en su totalidad, el peso del automovil 
es de 4 kips. La rigidez del sistema de suspension del automovil es de 800 lb/pulg y su fraccion 
de amortiguamiento viscoso es tal que el amortiguamiento del sistema es de 40%. Determine 

(a) (b) 


3 " : 



Figura E3.4 
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(a) la amplitud u' 0 del movimiento vertical u\t) cuando el automovil viaja a 40 mph y 

(b) la velocidad del veMculo que podrfa producir una condicion resonante para u‘„. 

Solucion Si se supone que los neumaticos son demasiado rigidos y se mantienen en contacto 
con la carretera, el problema puede idealizarse como se muestra en la figura E3.4b. El despla- 
zamiento vertical de los neumaticos es u g (t) = u go sen cat, donde u go = 3 pulg. La frecuencia 
de excitacion u> = It: /T. donde el periodo de excitacion T = L/v, el tiempo tornado por el 
automovil para cruzar el tramo; por lo tanto, a> = 2iw/L. 

(a) Determine u' 0 


v = 40 mph = 58.67 pie/s 


tL> 


2ji (58.67) 
100 


3.686 rad/s 


COn 



800 


4000/386 


8.786 rad/s 


u> 

— = 0.420 
0) n 


A1 sustituir estos datos en la ecuacion (3.6.5) resulta 



Ugo 


1 + [2(0.4) (0.420)] 2 
[1 - (0.420) 2 ] 2 + [2(0.4)(0.420)] 2 


1/2 


1.186 


u l 0 = 1.186«^ 0 = 1.186(3) = 3.56 pulg 


(b) Determine la velocidad en la resonancia. Si f es pequena, la resonancia se producira 
aproximadamente en a>/co n = 1. Sin embargo, las suspensiones de los automoviles tienen un 
amortiguamiento pesado para reducir la vibracion. En este caso, / = 0.4 y para tales amorti- 
guamientos grandes la frecuencia resonante es muy diferente de a>„. Por definicion, la resonan¬ 
cia se produce para u' a cuando TR (o TR 2 ) es maxima en toda a>. Si se sustituye / = 0.4 en la 
ecuacion (3.6.5) y se introduce (3 = co/a>„ se obtiene 


TR 2 


1 + 0.64/) 2 

(1 - 2y6 2 + yS 4 ) + 0.64(6 2 


1 + 0.64/S 2 
/8 4 - 1.36yS 2 + 1 


d{ TR) 2 
dfi 


0 => p = 0.893 => co = 0.893«„ = 0.893(8.786) = 7.846 rad/s 


La resonancia se produce en esta frecuencia de excitacion, lo que implica una velocidad de 


a>L 



(7.846)100 
2j r 


124.9 pie/seg = 85 mph 


Ejemplo 3.5 

Repita el inciso (a) del ejemplo 3.4 si el vehiculo esta vaclo (solo ocupado por el conductor), 
con un peso total de 3 kips. 


Solucion Como la fraccion de amortiguamiento c no cambia, pero si lo hace la masa m, es 
necesario volver a calcular la fraccion de amortiguamiento para un vehiculo vacfo a partir de 


c = 2 ^fy/knif = 2 t^ e yjkm e 


donde los subindices/y e indican las condiciones de lleno y vacfo, respectivamente. Asf 


m f 

m e 


1/2 


= 0.4 



1/2 


= Kf 


= 0.462 
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Para un vehfculo vacfo 


Ci>n 



800 


V 3000/ 386 


10.15 rad/s 


a> 

(On 


3.686 

10.15 


0.363 


Si se sustituye co/co n y J en la ecuacion (3.6.5), resulta 

u' 0 _ f 1 + [2(0.462)(0.363)] 2 
u^o ~ I [1 - (0.363) 2 ] 2 + [2(0.462)(0.363)] 2 

u' 0 — 1.133«£ 0 = 1.133(3) = 3.40 pulg 


Deduccion 3.5 

La ecuacion (3.6.2) se reescribe primero como una combinacion lineal de funciones seno y 
coseno. Esto puede lograrse mediante la sustitucion de las ecuaciones (3.2.11) y (3.2.12) por 
R d y </>, respectivamente, o al reemplazar p 0 en la ecuacion (3.2.4) por —mu go y sustituirlo en la 
ecuacion (3.2.3). En cualquiera de las dos formas el desplazamiento relativo es 

—miigo 1 [1 — (a>/a> n ) 2 ] sencut — [2f (co/a>„)] cos cot 
k i [1 — (co/co„) 2 ] 2 + [2f (tu/co,,)] 2 

Si esto se diferencia dos veces y se sustituye en la ecuacion (3.6.3) junto con la ecuacion (3.6.1) 
resulta 



u r {t) = iig 0 (C i sen cot + D\ cos cot) 

donde 

c = 1 - (co/co n) 2 + 4C 2 (w/w n) 2 D = _ -2^(w/a>n) 3 _ 

[1 - {a>l(o n ) 2 ] 2 + [2t;(co/co n )] 2 1 [1 - (co/co„) 2 ] 2 + [2f(a>/ft>„)] 2 

La amplitud de la aceleracion es 


XgO 


C 2 + D 


2 

1 


(b) 

(c) 


(d) 


Este resultado, despues de sustituir para Cj y de la ecuacion (c) y simplificar algunos termi- 
nos, conduce a la ecuacion (3.6.4). 


3.7 INSTRUMENTOS PARA MEDIR VIBRACIONES 

La medicion de vibraciones es de gran interes en muchos aspectos de la ingenierfa estruc- 
tural. Por ejemplo, la medicion de los movimientos del terreno durante un sismo propor- 
ciona datos basicos para la ingenierfa sfsmica y los registros de los movimientos resultan- 
tes en una estructura dan una idea de como responden las estructuras durante los sismos. 
Aunque los instrumentos de medicion sean muy sofisticados y complejos, el elemento 
basico de estos instrumentos es en cierta forma un transductor. En su forma mas simple, un 
transductor es un sistema de masa-resorte-amortiguador montado dentro de un marco rfgido 
que esta unido a la superficie de la cual se desea medir el movimiento. En la figura 3.7.1 se 
muestra un dibujo esquematico de un instrumento para registrar el movimiento horizontal 











96 


Respuesta a las excitaciones armonicas y periodicas Capi'tulo 3 



c> u (t) 



cd 


s 





Figura 3.7.1 Dibujo esquematico de un instrumento para medir vibraciones y registrar el movi- 
miento. 


de un punto de apoyo; se requieren tres transductores distintos para medir los tres compo- 
nentes del movimiento. Cuando la masa del transductor se somete al movimiento del punto 
de apoyo, esta se mueve en relation con el marco y este desplazamiento relativo se registra 
despues de amplificarlo en cierta medida. El objetivo de esta breve presentation consiste en 
analizar el principio subyacente en el diseno de los instrumentos para medir vibraciones, 
de modo que el desplazamiento relativo medido proporcione el movimiento del soporte 
deseado (aceleracion o de desplazamiento). 

3.71 Medicion de la aceleracion 

Por lo general, el movimiento que se medira varfa arbitrariamente con el tiempo y puede in- 
cluir muchos componentes armonicos que cubren un amplio intervalo de frecuencias. Sin em¬ 
bargo, resulta instructive considerar primero la medicion de un movimiento armonico sencillo 
descrito por la ecuacion (3.6.1). El desplazamiento de la masa del instrumento con respecto al 
marco en movimiento esta dado por la ecuacion (3.6.2), que puede reescribirse como 



La u(t) registrada es la aceleracion basica modificada por un factor de -R d /u> 2 n con un des- 
fase 4>/co . Como se muestra en la figura 3.2.6, R d y 0 varfan con la frecuencia de excitacion 
co, pero or n es una constante del instrumento e independiente del movimiento del soporte. 

El objetivo del diseno del instrumento es hacer que R d y (j)/(o sean tan independientes de 
la frecuencia de excitacion como sea posible, porque entonces cada componente armonico 
de la aceleracion se registra con el mismo factor de modification y con el mismo tiempo de 
retraso. Por lo tanto, aunque el movimiento registrado este integrado por muchos componen¬ 
tes armonicos, la u(t) registrada tendra la misma forma que el movimiento del soporte con 
un cambio constante del tiempo. Este cambio constante del tiempo solo mueve la escala de 
tiempo un poco, lo que, en general, no es importante. De acuerdo con la figura 3.7.2 (que 
es una grafica ampliada de la figura 3.2.6 con valores de amortiguamiento adicionales), si £ = 
0.7, entonces, en el intervalo de frecuencia 0 < co/co„ < 0.50, R d se acerca a 1 (menos de 2.5% 
de error) y la variation de 0 con co es casi lineal, lo que implica que 0/o> es constante. Asf, 
un instrumento con una frecuencia natural de 50 Hz y una fraction de amortiguamiento de 
0.7 tiene un intervalo de frecuencia util de 0 a 25 Hz con un error insignificante. Estas son las 
propiedades de los instrumentos modernos disponibles en el mercado, disenados para medir 
los sismos inducidos por la aceleracion del terreno. Como la amplitud medida de u(t) es pro- 
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 



Relation de frecuencias ai/a> n 


Figura 3.7.2 Variation de R d y <f> con la relation de frecuencias o)/a>„ para f = 0.6, 0.65, 
0.7 y 0.75. 


porcional a R d /co 2 n , un instrumento de alta frecuencia resultara en un desplazamiento muy pe- 
queno que se magnifica sustancialmente en estos instrumentos para una medicion adecuada. 

En la figura 3.7.3 se muestra una comparacion de la aceleracion real del terreno 
u g (f) = 0. lg sen 2nft y el desplazamiento relativo medido de R d ii,,(t - (p/co), excepto por la 
constante del instrumento -1 /co 2 „ en la ecuacion (3.7.1). Para las frecuencias de excitation/ 
= 20 y 10 Hz, el movimiento medido tiene una amplitud exacta, pero el error en/= 40 Hz 
es notable; y el desfase del tiempo, aunque no es identico para las tres frecuencias, es simi¬ 
lar. Si la aceleracion del terreno es la suma de los tres componentes armonicos, esta figura 
muestra que el movimiento registrado coincide bastante bien, aunque no perfectamente, con 
la aceleracion del terreno en amplitud y forma. 

La precision del movimiento u(t) registrado puede mejorarse al separar u(t) en sus 
componentes armonicos y corregir un componente a la vez. Se calcula ti g (t - (p/co) a partir 
del u(t) medido, utilizando la ecuacion (3.7.1) con R d determinado a partir de la ecua¬ 
cion (3.2.11) y las propiedades conocidas del instrumento co n y /. Estas correcciones se 
repiten para cada componente armonico en u(t) y despues se sintetizan los componentes 
corregidos para obtener ti g (f). Estos calculos pueden llevarse a cabo mediante los procedi- 
mientos de la transformada discreta de Fourier, que se presentan en el apendice A. 
























98 


Respuesta a las excitaciones armonicas y periodicas Capi'tulo 3 





0 0.05 0.1 0.15 

Tiempo, s 


Figura 3.7.3 Comparacion de la aceleracion real del terreno y el movimiento medido por 
un instrumento con^J, = 50 Hz y f = 0.7. 


3.72 Medicion del desplazamiento 

Lo ideal es disenar el transductor de manera que el desplazamiento relativo u(t) mida el 
desplazamiento u g (t) del soporte. Esto se consigue haciendo el resorte del transductor tan 
flexible o la masa del transductor tan grande, o ambos, que la masa permanezca quieta 
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mientras el soporte subyacente se mueve. Tal instrumento es dificil de manejar debido a la 
gran masa y al resorte muy flexible, y porque debe ajustarse al desplazamiento previsto del 
soporte, que puede ser hasta de 36 pulg durante los sismos. 

Con el proposito de analizar a mayor profundidad el concepto basico, considere des¬ 
plazamiento armonico del soporte 

u g (t) = u go sen cot (3.7.2) 

Con la funcion de excitacion /? ef (/) = -mu g {t) = mco 2 u go sen cot, la ecuacion (1.7.4) contro- 
la el desplazamiento relativo de la masa; esta ecuacion gobernante es igual a la ecuacion 
(3.2.1) para la fuerza armonica aplicada pero p a se reemplaza por mco 2 u go . Si se hace esta 
sustitucion en la ecuacion (3.2.10) y se usan las ecuaciones (3.1.9) y (3.2.20), da como 
resultado 


u{t) = R a u g0 sen(cot — 0) (3.7.3) 

Para frecuencias de excitacion co mucho mas grandes que la frecuencia natural co n , R a se 
acerca a la unidad (figura 3.2.7c), <j) es cercano a 180° y la ecuacion (3.7.3) se convierte en 

u{t) = — u go sen cot (3.7.4) 

Este desplazamiento registrado es igual al desplazamiento del soporte (ecuacion 3.7.2) ex- 
cepto por el signo negativo, que suele ser intrascendente. El amortiguamiento del instru¬ 
mento no es un parametro critico, puesto que tiene poco efecto sobre el movimiento regis¬ 
trado si co/co n es muy grande. 


3.8 ENERGIA DISIPADA POR EL AMORTIGUAMIENTO VISCOSO 


Considere el movimiento en estado estacionario de un sistema de 1GDL debido a p(t ) = 
p a sen cot. La energia disipada por el amortiguamiento viscoso en un ciclo de vibracion 
armonica es 


En = 


J Id du = J 

C / 


( cu)ii dt = 


pin/at) 

l ' 


cic dt 


co 


[cou a cos (cot — cj))Y dt = nccou 0 = 2ict, — ku 0 


(3.8.1) 


La energia disipada es proporcional al cuadrado de la amplitud del movimiento. No 
es un valor constante para cualesquiera cantidades dadas de amortiguamiento y amplitud, 
puesto que la energia disipada aumenta linealmente con la frecuencia de excitacion. 

En la vibracion estacionaria, la energia introducida al sistema debida a la fuerza apli¬ 
cada es disipada por el amortiguamiento viscoso. La fuerza externa p(t) introduce energia al 
sistema, que para cada ciclo de vibracion es 


J p{t) du = J 

L 


p(t)u dt 


[p a sen cot][cou 0 cos (cot — (/>)] dt = n p 0 u 0 sen 0 


(3.8.2) 
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Si se usa la ecuacion (3.2.12) para el angulo de fase, esta ecuacion puede reescribirse como 
(vea la deduction 3.6) 


E I = 2n^—ku 2 (3.8.3) 

co n 

Las ecuaciones (3.8.1) y (3.8.3) indican que E l = E D . 

( : Que pasa con la energfa potential y la energfa cinetica? Durante cada ciclo de vibration 
armonica los cambios en la energfa potential (igual a la energfa de deformation del resorte) 
y en la energfa cinetica son iguales a cero. Esto puede confirmarse de la manera siguiente: 

pln/co 

fs du = I (ku)ii dt 

Jo 

2jt/co 

k[u„ senfcnf — 0 )][<wm d cos (cot — (/))] dt = 0 

/*2jt/co 

fi du = / ( mu)u dt 

Jo 

2jt/co 

m[—co 2 u 0 sen(tt>f — <p)][cou 0 cosfcut — </>)] dt = 0 

Los conceptos de energfa anteriores ayudan a explicar el crecimiento de la amplitud 
del desplazamiento causado por la fuerza armonica con co = co,„ hasta que se alcanza el 
estado estacionario (figura 3.2.2). Para co = co„,cj) = 90° y la ecuacion (3.8.2) se obtiene 

Ei = n p 0 u 0 (3.8.4) 

La energfa de entrada varfa linealmente con la amplitud del desplazamiento (figura 3.8.1). 
En contraste, la energfa disipada varfa cuadraticamente con la amplitud del desplazamiento 
(ecuacion 3.8.1). Como se muestra en la figura 3.8.1, se alcanza el estado estacionario, la 
entrada de energfa por ciclo excede la energfa disipada durante el ciclo de amortiguamien- 
to, lo que conduce a una mayor amplitud de desplazamiento en el siguiente ciclo. Con la 
amplitud del desplazamiento en crecimiento, la energfa disipada aumenta mas rapido que 
la energfa de entrada. Con el tiempo, las energfas de entrada y disipada coincidiran en la 
amplitud del desplazamiento de estado estacionario u 0 , que estara delimitada sin importar 
cuan pequeno sea el amortiguamiento. Este balance de energfa proporciona un medio alter- 



Ed Ei 



Amplitud 


Figura 3.8.1 Energfa de entrada £) y energfa 
disipada E d en el amortiguamiento viscoso. 
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nativo para encontrar el u 0 debido a la fuerza armonica con co = a>„; al igualar las ecuaciones 
(3.8.1) y (3.8.4) resulta 

tv p 0 u 0 = ncco n ul (3.8.5) 

Al despejar u a se llega a 


u a = — (3.8.6) 

CCOn 

Este resultado concuerda con la ecuacion (3.2.7), que se obtiene al resolver la ecuacion de 
movimiento. 

A continuacion se presenta una interpretacion grafica de la energia disipada por el 
amortiguamiento viscoso. Para ello, primero se obtiene una ecuacion que relaciona la fuer¬ 
za de amortiguamiento d ef D con el desplazamiento u: 


fo = cu(t) = ca>u 0 cos(a>t — 0) 


= ccoJ u 




2 _ „2 


= CCO. U 




2 _ 


ul sen ~(cot 


[u(t)T- 


0 ) 


Lo anterior puede reescribirse como 



(3.8.7) 


que es la ecuacion de la elipse mostrada en la figura 3.8.2a. Observe que la curva/ D -w no es 
una funcion de un solo valor, sino un ciclo conocido como lazo de histeresis. El area ence- 
rrada por la elipse es jt(u 0 )(co>u 0 ) = ttccouI, que es igual a la ecuacion (3.8.1). Asf, el area 
dentro del lazo de histeresis proporciona la energia disipada. 


fD+fs 



Figura 3.8.2 Lazos de histeresis para (a) un amortiguador viscoso; (b) un resorte y un amorti- 
guador viscoso en paralelo. 
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Resulta interesante examinar la fuerza de resistencia total (elastica mas amortigua- 
miento) porque esta es la fuerza que se mide en un experimento: 

fs + Id = ku(t) + cu(t ) 


= ku + cco ,/ u 


t ~ — ;/2 


(3.8.8) 


Una grafica de f s + f D contra u es la elipse de la figura 3.8.2a, rotada como se muestra en la 
figura 3.8.2b debido al termino ku de la ecuacion (3.8.8). La energfa disipada por el amorti- 
guamiento sigue siendo el area encerrada por la elipse porque el area encerrada por la fuerza 
elastica de un solo valor, f s = ku, es igual a cero. 

El lazo de histeresis asociado con el amortiguamiento viscoso es el resultado de la 
histeresis dindmica, ya que esta relacionado con la naturaleza dinamica de la carga. El area 
del lazo es proporcional a la frecuencia de excitation, lo que implica que la curva de fuerza- 
deformacion se convierte en una curva de un solo valor (sin lazo de histeresis) si la carga 
ciclica se aplica en forma suficientemente lenta (co = 0). Una caracterfstica distintiva de la 
histeresis dinamica es que los lazos de histeresis suelen tener una forma eliptica en lugar de 
una forma puntiaguda, como en la figura 1.3.1c, si estan asociados con deformaciones plas- 
ticas. En este ultimo caso, los lazos de histeresis se desarrollan incluso bajo cargas cfclicas 
estaticas; por lo tanto, este fenomeno se conoce como histeresis estatica porque la curva de 
fuerza-deformacion es insensible a la velocidad de deformacion. 

Ademas, cabe mencionar dos medidas del amortiguamiento: la capacidad especifca 
de amortiguamiento y el factor especifico de amortiguamiento. La capacidad especffica 
de amortiguamiento, ED/E So , es la parte fraccionaria de la energfa de deformacion, E So = 
ku 2 J2, que se disipa durante cada ciclo de movimiento; tanto la ED como la ES 0 se mues- 
tran en la figura 3.8.3. El factor especifico de amortiguamiento, tambien conocido como el 
factor de perdida, se define como 


1 E d 


27r E So 


(3.8.9) 


Si la energfa puede eliminarse a una tasa uniforme durante un ciclo del movimiento ar- 
monico simple (tal mecanismo no es realista), § podrfa interpretarse como la perdida de 
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energfa por radian dividida entre la energfa de deformation, E So . Estas dos medidas de 
amortiguamiento no se ulilizan a menudo en la vibracion estructural, ya que son mas utiles 
para un amortiguamiento muy ligero (por ejemplo, son utiles al comparar la capacidad de 
amortiguamiento de los materiales). 


Deduction 3.6 

La ecuacion (3.8.2) proporciona la energfa de entrada por ciclo, donde el angulo de fase, defi- 
nido por la ecuacion (3.2.12), puede expresarse como 


sen 0 




u 0 

Po/k 


Al sustituir esto en la ecuacion (3.8.2) se obtiene la ecuacion (3.8.3). 


3.9 AMORTIGUAMIENTO VISCOSO EQUIVALENTS 

Como se indico en la seccion 1.4, el amortiguamiento en las estructuras reales suele re- 
presentarse usando el amortiguamiento viscoso equivalente. Esta es la forma mas simple 
de amortiguamiento que puede utilizarse, puesto que la ecuacion diferencial que rige el 
movimiento es lineal y, por lo tanto, susceptible de resolverse en forma analftica, como se 
ha visto en las secciones anteriores de este capitulo y en el capitulo 2. La ventaja de utilizar 
una ecuacion lineal de movimiento suele superar cualquier concesion que deba hacerse al 
aproximar el amortiguamiento viscoso. En esta seccion se determina la fraccion de amor¬ 
tiguamiento para el amortiguamiento viscoso, de modo que este sea equivalente en cierto 
sentido al efecto combinado de todos los mecanismos de amortiguamiento presentes en la 
estructura real, los cuales se mencionaron en la seccion 1.4. 

La definicion mas sencilla del amortiguamiento viscoso equivalente se basa en la 
respuesta medida de un sistema ante una fuerza armonica en la frecuencia de excitation co 
igual a la frecuencia natural a>„ del sistema. El factor de amortiguamiento f eq se calcula a 
partir de la ecuacion (3.4.1) utilizando los valores medidos de u a y (« sl )„. Este es el amorti¬ 
guamiento viscoso equivalente puesto que representa todos los mecanismos de disipacion 
de energfa que existieron en los experimentos. 

Otra definicion de amortiguamiento viscoso equivalente es la cantidad de amortigua¬ 
miento que ofrece el mismo ancho de banda en la curva de respuesta en la frecuencia que 
el obtenido mediante experimentos para un sistema real. La fraccion de amortiguamiento 
f eq se calcula a partir de la ecuacion (2.3.24), utilizando las frecuencias de excitacion /,,, /), 
yf„ (figura 3.4.1) obtenidas a partir de una curva de respuesta en la frecuencia determinada 
a partir de experimentos. 

El metodo mas comun para definir el amortiguamiento viscoso equivalente consiste 
en igualar la energfa disipada en un ciclo de vibracion de la estructura real y en un sistema 
viscoso equivalente. Para una estructura real, la relacion fuerza-desplazamiento se obtiene a 
partir de un experimento bajo carga cfclica con un desplazamiento de amplitud u 0 \ tal relacion 
de forma arbitraria se muestra esquematicamente en la figura 3.9.1. La energfa disipada en 
la estructura real esta dada por el area E D encerrada por el lazo de histeresis. Si se iguala esto 
con la energfa disipada en el amortiguamiento viscoso, dada por la ecuacion (3.8.1) se obtiene 

CO 

4tT £ e q Eso Ej) O f e q 

(ti n 


An co/oon E s , 


(3.9.1) 
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Figura 3.9.1 Energia disipada E D en un 
ciclo de vibracion armonica determinada a 
partir de experimentos. 


donde la energia de deformation, E So = ku 2 0 / 2, se calcula a partir de la rigidez k determina¬ 
da mediante experimentos. 

El experimento que conduce a la curva de fuerza-deformacion de la figura 3.9.1 y, por 
lo tanto, a E D debe realizarse en co = co n , donde la respuesta del sistema es mas sensible al 
amortiguamiento. Asi, la ecuacion (3.9.1) se especifica como 


£eq 


]_Ed_ 
4n E So 


(3.9.2) 


La fraction de amortiguamiento f eq determinado a partir de una prueba en co = a>„ no serfa 
correcto en ninguna otra frecuencia de excitation, pero serfa una aproximacion satisfactoria 
(section 3.10.2). 

Es muy aceptada la extension de este procedimiento para modelar el amortiguamiento 
en sistemas con muchos grados de libertad. A cada modo de vibracion natural del sistema 
(definido en el capitulo 10) se le asigna una fraction de amortiguamiento viscoso equivalen- 
te, de modo que la energia disipada en el amortiguamiento viscoso coincida con la energia 
disipada real en el sistema, cuando este vibra en ese modo en su frecuencia natural. 

En este libro el concepto de amortiguamiento viscoso equivalente se limita a los sistemas 
vibratorios con amplitudes dentro del limite elastico lineal de la estructura global. La energia 
disipada en las deformaciones inelasticas de la estructura tambien se ha modelado como amor¬ 
tiguamiento viscoso equivalente en algunos estudios de investigation. Sin embargo, esta ideali¬ 
zation no suele ser satisfactoria para las grandes deformaciones inelasticas que se espera sufran 
las estructuras durante los sismos fuertes. Es necesario tener en cuenta estas deformaciones 
inelasticas y la disipacion de energia asociada mediante las relaciones no lineales de fuerza- 
deformacion, como las que se muestran en la figura 1.3.4 (vea los capitulos 5 y 7). 


Ejemplo 3.6 

Un cuerpo que se mueve a traves de un fluido experimenta una fuerza de resistencia que es propor¬ 
tional al cuadrado de la velocidad, fo = ±au 2 , , donde el signo positivo se aplica a una u positiva 
y el signo negativo a una ii negativa. Determine la fraction de amortiguamiento viscoso equivalente 
c eq para tales fuerzas que actuan sobre un sistema oscilatorio sujeto a un movimiento armonico de 
amplitud u 0 y frecuencia w. Tambien encuentre su amplitud de desplazamiento en u>— co n . 
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Solucion Si el tiempo se mide a partir de la posicion de mayor desplazamiento negativo, el 
movimiento armonico es 


u(t) = u 0 cos cot 

La energia disipada en un ciclo de movimiento es 

/ /»27t/(W pn/o) 

fodu= I fj)U dt = 2 I foil dt 

Jo Jo 

p7z/(l) pTC/a) 

I 2 o o i ^ 89^ 

= 2 / ( aii )u dt = 2 aco u 0 I sen cot dt = u Q 

Jo Jo 


Si se iguala esto con la energia disipada en el amortiguamiento viscoso [ecuacion (3.8.1)] resulta 

(a) 

A1 sustituir co = co n en la ecuacion (a) y el c eq por c en la ecuacion (3.2.15) se obtiene 

1/2 


2 ° 2 3 o 

71CqqC0U o = -aco U Q O C e q = -— aeon (} 
3 3jt 


= ( 3jr p°\ 
. 8fl 0% ) 


(b) 


PARTE C: SISTEMAS CON AMORTIGUAMIENTO NO VISCOSO 

3.10 VIBRACION ARMONICA CON AMORTIGUAMIENTO 
INDEPENDIENTE DE LA FRECUENCIA 

3.10.1 Amortiguamiento independiente de la frecuencia 

Los experimentos en metales estructurales indican que la energia disipada internamente en 
el esfuerzo ciclico del material es en esencia independiente de la frecuencia ciclica. De ma- 
nera similar, las pruebas de vibracion forzada en estructuras indican que el amortiguamien¬ 
to viscoso equivalente es aproximadamente el mismo para todos los modos y frecuencias 
naturales. Asi, se hace referenda a este tipo de amortiguamiento como amortiguamiento 
lineal independiente de la frecuencia. Otros terminos utilizados para este mecanismo de 
amortiguamiento interno son amortiguamiento estructural, amortiguamiento material y 
amortiguamiento histeretico. En este libro se prefiere no utilizar estos terminos porque los 
dos primeros no son muy significativos y el tercero es ambiguo porque la histeresis es una 
caracteristica de todos los materiales o sistemas estructurales que disipan la energia. 

El amortiguamiento independiente de la frecuencia se asocia con la histeresis estatica 
debido a la deformacion plastica, la deformacion plastica localizada, la plasticidad de los cris- 
tales que componen el material y el flujo plastico en un intervalo de esfuerzos dentro del li- 
mite elastico aparente. A escala microscopica, la falta de homogeneidad en la distribucion de 
esfuerzos en los cristales y la concentracion de esfuerzos en las intersecciones de las fronteras 
entre los cristales producen esfuerzos locales suficientemente grandes como para causar una 
deformacion plastica local, a pesar de que el esfuerzo promedio (nivel macroscopico) puede 
estar muy por debajo del limite elastico. Este mecanismo de amortiguamiento no incluye la di- 
sipacion de energia en las deformaciones plasticas macroscopicas que, como se menciono con 
anterioridad, se controla mediante una relacion no lineal entre la fuerza / 5 y la deformacion it. 
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El dispositivo mas simple que puede utilizarse para representar el amortiguamiento 
lineal independiente de la frecuencia durante el movimiento armonico en la frecuencia to, 
consiste en suponer que la fuerza de amortiguamiento es proporcional a la velocidad e in- 
versamente proporcional a la frecuencia: 

f D = 1] —u (3-10.1) 

to 

donde k es la rigidez de la estructura y rj es un coeficiente de amortiguamiento. La energia 
disipada por este tipo de amortiguamiento en un ciclo de vibration a la frecuencia to es 
independiente de to (figura 3.10.1). Dicha energia esta dada por la ecuacion (3.8.1) pero 
remplazando c por r/k/co: 

E D = jxr]ku 2 0 = 2nr]Eso (3.10.2) 

En contraste, la energia disipada en el amortiguamiento viscoso (ecuacion 3.8.1) se incre- 
menta linealmente con la frecuencia de excitation, como se muestra en la figura 3.10.1. 



Figura 3.10.1 Energia disipada en el 
amortiguamiento viscoso y amortigua¬ 
miento independiente de la frecuencia. 


El amortiguamiento independiente de la frecuencia es facil de describir si la excita¬ 
tion es armonica y se tiene interes solo en la respuesta de este sistema en el estado estacio- 
nario. Las dificultades surgen al trasladar de nuevo este mecanismo de amortiguamiento al 
dominio del tiempo. Por lo tanto, este resulta mas util en el metodo de analisis en el dominio 
de la frecuencia(apendice A). 


3.10.2 Respuesta en estado estacionario ante una fuerza armonica 

La ecuacion que controla el movimiento armonico de un sistema de 1GDL con un amor¬ 
tiguamiento lineal independiente de la frecuencia, el cual se indica mediante un cuadro 
cruzado en la figura 3.10.2, es la ecuacion (3.2.1) pero con el termino de amortiguamiento 
sustituido por la ecuacion (3.10.1): 

mil + —u + ku = p(t) (3.10.3) 

to 

La solution matematica de esta ecuacion es bastante compleja para un pit) arbitrario. Aqut 
se considera solo el movimiento en estado estacionario debido a una funcion de excitation 
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j-^JUUULH * P(t) 

v, k ( ) ( ) ^ Superficie sin friction 

cy/////////////////////?///#/////? 


Figura 3.10.2 Sistema de 1GDL con 
amortiguamiento lineal independiente 
de la frecuencia. 


sinusoidal, p(i) = p„ sen cot, que se describe mediante 

u(t) = u () sen(&>f — 0) 
La amplitud u 0 y el angulo de fase 0 son 

1 


(^st)c 


7[l - (tn/<w») 2 ] 2 + 7 2 


— ton" 1 


0 = tan 


1 ~ ( Co/oOn ) 2 


(3.10.4) 

(3.10.5) 

(3.10.6) 


Estos resultados se obtienen al modificar la fraccion del amortiguamiento viscoso en las ecua- 
ciones (3.2.11) y (3.2.12), para reflejar la fuerza de amortiguamiento asociada con el amorti¬ 
guamiento independiente de la frecuencia, ecuacion (3.10.1). En particular, f se sustituyo por 

c iikl co n 

t; = — = 4 - 4 — =- L - ( 3 . 10 . 7 ) 

c c 2mco n 2{co/co n ) 

En la figura 3.10.3 se muestran, mediante lrneas continuas, las graficas de u 0 /(u st ) 0 y 0 
como funciones de la relacion de frecuencias co/co„ para las fracciones de amortiguamiento 
rj = 0,0.2 y 0.4; las lrneas punteadas se describen en la siguiente seccion. Al comparer estos 
resultados con los de la figura 3.2.6 para el amortiguamiento viscoso, existen dos diferen- 
cias evidentes: en primer lugar, la resonancia (amplitud maxima) se produce en co = co n , no 
en co < co n . En segundo lugar, el angulo de fase para o> = 0 es 0 = tan 1 t; en vez de cero 
para el amortiguamiento viscoso, lo que implica que el movimiento con amortiguamiento 
independiente de la frecuencia nunca puede estar en fase con la funcion de excitacion. 

Estas diferencias entre la vibracion forzada con amortiguamiento independiente de la 
frecuencia y la vibracion forzada con amortiguamiento viscoso no son importantes, pero son 
la fuente de una cierta dificultad en la conciliacion de datos ftsicos. En la mayorfa de las vi- 
braciones amortiguadas, el amortiguamiento no es viscoso y suponer que lo es sin conocer 
sus caracterfsticas ftsicas reales representa un cierto error. En la siguiente seccion se muestra 
que este error es pequeno cuando el amortiguamiento real es independiente de la frecuencia. 

3.10.3 Solucion mediante el amortiguamiento viscoso equivalente 

En esta seccion se obtiene una solucion aproximada para la respuesta armonica de un siste¬ 
ma en estado estacionario con un amortiguamiento independiente de la frecuencia al mode- 
lar este mecanismo como amortiguamiento viscoso equivalente. 

La coincidencia de las energtas disipadas en co = co n condujo a la ecuacion (3.9.2), 
donde E D esta dada por la ecuacion (3.10.2), lo que a su vez conduce a la fraccion de amor¬ 
tiguamiento viscoso equivalente: 


£eq _ 


(3.10.8) 
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Relation de frecuencias co / a>„ 


Figura 3.10.3 Respuesta del sistema con amortiguamiento independiente de la frecuen- 
cia: soluciones exacta y aproximada usando el amortiguamiento viscoso equivalente. 


Si se sustituye esta f eq por f en las ecuaciones (3.2.10) a (3.2.12), se obtiene la res¬ 
puesta del sistema. La amplitud u D y el angulo de fase 0 resultantes se muestran mediante 
lrneas discontinuas en la figura 3.10.3. Esta solucion aproximada coincide con el resultado 
exacto en co = co n porque se uso el mismo criterio en la selection de £ eq (figura 3.10.1). En 
un amplio intervalo de frecuencias de excitation se observa que la solucion aproximada es 
lo suficientemente precisa para muchas aplicaciones de ingenierfa. Asf, la ecuacion (3.10.3) 
[que es diffcil de resolver para la fuerza arbitraria p(t) dado que contiene muchos compo- 
nentes armonicos de diferentes frecuencias co] puede sustituirse por la ecuacion mas simple 
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(3.2.1) para un sistema con amortiguamiento viscoso equivalente definido por la ecuacion 
(3.10.8). Esta es la ventaja principal del amortiguamiento viscoso equivalente. 


3.11 VIBRACION ARMONICA CON FRICCION DE COULOMB 
3.11.1 Ecuacion de movimiento 

En la figura 3.11.1 se muestra un sistema masa-resorte con una fuerza de friccion de Cou¬ 
lomb F = fiN que se opone al deslizamiento de la masa. Tal como se definio en la seccion 
2.4, se supone que los coeficientes de friccion estatica y cinetica son iguales a p y N es la 
fuerza normal a traves de las superficies deslizantes. La ecuacion de movimiento se obtiene 
al incluir la fuerza de excitation en las ecuaciones (2.4.1) y (2.4.2) que controlan la vibra¬ 
cion libre del sistema: 


rnii + ku ± F = p(t) (3.11.1) 

El signo de la fuerza de friccion cambia con la direction del movimiento; el signo positivo 
se aplica si el movimiento es de izquierda a derecha (ii > 0) y el signo negativo es para el 
movimiento de derecha a izquierda (u < 0). Cada una de las dos ecuaciones diferenciales 
es lineal, pero el problema global es no lineal debido a que la ecuacion que controla cambia 
cada medio ciclo de movimiento. Por lo tanto, no es posible encontrar soluciones analiticas 
exactas, excepto en casos especiales. 



v///////////////////////////////////. 


Fuerza de friccion ± F 


Figura 3.11.1 Sistema de 1GDL con 
friccion de Coulomb. 


3.11.2 Respuesta en estado estacionario ante una fuerza armonica 

En 1933, J. P. Den Hartog desarrollo una solution analltica exacta para la respuesta en esta¬ 
do estacionario del sistema de la figura 3.11.1, sometido a una fuerza armonica. El analisis 
no se incluye aquf, pero sus resultados se muestran mediante llneas continuas en la figura 
3.11.2; las lineas discontinuas se describen en la siguiente seccion. El desplazamiento de 
amplitud u 0 , normalizado respecto a (n st ) c = p 0 /k, y el angulo de fase 0 se representan me¬ 
diante graficas como una funcion de la relation de frecuencias co/co n para tres valores de 
F/p 0 . Si no hay friccion, F = 0 y u 0 /(u sl ) 0 = (R,i)c -o, igual que en la ecuacion (3.1.11) para 
un sistema sin amortiguamiento. La fuerza de friccion reduce la amplitud u u del desplaza¬ 
miento y la reduction depende de la relation de frecuencias a>/co n . 

En co = co„ la amplitud del movimiento no esta limitada por la friccion de Coulomb, si 

F 71 
— < — 

4 


Po 


(3.11.2) 








Angulo de fase <f> Factor de amplification dinamica de deformacion Rj = u a / (u st ) 
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Relation de frecuencias a> / a>„ 


Figura 3.11.2 Factor de amplificacion dinamica de deformacion y angulo de fase de un 
sistema con friction de Coulomb excitado por una fuerza armonica. Solution exacta de 
J. P. Den Hartog; la solution aproximada se basa en el amortiguamiento viscoso equivalente. 


lo que es sorprendente puesto que F = ( jr/4)p 0 representa una fuerza de friccion grande, 
pero puede explicarse al comparar la energfa E P disipada en la friccion contra la energfa 
de entrada E h La energfa disipada por la friccion de Coulomb en un ciclo de vibracion con 
desplazamiento de amplitud u a es el area del lazo de histeresis encerrada por el diagrama de 





























Seccion 3.11 Vibracion armonica con friccion de Coulomb 


111 


fuerza de friccion-desplazamiento (figura 3.11.3): 

E F = 4Fu 0 (3.11.3) 


Fuerza 
de friccion 



F 






-u 0 



Uq 


-F 

Figura 3.11.3 Lazo de histeresis para 
la friccion de Coulomb. 


Observe que la energia disipada en un ciclo de vibracion es proporcional a la amplitud 
del ciclo. La energia E, introducida por la fuerza armonica aplicada en co = co„ tambien es 
proporcional a la amplitud del desplazamiento. Si se cumple la ecuacion (3.11.2), es posible 
demostrar que 

E F < E, 

es decir, la energia disipada en friccion por ciclo es menor que la energia de entrada (figura 
3.11.4). Por lo tanto, la amplitud del desplazamiento aumentarfa ciclo tras ciclo y crecerfa 
sin limite. Este comportamiento es bastante diferente al de los sistemas con amortigua- 
miento viscoso o amortiguamiento independiente de la frecuencia. Para estas formas de 
amortiguamiento, tal como se muestra en la seccion 3.8, la energia disipada aumenta cua- 
draticamente con la amplitud del desplazamiento, y la amplitud del desplazamiento esta 
limitada sin importar cuan pequeno sea el amortiguamiento. En conexion con el hecho de 
que en co = co n ocurren amplitudes infinitas si se cumple la ecuacion (3.11.2), el angulo 
de fase muestra un salto discontinuo en co = co n (figura 3.11.2). 



Figura 3.11.4 Energia de entrada Ej 
y energia disipada por la friccion de 
Coulomb E F . 
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3.11.3 Solucion usando el amortiguamiento viscoso equivalente 


En esta section se obtiene una solucion aproximada para la respuesta armonica de un sis- 
tema con friccion de Coulomb en estado estacionario, al modelar el mecanismo de amorti¬ 
guamiento, mediante el amortiguamiento viscoso equivalente. Si se sustituye E F , la energia 
disipada por la friccion de Coulomb dada por la ecuacion (3.11.3), por E D en la ecuacion 
(3.9.1), se obtiene la fraction de amortiguamiento viscoso equivalente: 


Seq 


2 1 up 

7t 0>/c0 n U 0 


(3.11.4) 


donde u F = F/k. La solucion aproximada para la amplitud u 0 del desplazamiento se obtiene 
sustituyendo £ eq por C, en la ecuacion (3.2.11): 


u 0 _ 1 

(Mst)o j[l - (« M ,) 2 ] 2 + [(4/7T)(Mf/w 0 )] 2 } 1/2 

Esta ecuacion contiene u 0 tambien en el lado derecho. Si se eleva al cuadrado y se resuelve 
algebraicamente, la amplitud normalizada del desplazamiento es 

up = {1 ~[(4 /jt){F/ P o )] 2 } 1/2 n 

(«st )o 1 - (cu/w,,) 2 


Este resultado aproximado es valido siempre que F/p a < tt/4. La solucion aproximada no 
puede utilizarse si F/p 0 > tt/4, porque entonces la cantidad bajo el radical es negativa y el 
numerador es imaginario. 

Estas soluciones aproximada y exacta se comparan en la figura 3.11.2. Si la fuerza de 
friccion es lo suficientemente pequena para permitir un movimiento continuo, este movi- 
miento es sinusoidal y la solucion aproximada se encuentra cerca de la solucion exacta. Si 
la fuerza de friccion es grande, resulta un movimiento discontinue con paradas y arranques, 
que esta muy distorsionado en relation con un sinusoide, y la solucion aproximada resulta 
pobre. 

La solucion aproximada para el angulo de fase se obtiene sustituyendo f eq por f en la 
ecuacion (3.2.12): 


tan0 


Q 4/jt)(u f /u 0 ) 
1 - («/«„) 2 


Si se sustituye u a en la ecuacion (3.11.5) da 


(4 /jt)(F/p 0 
{1 -[(4/7T)(F/p„)] 2 } I/2 


(3.11.6) 


Para un valor dado de F/p a , la tan cj) es constante, pero con un valor positivo si o>/a> n < 1 y 
un valor negativo si co/co,, > 1. Esto se muestra en la figura 3.11.2, donde se ve que el angulo 
de fase es discontinue enw= oj„ para la friccion de Coulomb. 


Ejemplo 3.7 

La estructura del ejemplo 2.7, con dispositivos de friccion, sufre una deflexion de 2 pulg bajo 
una fuerza lateral de p = 500 kips. ^Cual serfa la amplitud aproximada del movimiento si la 
fuerza lateral se sustituye por una fuerza armonica p(t) = 500 sen cat, donde el periodo de 
excitacion T = I s? 










Seccion 3.11 


Vibracion armonica con friccion de Coulomb 
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Solucion Los datos (dados y tornados del ejemplo 2.7) son 


( M st)o 

co 

a> n 


Po 

k 

h 

T 


2 pulg up = 0.15 pulg 



Se calcula u a de la ecuacion (3.11.5). 

F F/k up 

Po Po/k (Mst)o 


0.15 


= 0.075 


A1 sustituir F/p 0 en la ecuacion (3.11.5) resulta 

Uo _ {1 -[(4/tt)0.075] 2 } 1/2 
(«*)<» 1 - (0.5) 2 

u a = 1.327(2) = 2.654 pulg 


PARTE D: RESPUESTA ANTE UNA EXCITACION PERIODICA 


Una funcion periodica es aquella en la que la porcion definida en T 0 se repite indefinidamen- 
te (figura 3.12.1). Muchas fuerzas son periodicas o casi periodicas. Bajo ciertas condicio- 
nes, las fuerzas de la helice de un barco, la fuerza de la ola en una plataforma marina y las 
fuerzas del viento inducidas por vortices en estructuras altas y esbeltas son casi periodicas. 
Un movimiento sfsmico por lo general no se parece a una funcion periodica. Sin embargo, 
la excitacion producida en la base de un automovil que viaja sobre una autopista elevada, la 
cual se ha deformado debido al flujo plastico a largo plazo, puede ser casi periodica. 


P 



Se tiene interes en analizar la respuesta ante una excitacion periodica por otra razon. 
El analisis puede extenderse a excitaciones arbitrarias usando tecnicas de la transformada 
discreta de Fourier. Estas se presentan en el apendice A. 
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3.12 REPRESENTACION DE LAS SERIES DE FOURIER 

Se dice que una funcion pit) es periodica con periodo T 0 si satisface la siguiente relation: 

pit + 7 To) = pit ) j = -oo ,..., -3, -2, -1, 0, 1,2, 3,..., °° 

Una funcion periodica puede separarse en sus componentes armonicos usando la serie 
de Fourier. 


pit) = a 0 + E cij cos j coot + bj sen j coot 

j =i y=i 

donde el armonico fundamental en la excitation tiene la frecuencia 

27T 

"0 = — 
ro 


(3.12.1) 


(3.12.2) 


Los coeficientes de la serie de Fourier pueden expresarse en terminos de pit), puesto que las 
funciones seno y coseno son ortogonales: 


1 r T ° 

a o = — Pit ) dt 

to Jo 


2 

rTo 


a J = tF 

/ pit) COS j coot dt 

j = 1,2,3, 

To , 

Jo 


2 

rTo 


b i = -cf 

/ pit) sen j coot dt 

j = 1,2,3, 


(3.12.3) 

(3.12.4) 

(3.12.5) 


El coeficiente a 0 es el valor promedio de pit): los coeficientes aj y b l son las amplitudes de 
los y-esimos armonicos de frecuencia jco 0 . 

En teoria, se requiere un nil mem infinito de terminos para que la serie de Fourier 
converja a pit). Sin embargo, en la practica algunos terminos son suficientes para una bue- 
na convergencia. En una discontinuidad, la serie de Fourier converge a un valor que es el 
promedio de los valores inmediatamente a la izquierda y a la derecha de la discontinuidad. 


3.13 RESPUESTA ANTE UNA FUERZA PERIODICA 

Una excitation periodica implica que esta ha existido durante mucho tiempo, momento en 
el cual la respuesta transitoria asociada con el desplazamiento initial y la velocidad han 
decatdo. Por lo tanto, se tiene interes en encontrar la respuesta en estado estacionario. Del 
mismo modo que para la excitation armonica, la respuesta de un sistema lineal ante una 
fuerza periodica puede determinarse mediante la combination de respuestas a los terminos 
de excitation individuales en la serie de Fourier. 

La respuesta de un sistema no amortiguado ante una fuerza constante pit) = a 0 esta 
dada por la ecuacion (f) del ejemplo 1 . 8 , en la que el termino cos cot decaera debido al amor- 


Seccion 3.13 Respuesta ante una fuerza periodica 

tiguamiento (vea la seccion 4.3), dejando la solucion en el estado estacionario. 1 ' 
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uo(t) 


a 0 

k 


(3.13.1) 


La respuesta en estado estacionario de un sistema de 1GDL con amortiguamiento vis- 
coso ante una fuerza cosenoidal armonica pit) = a t cos ( jco 0 t ) esta dada por las ecuaciones 
(3.2.3) y (3.2.26) pero con co remplazada por jco 0 \ 


donde 


aj 2 t;Pj sen jco 0 t + (1 - fij) cos jco 0 t 
k (1 - p 2 ) 2 + Wft) 2 


(3.13.2) 


ft 


jo> o 

C0 n 


(3.13.3) 


De manera similar, la respuesta en estado estacionario del sistema ante una fuerza 
sinusoidal p{t) = b j sen jco 0 t esta dada por las ecuaciones (3.2.3) y (3.2.4) pero con co rem¬ 
plazada por ja> 0 : 


bj i 1 - Pj) sen jcoot - 2jPj cos jco 0 t 
~k (1 - pj) 2 + (2;Pj) 2 


(3.13.4) 


Si ; = 0 y una de las fij= 1, la respuesta en estado estacionario es ilimitada y no significa- 
tiva porque la respuesta transitoria nunca decae (vea la seccion 3.1); en lo subsecuente, se 
supone que f =/= 0 y que ft # 1. 

La respuesta en estado estacionario de un sistema con amortiguamiento ante una ex- 
citacion periodica pit) es la combinacion de las respuestas a los terminos individuales de la 
serie de Fourier: 


u(t) = no(t) + u C j(t) + y^My(Q (3.13.5) 

j =t r=i 

Si se sustituyen las ecuaciones (3.13.1), (3.13.2) y (3.13.4) en (3.13.5), da 

°° 1 1 

u(t) = — + Y" --- \\aA2t;P:) + bji 1 — ph] sen jco^t 

w k ^ k il - B 2 ) 2 + {2;B:) 2n J J J ; J 

/ — 1 ' J •* 


+ [aj(\ - p 2 ) - bj(2;Pj )] cos jcoot } (3.13.6) 

La respuesta u(t) es una funcion periodica con periodo T 0 . 

Las contribuciones relativas de los diferentes terminos armonicos de la ecuacion 
(3.13.6) dependen de dos factores: (1) las amplitudes a t y h t de los componentes armoni¬ 
cos de la funcion de excitacion pit) y (2) la relacion de frecuencias Pj. La respuesta estara 
dominada por los componentes armonicos para los que Pj se acerca a la unidad (es decir, la 
frecuencia de excitacion jco 0 es cercana a la frecuencia natural, vea la figura 3.2.6). 


+ La notacion u 0 empleada aqui incluye el submdice cero consistente con do, lo que no debe confundirse 
con el submdice “o” de u a utilizado con anterioridad para indiear el valor maximo de u(t). 





°d / Q} r d °d / (i)d 
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Capitulo 3 


Ejemplo 3.8 

La fuerza periodica que se muestra en la figura E3.8a esta definida por 


Pit) = | 


Po 

~Po 


0 < t < Tq/ 2 
T 0 /2 <t<To 


(a) 


P 







(c) (e) 


Figura E3.8 
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A1 sustituir esto en las ecuaciones (3.12.3) a (3.12.5) se obtiene los coeficientes de las series 
de Fourier: 


u 


To 


«o = — / p{t) dt =0 


L 


To 


a-j = I p{t) cos ju>Qt dt 


2 

~ To 
2 

b; = — 
1 To 

2 

~ % 


VL 

L 

[ p °l 


To/2 rTo 

COS j 0)01 dt + (— Po ) / COS j(l>ot dt 

Jto/2 


= 0 


p(t) sen jwot dt 
T 0 /2 


r To 

sen ja>ot dt + (—p 0 ) I sen ja>Qt dt 

JTo/2 


0 j par 

4 Po/jtt j impar 


(b) 


(c) 


(d) 


Por lo tanto, la representation en serie de Fourier de p(t) es 


Pit) = ^ pj ( t) 


4 Po ST' 1 ■ . 

- > - sen jco 0 t 

n ^ j 


7 = 1 , 3,5 


(e) 


Los cuatro primeros terminos de esta serie se muestran en la figura E3.8b, donde las fre- 
cuencias y las amplitudes relativas 1, j, y | de los cuatro armonicos son evidentes. La suma 
acumulada de los terminos de Fourier se muestran en la figura E3.8c, donde cuatro terminos 
proporcionan una representation razonable de la funcion de excitation. En t = T 0 /2, donde p{t) 
es discontinua, la serie de Fourier converge a cero, el valor promedio de p(T 0 /2). 

La respuesta de un sistema de 1GDL ante la funcion de excitation de la ecuacion (e) se 
obtiene al sustituir las ecuaciones (b), (c) y (d) en la ecuacion (3.13.6), para obtener 


00 /, 

4 ^ 1 (1 

u(t) = (u st )o- ) - — 

71 L ' 7 

7=1,3,5 


d?) sen ja>ot — 2tB; cos jcoot 

J ___ 

(1 - pj ) 2 + (2?ft) 2 


(f) 


En la figura E3.8d se muestran las respuestas de un sistema de 1GDL con periodo natural 
T n = 7o/4 y fraction de amortiguamiento f = 5% ante los cuatro primeros terminos de carga 
en la serie de Fourier de la ecuacion (e). Se trata de las graficas de cada termino de la ecuacion 
(f) con fy = jcoo/con = jT„/T 0 = j/ 4. Las amplitudes relativas de estos terminos son evidentes. 
Ninguno de ellos es muy grande debido a que ninguno de los valores de fy esta tan cercano 
a la unidad; observe que fij = 4, etcetera. La suma acumulada de los terminos de 

respuesta individuales de la ecuacion (f) se muestra en la figura E3.8e, donde se ve que la con¬ 
tribution del cuarto termino es pequena. Los terminos mas altos serfan incluso menores porque 
las amplitudes de los componentes armonicos de p(t) disminuyen con j y Pj estarfa incluso mas 
lejos de la unidad. 
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APENDICE 3: GRAFICA DE ESCALATETRALOGARITMICA 

R v se grafica como una funcion de co/a>„ en una grafica con escala log-log [es decir, log R v 
es la ordenada y \og(w/co n ) es la abscisa]. La ecuacion (3.2.21) da 

log R v = log — + log Rd (A3.1) 

(On 

Si R,i es una constante, la ecuacion (A3.1) representa una linea recta con pendiente +1. 
Por lo tanto, las lineas de la cuadrfcula que muestran la constante R d serfan lineas rectas 
con pendiente +1 y el eje R d serfa perpendicular a estas (figura A3.1). La ecuacion (3.2.21) 
tambien da 


co 

log R v = - log — + log R a (A3.2) 

(On 

Si R a es una constante, la ecuacion (A3.2) representa una linea recta con pendiente -1. Las 
lineas de la cuadrfcula que muestran la constante R a serfan lineas rectas con pendiente -1 y 
el eje R a serfa perpendicular a estas (figura A3.1). 

Con referencia a la figura A3.1, las escalas se establecen de la siguiente manera: 

1. Con el punto (R„ = 1, co/co n =1) como el origen, se dibuja un eje vertical R v y un 
eje horizontal (o/u>„ con escalas logarftmicas iguales. 

2. La marca A sobre el eje R a se localiza en el punto (R v = A 1/2 , o>/o)„ = /A 1 /2 ) a fin 
de satisfacer 

R a = —Rv (A3.3) 

(On 

R v y (o/oo n se toman como iguales porque el eje R a tiene una pendiente de +1. Este 
procedimiento se muestra para A = 9, que conduce a las marcas de escala 3 en los 
ejes R v y co/co n . 

3. La marca D en el eje R d se localiza en el punto (R l: = I) 1 /2 , co/co” = D 1,/2 ) a fin de 
satisfacer 


co 


Rd — R v ^ 


(o, 


(A3.4) 
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0.1 0.5 1 3 5 10 


Relacion de frecuencias co I o>„ 

Figura A3.1 Construccion de la grafica en escala tetralogarftmica. 


y la condicion de que el eje R d dene una pendiente de -1. Este procedimiento se 
muestra para D = 4, lo que conduce a la marca de escala 2 sobre el eje R v y a la 
marca de escala ^ sobre el eje co/co n . 

Las escalas logarftmicas a lo largo de los ejes R„ y R d son iguales, pero no son iguales 
a las escalas R v y co/co n . 


PROBLEMAS 


Parte A 

3.1 La masa m, la rigidez k y la frecuencia natural a>„ de un sistema de 1GDL no amortiguado se 
desconocen. Estas propiedades deben determinarse mediante pruebas de excitacion armonica. 
Con una frecuencia de excitacion de 4 Hz, la respuesta tiende a aumentar sin limite (es decir, 
una condicion resonante). Enseguida, un peso Aw = 5 lb se conecta a la masa m y se repite 
la prueba de resonancia. Esta vez la resonancia se produce en f — 3 Hz. Determine la masa 
y la rigidez del sistema. 
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3.2 Un sistema de 1GDL se excita mediante una fuerza sinusoidal. En la resonancia, la amplitud 
de desplazamiento media 2 pulg. En una frecuencia de excitacion de un decimo de la frecuen- 
cia natural del sistema, la amplitud de desplazamiento media 0.2 pulg. Estime la fraccion de 
amortiguamiento del sistema. 

3.3 En una prueba de vibracion forzada bajo excitacion armonica se observo que la amplitud de 
movimiento en la resonancia era exactamente cuatro veces la amplitud a una frecuencia de exci¬ 
tacion 20% mas alta que la frecuencia de resonancia. Determine la fraccion de amortiguamiento 
del sistema. 

3.4 Una maquina se apoya sobre cuatro resortes de acero cuyos amortiguamientos pueden des- 
preciarse. La frecuencia natural de la vibracion vertical del sistema maquina-resorte es de 200 
ciclos por minuto. La maquina genera una fuerza vertical pit) = p 0 sen cot. La amplitud del 
desplazamiento vertical de estado estacionario resultante para la maquina es u 0 — 0.2 pulg 
cuando la maquina esta funcionando a 20 revoluciones por minuto (rpm), 1.042 pulg a 180 
rpm y 0.0248 pulg a 600 rpm. Calcule la amplitud del movimiento vertical de la maquina si 
los resortes de acero se sustituyen por cuatro aisladores de caucho que proporcionan la misma 
rigidez, pero introducen un amortiguamiento equivalente a f = 25% para el sistema. Comente 
la eficacia de los aisladores a diferentes velocidades de la maquina. 

3.5 Un aparato de aire acondicionado que pesa 1200 lb se atornilla en medio de dos vigas para- 
lelas de acero simplemente apoyadas (figura P3.5). El claro libre de las vigas es de 8 pies. El 
segundo momento del area de la seccion transversal de cada viga es de 10 pulg 4 . El motor de la 
unidad funciona a 300 rpm y, a esta velocidad, produce una fuerza vertical desbalanceada de 60 
lb. Desprecie el peso de las vigas y suponga 1% de amortiguamiento viscoso en el sistema; para 
el acero E = 30,000 ksi. Considere la fuerza desbalanceada y determine las amplitudes de la 
deflexion en estado estacionario y la aceleracion de estado estacionario (en g’s) para las vigas 
en sus puntos medios. 


Aire acondicionado 



Figura P3.5 


3.6 (a) Demuestre que la respuesta en estado estacionario de un sistema de 1GDL a una fuerza 
cosenoidal, pit) = p a cos cot, esta dada por 

p u [l — (&>/&>„) 2 ] cosoot + [2f ico/oo n )] sen cot 

k [l - (tnM *) 2 ] 2 + m OMO ] 2 

(b) Demuestre que la deformacion maxima debida a la fuerza cosenoidal es igual a la resultante 
de una fuerza sinusoidal. 

3.7 (a) Demuestre que co r = co n (1 - 2f 2 ) 1|/2 es la frecuencia resonante para la amplitud del despla¬ 
zamiento de un sistema de 1GDL. 

(b) Determine la amplitud del desplazamiento en la resonancia. 

3.8 (a) Demuestre que co r = <y„( 1 - 2f 2 ) -1 ^ 2 es la frecuencia resonante para la amplitud de la acele¬ 
racion de un sistema de 1GDL. 

(b) Determine la amplitud de la aceleracion en la resonancia. 
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3.9 (a) Demuestre que co r = o>„ es la frecuencia resonante para la amplitud de la velocidad de un 

sistema de 1GDL. 

(b) Determine la amplitud de la velocidad en la resonancia. 


Parte B 

3.10 El techo de un edificio de un piso, hecho de concreto reforzado, tiene una masa de 500 kips/g 
y su frecuencia natural es de 4 Hz. Este edificio se excita mediante un generador de vibraciones 
con dos pesos, cada uno de 50 lb, que giran alrededor de un eje vertical con una excentricidad 
de 12 pulg. Cuando el generador de vibraciones funciona a la frecuencia natural del edificio. la 
amplitud de la aceleracion del techo mide 0.02g. Determine el amortiguamiento de la estructu- 
ra. 

3.11 La amplitud de la aceleracion en estado estacionario de una estructura se midio a varias fre- 
cuencias de excitacion. La aceleracion fue ocasionada por un generador de vibraciones con 
masa excentrica. Los datos recopilados son los siguientes: 


Frecuencia (Hz) 

Aceleracion (10 3 g) 

Frecuencia (Hz) 

Aceleracion (10 3 g) 

1.337 

0.68 

1.500 

7.10 

1.378 

0.90 

1.513 

5.40 

1.400 

1.15 

1.520 

4.70 

1.417 

1.50 

1.530 

3.80 

1.438 

2.20 

1.540 

3.40 

1.453 

3.05 

1.550 

3.10 

1.462 

4.00 

1.567 

2.60 

1.477 

7.00 

1.605 

1.95 

1.487 

8.60 

1.628 

1.70 

1.493 

8.15 

1.658 

1.50 

1.497 

7.60 




Determine la frecuencia natural y la fraccion de amortiguamiento de la estructura. 

3.12 Considere una maquina industrial de masa m apoyada sobre aisladores tipo resorte con rigidez 
total k. La maquina funciona a una frecuencia de/hertz con un desbalance de fuerza p B . 

(a) Determine una expresion que proporcione la fraccion de la fuerza transmitida a la base 
como una funcion de la frecuencia de excitacion/y la deflexion estatica <5 st = mg/k. Considere 
solo la respuesta de estado estacionario. 

(b) Determine la deflexion estatica <5 st para que la fuerza transmitida sea un 10% de p„ si 
/ = 20 Hz. 

3.13 Para el automovil del ejemplo 3.4 determine la amplitud de la fuerza desarrollada en el resorte 
del sistema de suspension cuando el automovil esta viajando a 40 mph. 

3.14 Determine la velocidad del automovil del ejemplo 3.4 que produciria una condicion resonante 
para la fuerza del resorte en el sistema de suspension. 

3.15 Se instalara un bloque de aislamiento de vibraciones en un laboratorio para que la vibracion 
producida por las operaciones de la fabrica que se encuentra junto no moleste a ciertos expe- 
rimentos (figura P3.15). Si el bloque de aislamiento pesa 2000 lb y el piso circundante y el 
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cimiento vibran a 1500 ciclos por minuto, determine una rigidez del sistema de aislamiento tal 
que el movimiento del bloque de aislamiento se limite a 10% de la vibracion del piso; desprecie 
el amortiguamiento. 


Bloque 

de aislamiento 



Figura P3.15 


3.16 Un sistema de 1GDL esta sometido al desplazamiento u g (t ) = u,,„ sen cot del soporte. Demues- 
tre que la amplitud u' 0 del desplazamiento total de la masa esta dada por la ecuacion (3.6.5). 

3.17 La frecuencia natural de un acelerometro es de 50 Hz y su amortiguamiento es de 70%. Calcule 
la aceleracion registrada como una funcion del tiempo si la aceleracion de entrada es ii g (t) = 
O.lg sen 2nft para/ = 10, 20 y 40 Hz. En la figura 3.7.3 se presento una comparacion de las 
aceleraciones de entrada y registradas. El acelerometro esta calibrado para leer correctamente 
la aceleracion de entrada a valores muy bajos de la frecuencia de excitacion. ^Cual serfa el 
error en la amplitud medida para cada una de las frecuencias de excitacion dadas? 

3.18 Un acelerometro tiene una frecuencia natural f n = 25 Hz y una fraccion de amortiguamiento 
£ = 60%. Escriba una ecuacion para la respuesta u(t) del instrumento como una funcion del 
tiempo si la aceleracion de entrada es u g (t) = ii go sen 2nft. Dibuje la relation a> 2 „u 0 /ii g0 como 
una funcion de///„. El acelerometro esta calibrado para leer correctamente la aceleracion de 
entrada a valores muy bajos de la frecuencia de excitacion. Determine el intervalo de fre¬ 
cuencias para las que la amplitud de la aceleracion puede medirse con una precision de ±1%. 
Identifique este intervalo de frecuencias en la grafica mencionada. 

3.19 La frecuencia natural de un acelerometro es /„ = 50 Hz y su fraccion de amortiguamiento es 
£ = 70%. Resuelva el problema 3.18 para este acelerometro. 

3.20 Si se utiliza un instrumento de medicion del desplazamiento para determinar las amplitudes de 
vibracion a frecuencias mucho mas altas que su propia frecuencia natural, ^cual serfa el amor¬ 
tiguamiento optimo del instrumento para una maxima precision? 

3.21 Un medidor de desplazamiento tiene una frecuencia natural f n — 0.5 Hz y una fraccion de 
amortiguamiento f = 0.6. Determine el intervalo de frecuencias para las que la amplitud del 
desplazamiento puede medirse con una precision de ±1%. 

3.22 Repita el problema 3.21 para f = 0.7. 

3.23 Demuestre que la energfa disipada cada ciclo para el amortiguamiento viscoso puede expresar- 
se como 

_ np 2 0 2C(a>/«„) 

tD -;-t- 

k [1 - (®/®„) 2 ]-+ [ 2 £(« M ,)] 2 

3.24 Demuestre que el factor de perdida £ para el amortiguamiento viscoso es independiente de la 
amplitud y proportional a la frecuencia. 
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Parte C 


3.25 El sistema de 1GDL de la figura P2.20 tiene las siguientes propiedades: w — 500 kips, F — 50 
kips y T n = 0.25 s. Determine un valor aproximado para la amplitud del desplazamiento debido 
a una fuerza armonica con amplitud de 100 kips y periodo de 0.30 s. 


Parte D 


3.26 Un sistema de 1GDL con periodo natural T n y fraction de amortiguamiento f se somete a la 
fuerza periodica mostrada en la figura P3.26, con una amplitud p a y un periodo T 0 . 

(a) Expanda la funcion de excitation en su serie de Fourier. 

(b) Determine la respuesta en estado estacionario de un sistema no amortiguado. G Para que 
valores de T 0 la solution es indeterminada? 

(c) Para T 0 /T n = 2, determine y grafique la respuesta a cada termino de la serie de Fourier. ^Cuan- 
tos terminos se requieren para obtener una convergencia razonable de la serie a la solution? 


P 



Po 


-TJ2 0 TJ2 T a 


~T, 


2T r 


Figura P3.26 






Respuesta a excitaciones 
arbitrarias, escalonadas y de pulso 


AVANCE 

En muchas situaciones practicas la excitacion dinamica no es ni armonica ni periodica. Por 
lo tanto, se tiene interes en estudiar la respuesta dinamica de los sistemas de 1GDL a excita¬ 
ciones que varfan arbitrariamente con el tiempo. Un procedimiento general para los sistemas 
lineales, la integral de Duhamel, se deduce en la parte A de este capitulo. Dicho procedimiento 
se utiliza en la parte B para estudiar la respuesta de los sistemas a las fuerzas escalonadas, las 
fuerzas linealmente crecientes y las fuerzas con incremento de magnitud finito. Estos resulta- 
dos demuestran como se ve afectada la respuesta dinamica del sistema por la variacion de la 
carga en el tiempo. 

En la parte C se considera una clase importante de excitaciones que constan de un solo 
pulso. Se estudia la variacion en el tiempo de la respuesta a tres diferentes fuerzas de pulso 
y se presenta el concepto del espectro de choque para mostrar mediante graficas la respuesta 
maxima como una funcion de t d /T n , la razon de la duracion del pulso sobre el periodo de 
vibracion natural del sistema. Despues se demuestra que la respuesta a pulsos cortos es en 
esencia independiente de la forma del pulso y que la respuesta puede determinarse utilizando 
solo su area. La mayorfa de los analisis y los resultados presentados se refieren a los sistemas 
sin amortiguamiento, debido a que el efecto de este sobre la respuesta a una excitacion de 
pulso no suele ser importante, lo que se demuestra hacia el final del capitulo. 

PARTE A: RESPUESTA A FUERZAS QUE VARIAN ARBITRARIAMENTE 
ENEL TIEMPO 

En esta seccion se desarrolla un procedimiento general para analizar la respuesta de un 
sistema de 1GDL sometido a una fuerza p(t) que varia arbitrariamente con el tiempo. Es 
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resultado permitira evaluar en forma analftica la respuesta a las fuerzas descritas mediante 
funciones simples de tiempo. 

Se busca la solucion de la ecuacion diferencial de movimiento 
mu + cu + ku = p{t ) 
sujeta a las condiciones iniciales 

m( 0) = 0 ri (0) = 0 

En el desaiTollo de la solucion general, pit) se interpreta como una secuencia de impulsos 
de duracion infinitesimal y la respuesta del sistema a pit) es la suma de las respuestas a los 
impulsos individuales. Estas respuestas individuales pueden escribirse por conveniencia en 
terminos de la respuesta del sistema a un impulso unitario. 


4.1 RESPUESTA A UN IMPULSO UNITARIO 


Una fuerza muy grande que actua durante un tiempo muy corto, pero con un tiempo integral 
que es finito, se denomina fuerza impulsiva. En la figura 4.1.1 se muestra la fuerza pit) = 
1 /e, con una duracion de tiempo e que inicia en el instante de tiempo t = r. A medida que 
e se acerca a cero, la fuerza se vuelve infinita; sin embargo, la magnitud del impulso, que se 
define mediante la integral en el tiempo de pit), sigue siendo igual a la unidad. Tal fuerza en 
el caso limitante s —> 0 se llama impulso unitario. La funcion delta de Dirac Sit - x) define 
matematicamente un impulso unitario centrado en t = r. 

De acuerdo con la segunda ley del movimiento de Newton, si una fuerza p actua sobre 
un cuerpo de masa m, la razon de cambio de la cantidad de movimiento del cuerpo es igual 
a la fuerza aplicada, es decir, 

d , 

— (mu)=p (4.1.1) 

dt 
P 


(a) 


1/s 


K 



Figura 4.1.1 (a) Impulso unitario, (b) respuesta al impulso unitario. 
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Para una masa constante, esta ecuacion se convierte en 


p = mu (4.1.2) 

Si se integran ambos lados con respecto a t resulta 

r h 

I p dt = m(ii2 ~ Mi) = m Am (4.1.3) 

J h 

La integral en el lado izquierdo de esta ecuacion es la magnitud del impulso. El producto de 
la masa y la velocidad es la cantidad de movimiento. Asf la ecuacion (4.1.3) indica que la 
magnitud del impulso es igual al cambio en la cantidad de movimiento. 

Este resultado tambien se aplica a un sistema de masa-resorte-amortiguador de 1GDL 
si el resorte o amortiguador no tiene ningun efecto. Tal es el caso aquf, puesto que la fuerza 
impulsiva actua durante un tiempo de duracion infinitesimal. Asf, un impulso unitario en 
t = x imparte a la masa, in. la velocidad (a partir de la ecuacion 4.1.3) 

m(t) = — (4.1.4) 

m 

pero el desplazamiento es cero antes de, y hasta ocurrido, el impulso: 

n(r) = 0 (4.1.5) 


Un impulso unitario ocasiona una vibracion libre del sistema de 1GDL debido a la velocidad 
y al desplazamiento inicial dados por las ecuaciones (4.1.4) y (4.1.5). Si se sustituyen estas 
en la ecuacion (2.2.4), se obtiene la respuesta de los sistemas viscosamente amortiguados: 

h(t — t) = n(f) = - e -(io n (.t-T) — r)] t > r (4.1.6) 

ma>D 

Esta funcion de respuesta al impulso unitario, indicada por li(t - r), se muestra en la figura 
4.1.1b, junto con el caso especial de £ = 0. 

Si la excitacion es un impulso unitario del movimiento del suelo, con base en la ecua¬ 
cion (1.7.6), p e f( f ) = —tnS(t— r); entonces, la ecuacion (4.1.4) se convierte en ii(x) = —1 y 
la ecuacion (4.1.6) cambia a 

h{t — r) = ——g-f<wn(f-U gen [co D (t — r)] t > r (4.1.7) 

COd 


4.2 RESPUESTA A UNA FUERZA ARBITRARIA 

Una fuerza p(t) que varfa en forma arbitraria con el tiempo puede representarse como una 
secuencia de impulsos demasiado cortos (figura 4.2.1). La respuesta de un sistema dinamico 
lineal a uno de estos impulsos, aquel en el tiempo r con magnitud pix) dx, es esta magnitud 
multiplicada por la funcion de respuesta al impulso unitario: 


du(t) = [p(x) dx]h(t — r) t > x 


(4.2.1) 
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du 


Respuesta al impulso 2 


du 


Respuesta al impulso en r 



t 



La respuesta del sistema en el tiempo t es la suma de las respuestas a todos los impulsos 
hasta ese momento (figura 4.2.1). Asf 


u(t) 



p(r)h(t 


r) dr 


(4.2.2) 
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Esto se conoce como la integral de convolucion, un resultado general que es aplicable a 
cualquier sistema dinamico lineal. 

Si se especifica la ecuacion (4.2.2) para el sistema de 1GDL al sustituir la ecuacion 
(4.1.7) por la funcion de respuesta al impulso unitario, resulta la integral de Duhamel: 

u{t) = —[ p(r)e~^ n(t ~ z) sen[co D (t - r)] dr (4.2.3) 

moj D J 0 

Para un sistema no amortiguado este resultado se simplifica como 

1 

u(t) =- / p(r) sen[w„(t - r)] dr (4.2.4) 

mco n Jo 

En este resultado estan implicitas las condiciones iniciales “en reposo” «(()) = 0 y 4(0) = 0. 
Si el desplazamiento y la velocidad iniciales son n(0) y 4(0), la respuesta resultante en 
vibracion libre dada por las ecuaciones (2.2.4) y (2.1.3) debe anadirse a las ecuaciones 
(4.2.3) y (4.2.4), respectivamente. Recuerde que en la seccion 1.10.2 se habfa usado la 
ecuacion (4.2.4), donde se introdujeron cuatro metodos para resolver la ecuacion de mo- 
vimiento. 

La integral de Duhamel proporciona un resultado general para evaluar la respuesta de 
un sistema lineal de 1GDL a una fuerza arbitraria. Este resultado se restringe a los sistemas 
lineales, puesto que se basa en el principio de superposition. Por lo tanto, no es aplicable a 
estructuras que se deforman mas alia de su limite elastico lineal. Si p(r) es una funcion sim¬ 
ple, es posible evaluar la integral en forma cerrada y la integral de Duhamel representa una 
alternativa al metodo clasico de solucion de ecuaciones diferenciales (seccion 1.10.1). Si 
p{ r) es una funcion complicada que se describe numericamente, la evaluation de la integral 
requiere metodos numericos. Sin embargo, dichos metodos no se presentan en este libro, 
debido a que no son muy eficaces. Los metodos mas eficaces para la solucion numerica de 
una ecuacion de movimiento se presentan en el capitulo 5. 


PARTE B: RESPUESTA A FUERZAS ESCALONADA Y CRECIENTE 

4.3 FUERZA ESCALONADA 

Una fuerza escalonada salta de repente de cero a p 0 y se mantiene constante en ese valor 
(figura 4.3.1b). Se desea determinar la respuesta de un sistema de 1GDL no amortiguado 
(figura 4.3.1a) que inicia desde el reposo a la fuerza escalonada: 

Pit) = p 0 (4.3.1) 

La ecuacion de movimiento se resolvio (seccion 1.10.2) utilizando la integral de Duhamel 
para obtener 

/ 27rA 

u{t) = (n st )„(l - cosoV) = (w st ) 0 11 - cos — 1 (4.3.2) 

donde (u sl )„ = p 0 /k, la deformacion estatica debida a la fuerza p„. 
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Figura 4.3.1 (a) Sistema de 1GDL; (b) fuerza escalonada; (c) respuesta dinamica. 


En la figura 4.3.1c se grafica la deformacion normalizada o el desplazamiento norma- 
lizado, u(t)/(u st ) 0 , contra el tiempo normalizado, t/T„. Se observa que el sistema oscila en su 
periodo natural alrededor de una nueva posicion de equilibrio, que se desplaza una distancia 
(w st ) 0 desde la posicion de equilibrio original de u = 0. El desplazamiento maximo puede 
determinarse al diferenciar la ecuacion (4.3.2) e igualar u(t) a cero, lo que resulta en oo n sen 
co n t = 0. Los valores t 0 de t que satisfacen esta condicion son 

co n t a = j tv o t a = J -T n (4.3.3) 

donde j es un numero entero impar; los enteros pares corresponden a los valores mmimos de 
u(t). El valor maximo u„ de u(t) esta dado por la ecuacion (4.3.2) evaluada en t = t„\ estos 
maximos son todos iguales: 


U Q 2 (llst)o 


(4.3.4) 


Asf, una fuerza aplicada repentinamente produce el doble de la deformacion que podrfa 
haber causado una fuerza aplicada lentamente. 

La respuesta de un sistema con amortiguamiento puede determinarse al sustituir la 
ecuacion (4.3.1) en la ecuacion (4.2.3) y evaluar la integral de Duhamel para obtener 


u{t) 


(^st)o 


- a -S°>nt 


COS (Oj)t + 




: sen coot 


(4.3.5) 


Sin embargo, para el analisis de sistemas amortiguados, el metodo clasico (seccion 
1.10.1) puede resultar mas sencillo que la evaluacion de la integral de Duhamel. La ecua¬ 
cion diferencial que debe solucionarse es 


mii + cu + ku = p a 


(4.3.6) 


Su solucion complementaria esta dada por la ecuacion (f) de la deduccion 2.2, la solucion 
particular es u p = p a /k y la solucion completa es 


u{t) = e t ' Wnt (Acoscopt + B sencoot) + — 

k 


(4.3.7) 
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donde las constantes Ay B deben detcrminarse a partir de las condiciones iniciales. Para un 
sistema que inicia desde el reposo, u (0) = u( 0) = 0 y 


A = 


Po 

k 


B = — 


Po _ 

k V 7 ! “f 2 


Si se sustituyen estas constantes en la ecuacion (4.3.7), se obtiene el mismo resultado que 
en la ecuacion (4.3.5). Cuando este resultado se especifica para los sistemas sin amortigua- 
miento, se reduce a la ecuacion (4.3.2), ya presentada en la figura 4.3.1c. 

En la figura 4.3.1c se grafica la ecuacion (4.3.5) para dos valores adicionales de 
la fraccion de amortiguamiento. En presencia de amortiguamiento, el movimiento 
mas alia de su posicion de equilibrio estatico es mas pequeno y las oscilaciones alrededor de 
esta posicion decaen con el tiempo. La fraccion de amortiguamiento determina la cantidad 
de movimiento que supera la posicion de equilibrio y la velocidad a la que las oscilaciones 
decaen. Poco a poco, el sistema cae en la deformacion estatica, que es tambien la deforma- 
cion de estado estacionario. 


4.4 FUERZA TIPO RAMPA O LINEALMENTE CRECIENTE 


En la figura 4.4.1b la fuerza aplicada p(f) aumenta linealmente con el tiempo. Por supuesto, 
no puede aumentar de manera indefinida, pero el interes aquf se limita al lapso de tiempo 
en el que pit) todavfa es lo suficientemente pequena para que la fuerza resultante del resorte 
este dentro de su limite elastico lineal. 

Aunque la ecuacion de movimiento puede resolverse mediante varios metodos, aquf 
se ilustra el uso de la integral de Duhamel para obtener la solucion. La fuerza aplicada 

t 

p(t) = p 0 - (4.4.1) 

l r 


se sustituye en la ecuacion (4.2.4) para obtener 

u(t) = 


-/ 

mco„ Jo 


Po 


tr 


x sen en,, (t — r) dr 


pit ) 




(a) 


(b) 


(c) 


Figura 4.4.1 (a) Sistema de 1GDL, (b) fuerza creciente, (c) respuestas dinamica y estatica. 










132 


Respuesta a excitaciones arbitrarias, escalonadas y de pulso 


Capftulo 4 


Esta integral se evalua y se simplifica para obtener 


u(t) 



sen co n t 
CO n tr 


(^st)o 


\T n t r 


senlnt/T n \ 
2nt r /T n ) 


(4.4.2) 


donde (u sl )„ = p a /k, la deformacion estatica debida a la fuerza p a . 

En la figura 4.4.1c, se grafica la ecuacion (4.4.2) para t r /T n = 2.5, donde tambien se 
muestra la deformacion estatica en cada instante de tiempo, 


Wst(0 = !-p- = (n st ) D - (4.4.3) 

k t r 

u st (t ) varta con el tiempo de la misma manera que pit) y las dos difieren por el factor de es- 
cala 1 /k. Se observa que el sistema oscila en su periodo natural T n alrededor de la solution 
estatica. 


4.5 FUERZA ESCALONADA CON TIEMPO DE CRECIMIENTO FINITO 


En la realidad una fuerza nunca puede aplicarse subitamente; por ello, es interesante consi- 
derar una fuerza dinamica creciente de tiempo finito, t n pero que permanezca constante a 
partir de ese momento, como se muestra en la figura 4.5.1b: 


Pit) 


Poit/U ) 

Po 


t — t r 
t>t r 


(4.5.1) 


La excitacion tiene dos fases: la fase creciente o de elevacion y la fase constante. 

Para un sistema sin amortiguamiento que inicia desde el reposo, la respuesta durante 
la fase creciente esta dada por la ecuacion (4.4.2), que se repite aquf por conveniencia: 


u(t) 



sen co n t 

CDntr 


t < t r 


(4.5.2) 


La respuesta durante la fase constante puede determinarse al evaluar la integral de Du- 
hamel despues de sustituir la ecuacion (4.5.1) en la ecuacion (4.2.4). De manera alternativa, 
podrfan utilizarse las soluciones existentes para la vibracion libre y la fuerza escalonada a 
fin de expresar esta respuesta como 

u(t r ) 

u(t ) = u(t r ) cos co n (t — t r ) + -sen&>„(/ — t r ) + (n s t)o[l “ cos oo n (t - t r )] (4.5.3) 

CO n 


Pit) P 



Figura 4.5.1 (a) Sistema de 1GDL; (b) fuerza 

(a) (b) escalonada creciente en tiempo finito. 












Seccion 4.5 Fuerza escalonada con tiempo de crecimiento finito 


133 


El tercer termino es la solucion para un sistema en reposo, sometido a una fuerza escalona¬ 
da, que inicia en t = t,:, este se obtiene de la ecuacion (4.3.2). Los primeros dos terminos de 
la ecuacion (4.5.3) representan la vibration libre del sistema como resultado de su desplaza- 
miento u(t r ) y su velocidad u(t r ) en el extremo de fase creciente. u(t r ) y u(t r ) se determinan 
a partir de la ecuacion (4.5.2) y se sustituyen en la ecuacion (4.5.3) para obtener 


u(t) 


(Mst)ol 1 + 


CO n t r 


(1 


cos CL> n t r ) sen CO n ( t — t r ) 


— sen co n t r cos co n (t 



t > t r 


(4.5.4a) 


Esta ecuacion puede simplificarse utilizando una identidad trigonometrica para obtener 


u{t) 


(^st)o 


1 - 


1 


CO n tr 


sen co n t 


sen co n (t 



t > t r (4.5.4b) 


La deformacion normalizada, u(t)/(u st ) 0 , es una funcion del tiempo normali- 
zado, t/T„, porque co„t = 2ji(t/T„). Esta funcion depende solo de la relacion t r /T n porque 
coJr = 2 n(t r /T n ), no por separado de t r y T n . En la figura 4.5.2 se muestra a u(t)/(u st ) 0 gra- 
ficada contra t/T n para varios valores de t r /T n , la relacion entre el tiempo de crecimiento 
sobre el periodo natural. Cada grafica es valida para todas las combinaciones de t r y T„ 
con la misma proportion t r /T n . Tambien se grafica ujt) = p(t)/k, la deformacion estatica 
en cada instante de tiempo. Estos resultados permiten algunas observaciones: 


1. Durante la fase de crecimiento de la fuerza, el sistema oscila en el periodo natural T„ 
alrededor de la solucion estatica. 

2. Durante la fase de fuerza constante el sistema oscila tambien en el periodo natural T n 
alrededor de la solucion estatica. 

3. Si la velocidad ii(t r ) es cero en el extremo de la rampa, el sistema no vibra durante 
la fase de fuerza constante. 

4. Para los valores pequenos de t r /T n (es decir, para un tiempo de crecimiento corto), 
la respuesta es similar a la obtenida mediante una fuerza escalonada repentina; vea 
la figura 4.3.1c. 

5. Para los valores grandes de t r /T n , el desplazamiento dinamico oscila cerca de la 
solucion estatica, lo que implica que los efectos dinamicos son pequenos (es decir, 
una fuerza que se incrementa lentamente, con relacion a T n ), desde 0 hasta p„ afecta 
al sistema como si fuera una fuerza estatica). 


La deformacion alcanza su valor maximo durante la fase de fuerza constante de la 
respuesta. A partir de la ecuacion (4.5.4a) el valor maximo de u(t) es 


Mo (^st)o 


1 +-1 — cos co n tr ) 2 + (sen co n t r ) 2 

a) n t r 


(4.5.5) 


Si se usan identidades trigonometricas y T n = 2jr/(i> n , la ecuacion (4.5.5) puede simplifi¬ 
carse como 


sen(7rri/T„)| 


R d = = 1 + 1 - v ' (4.5.6) 

(«st )o Tt tr/Tn 

El factor de respuesta de deformacion R d depende solo de t r /T n , la relacion entre el tiempo 
de elevation sobre el periodo natural. Una presentation grafica de esta relacion, como la de 
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Figura 4.5.2 Respuesta dinamica de un sistema de 1GDL no amortiguado a una fuerza escalonada 
con tiempo de crecimiento finito; la solucion estatica se muestra mediante lfneas discontinuas. 


la figura 4.5.3, se denomina espectro de respuesta para la fuerza escalonada con tiempo de 
crecimiento finito. 

Este espectro de respuesta caracteriza al problema por completo. En este caso, contie- 
ne informacion sobre la respuesta maxima normalizada, u,J(u st ) 0 , de todos los sistemas de 
1GDL (sin amortiguamiento) debida a cualquier fuerza escalonada p 0 con cualquier tiempo 
de elevacion t r . El espectro de respuesta permite algunas observaciones: 

1. Si t r < TJA (es decir, un tiempo de crecimiento relativamente corto), u 0 ~ 2(w st ) 0 , 
lo que implica que la estructura “ve” a esta excitacion como una fuerza aplicada de 
forma subita. 

2. Si t r > 3 T n (es decir, un tiempo de crecimiento relativamente largo), u„ ~ (w st ) 0 , lo 
que implica que esta excitacion afecta a la estructura como una fuerza estatica. 
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3. 


Si t r /T„ = 1, 2, 3, u„ = (w st )o> porque ii(t r ) = 0 al final de la fase de crecimiento 
de la fuerza y el sistema no oscila durante la fase de fuerza constante; vea la figura 


4.5.2. 



t r /T n = tiempo de crecimiento/periodo natural 


Figura 4.5.3 Espectro de respuesta para una fuerza escalonada con tiempo de crecimien¬ 
to finito. 


PARTE C: RESPUESTA A EXCITACIONES DE PULSO 

A continuation se considera una clase importante de excitaciones que constan de un solo 
pulso, como se muestra en la figura 4.6.1. Las presiones del aire generadas en una estructu- 
ra, debido a estallidos o explosiones, consisten esencialmente en un solo pulso y, por lo ge¬ 
neral, pueden idealizarse en formas simples, como las que se muestran en la parte izquierda 
de la figura 4.6.2. La dinamica de las estructuras sometidas a este tipo de excitaciones fue 
objeto de mucho trabajo durante las decadas de 1950 y 1960. 


Fuerza 



Tiempo 


Figura 4.6.1 Excitacion de un solo pulso. 


4.6 METODOS DE SOLUCION 

La respuesta del sistema a tales excitaciones de pulso no alcanza una condition de estado 
estacionario; es necesario considerar los efectos de las condiciones iniciales. La respuesta del 
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(a) 


Po 



Po - 


(b) 



p a sen ait 


■ t 





Figura 4.6.2 Expresion de una fuerza de pulso como una superposicion de funciones simples: 
(a) pulso rectangular; (b) pulso sinusoidal de medio ciclo; (c) pulso triangular. 


sistema a las excitaciones de pulso puede determinarse mediante alguno de los metodos de 
analisis: (1) el metodo clasico para resolver ecuaciones diferenciales, (2) la evaluation de la 
integral de Duhamel y (3) la expresion del pulso como la superposicion de dos o mas funcio¬ 
nes simples, para las que la soluciones de respuesta ya existen o bien son faciles de determinar. 

El ultimo de estos enfoques se ilustra en la figura 4.6.2 para tres fuerzas de pulso. Por 
ejemplo, el pulso rectangular es la funcion escalonada p x (t) mas la funcion escalonada p 2 (t ) 
de la misma amplitud, pero despues de que ha pasado un intervalo de tiempo t d . La res¬ 
puesta deseada es la suma de las respuestas a cada una de estas funciones escalonadas, y 
tales respuestas pueden determinarse con facilidad a partir de los resultados de la section 
4.3. Un pulso sinusoidal de medio ciclo es el resultado de sumar una funcion seno de am¬ 
plitud p a que inicia en t = 0 \p\{t) en la figura 4.6.2b] y otra fruition sinusoidal de la misma 
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frecuecia y amplitud pero que inicia en t = t d [p 2 (t ) en la figura 4.6.2b]. La respuesta deseada 
es la suma total (estado transitorio mas estable) de las respuestas a las dos fuerzas 
sinusoidales. las cuales se obtienen utilizando los resultados de la seccion 3.1. De manera 
similar, la respuesta al pulso triangular simetrico es la suma de las respuestas a las tres funcio- 
nes de crecimiento de la figura 4.6.2c; las respuestas individuales provienen de la seccion 4.4. 
Asf, el tercer metodo implica la adaptation y manipulation de resultados existentes para ob- 
tener la respuesta deseada. 

En la evaluation de la respuesta de los sistemas de 1GDL a las fuerzas de pulso se 
recomienda el uso del metodo clasico, puesto que esta estrechamente ligado a la dinamica 
del sistema. Cuando se emplea el metodo clasico, la respuesta a las fuerzas de pulso se de- 
termina en dos fases. La primera es la fase de la vibracion forzada, que abarca la duration 
de la excitation. La segunda es la fase de la vibracion fibre, que sigue hasta el final de la 
fuerza de pulso. Gran parte de la presentation trata sobre los sistemas sin amortiguamiento 
porque, como se muestra en la seccion 4.11, el amortiguamiento tiene poca influencia en la 
respuesta a las excitaciones de pulso. 


4.7 FUERZA DE PULSO RECTANGULAR 

Se inicia con el tipo de pulso mas sencillo, el pulso rectangular mostrado en la figura 4.7.1. 
La ecuacion a resolver es 

mu + ku = p{t) = | ^ ^ (4.7.1) 

con las condiciones de reposo iniciales: u( 0) = w(0) = 0. El analisis se organiza en dos 
fases. 

1. Fase de vibracion forzada. Durante esta fase, el sistema esta sometido a una fuerza 
escalonada. La respuesta del sistema esta dada por la ecuacion (4.3.2), que se repite aquf 
por conveniencia: 

u(t) 2irt 

- = 1 - cos co„t = 1 - cos — t < ta (4.7.2) 

(«st)o ' n 

2. Fase de vibracion libre. Despues de que la fuerza termina en tch el sistema experi- 
menta una vibracion libre, que se define al modificar en forma adecuada la ecuacion (2.1.3): 

u(t d ) 

u{t) = u{t d ) cosco„(t - t d ) + -sen co n (t — t d ) (4.7.3) 

0) n 

Pit) p 


t 

Figura 4.7.1 (a) Sistema de 1GDL; 

(b) fuerza de pulso rectangular. 



(a) (b) 
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Esta vibracion libre se inicia mediante el desplazamiento y la velocidad de la masa en el 
instante t = t d , que se determinan a partir de la ecuacion (4.7.2): 


u(t d ) = (n st ) 0 [l - coscoJd] u(t d ) = (u st )„co„ sen 0 ) n t d (4.7.4) 

Si se susdtuye esto en la ecuacion (4.7.3) resulta 


7 — — = (1 - coscoJd) cos oo„(t - t d ) + sen w n t d sen <o n (t - t d ) t> t d 

ririt )o 

que puede simplilicarse, utilizando una identidad trigonometric a, como 
u(t) 

- -— = COS (O n (t - t d ) - COS (O n t t > t d 

(«st )o 


La expresion de <o n = liz/T,, y el uso de identidades trigonometricas permiten reescribir 
estas ecuaciones de la forma 


u(t) 

( M st)o 


Ttt d 
sen- 


T n 


sen 



1 td\ 

2 Tn) 


t>td 


(4.7.5) 


Historia de la respuesta. La deformation normalizada u(t)/(u sl ) 0 dada por las 
ecuaciones (4.7.2) y (4.7.5) es una funcion de t/T„. Esta depende solo de t d /T n . la rela¬ 
tion de la duration del pulso sobre el periodo de vibracion natural del sistema, no por 
separado de t d o T n , y se representa mediante graficas en la figura 4.7.2 para varios valores 
de t d /T n . Tambien se muestra en lrneas discontinuas la solution estatica u st (t) = p(t)/k de- 
bida a p(t) en cada instante de tiempo. Se observa que la naturaleza de la respuesta varfa en 
gran medida tan solo por el cambio en la duration t d del pulso. No obstante, sin importar 
cuan larga sea la duration, la respuesta dinamica no se acerca a la solution estatica, debido 
a que la fuerza se aplica repentinamente. 

Mientras la fuerza se aplica a la estructura, el sistema oscila alrededor de la position 
desplazada, (n st ) 0 = p a /k , en su propio periodo natural T n . Despues de que el pulso ha 
terminado, el sistema oscila libremente alrededor de la position original de equilibrio en su 
periodo natural T n , sin decaimiento del movimiento debido a que el sistema no esta amorti 
guado. Si t d /T n = 1, 2, 3, ..., el sistema permanece todavfa en su configuration original 
no deformada durante la fase de vibracion libre, debido a que el desplazamiento y la velo¬ 
cidad de la masa son cero cuando la fuerza termina. 

Cada resultado de la respuesta en la figura 4.7.2 es aplicable a todas las combinacio- 
nes de sistemas y fuerzas con una razon t d /T„ fija. Sin embargo, en esta figura esta implfcita 
la suposicion de que el periodo natural T„ del sistema es constante y que la duration t d del 
impulso es variable. A1 modificar la escala de tiempo, los resultados pueden presentarse 
para un valor fijo de t d y valores variables de T n . 

Respuesta maxima. A continuation, se determina el valor maximo de la res¬ 
puesta en cada una de las dos fases (vibracion forzada y vibracion libre) por separado. El 
mayor de los dos maximos es la respuesta maxima global. 

El nil mem de maximos locales o picos que se desarrollan en la fase de vibracion 
forzada depende de t d /T n (figura 4.7.2); a medida que la duration del pulso se alarga, se 
producen mas picos. El primer pico se produce en t D = T n /2 con la deformation 


u 0 = 2(u st ), 


(4.7.6) 
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Figura 4.7.2 Respuesta dinamica de un sistema de 1GDL no amortiguado a una fuerza 
de pulso rectangular; la solucion estatica se muestra raediante lineas discontinuas. 


que es consistente con los resultados obtenidos en la seccion 4.3. Asf t d debe ser mas largo que 
TJ2 para que al menos se desarrolle un pico durante la fase de vibracion forzada. Si se 
desaiTolla mas de un pico durante esta fase, todos estos tendran el mismo valor y se produ¬ 
ction en t a = 3TJ2, 5T n /2, etcetera; lo que, de nuevo, es consistente con los resultados de 
la seccion 4.3. 

Como corolario, si t d es mas corto que TJ 2, no se desarrollara ningun pico durante la 
fase de vibracion forzada (figura 4.7.2), y la respuesta simplemente se construye desde cero 
hasta u(t d ). El desplazamiento al final del pulso esta dado por la ecuacion (4.7.4a), que se 
reescribe para enfatizar el parametro t d /T n \ 
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Respuesta a excitaciones arbitrarias, escalonadas y de pulso 


Capftulo 4 


u(td ) 


( M st)o 



(4.7.7) 


La deformacion maxima en la fase de vibracion forzada, ecuaciones (4.7.6) y (4.7.7), 
puede expresarse en terminos del factor amplification dinamica de deformacion: 


Up I 1 - cos(2nt d /T n ) t d /T n < \ 

(«st )o 1 2 td/Tn ^ \ 


(4.7.8) 


En la figura 4.7.3a esta relacion se muestra como “respuesta forzada”. 

En la fase de vibracion libre el sistema oscila en un movimiento armonico simple, 
dado por la ecuacion (4.7.3), con una amplitud 


u„ 


[u{t d )] 2 + 


u(t d ) 


(4.7.9) 


(a) 



Respuesta forzada 


Respuesta libre 


0 


td!T n 



Figura 4.7.3 Respuesta a una fuerza de pulso rectangular: (a) respuesta maxima durante 
las fases de vibracion forzada y vibracion libre; (b) espectro de choque. 














Seccion 4.7 Fuerza de pulso rectangular 141 

que despues de sustituir la ecuacion (4.7.4) y realizar cierta manipulation se convierte en 


U 0 2(M st ) 0 

El factor de amplification dinamica 


sen 


Tt t d 
T 

1 n 


Rh = 


( M st )o 


= 2 


sen 


7Ttd 


(4.7.10) 


(4.7.11) 


depende solo de t d /T n y, en la figura 4.7.3a, se muestra como “respuesta libre”. 

Una vez determinada la respuesta maxima en las fases de vibration forzada y libre, se 
determina el maximo global. En la figura 4.7.3a se muestra que si t d /T n > i, el maximo 
global es el pico (o picos porque todos son iguales) en u( f), mismo que se desarrolla durante 
la fase de vibration forzada, porque no sera superado en la vibration libre; vea la figura 
4.7.2 para t d /T n = 1.25. Esta observation tambien puede deducirse de los resultados mate- 
maticos: el R d de la ecuacion (4.7.11) para la fase de vibration libre nunca puede superar al 
R d = 2, ecuacion (4.7.8b), para la fase de vibration forzada. 

Si tdtT n < j, la figura 4.7.3a muestra que el maximo global es el pico (o picos por¬ 
que todos son iguales) en u(t), el cual se desarrolla durante la fase de vibration libre. En este 
caso, la respuesta durante la fase de vibration forzada se construye desde cero en t = 0 hasta 
u(t d ) al final del pulso, ecuacion (4.7.7), y u(t d ), dado por la ecuacion (4.7.4b), es positivo; 
vea la figura 4.7.2 para td/T n = i o Como resultado, el primer pico en vibration libre es 
mayor que u(t d ). 

Por ultimo, si td/T„ = i, la figura 4.7.3a muestra que el maximo global esta dado por 
la respuesta maxima forzada o bien por la respuesta maxima libre porque las dos son igua¬ 
les. El primer pico se produce justo al final de la fase de vibration forzada (figura 4.7.2), 
la velocidad u(t d ) = 0 y los picos en la vibration libre son los mismos que en u(t d ). Esta 
observation es consistente con las ecuaciones (4.7.8) y (4.7.11), puestos que ambos dan 
Rd = 2 por td/Tn = \- 

En resumen, el factor amplification dinamica de deformation que define la respuesta 
maxima absoluta es 


Rd = 


( M st)c 


(4.7.12) 


2 sen tt td/T n t d /T n <\ 

2 td/Tn > \ 

la relation de la duration del pulso sobre el 


Resulta claro que R d depende solo de t d /T n , 
periodo natural del sistema, y no por separado de t d o T„. Esta relation se muestra en la 
figura 4.7.3b. 

Tal grafica, que muestra la deformation maxima de un sistema de 1GDL como una 
funcion del periodo natural T„ del sistema (o un parametro relacionado), se denomina 
espectro de respuesta. Cuando la excitation es un pulso unico, tambien se usa el 
termino espectro de choque para el espectro de respuesta. Entonces, en la figura 4.7.3b se 
presenta el espectro de choque para una fuerza de pulso rectangular. El espectro de choque 
caracteriza al problema por completo. 

La deformation maxima de un sistema de 1GDL no amortiguado, que tiene un 
periodo natural T n , debida a una fuerza de pulso rectangular con amplitud p a y duration t d 
puede determinarse con facilidad si se conoce el espectro de choque para esta excitation. En 
correspondencia con la relation t d /T„, el factor de amplification dinamica de deformation 
R d se lee a partir del espectro, y la deformation maxima se calcula a partir de 
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Respuesta a excitaciones arbitrarias, escalonadas y de pulso Capftulo 4 


u 0 = ( u st ) 0 R d = —R d (4.7.13) 

k 

El valor maximo de la fuerza estatica equivalente (section 1.8.2) es 

fso=ku 0 =p 0 R d (4.7.14) 

es decir, la fuerza aplicada p 0 multiplicada por el factor de amplification dinamica de defor¬ 
mation. Como se menciono en la seccion 1.8.2, el analisis estatico de la estructura sometida 
a f So proporciona las fuerzas y los esfuerzos internos. 


Ejemplo 4.1 

Un edificio de un piso, idealizado como un marco de 12 pies de alto con dos columnas articuladas 
en la base y una viga rigida, tiene un periodo natural de 0.5 s. Cada columna es una seccion de ace- 
ro de patfn ancho, W8 X 18 del estandar estadounidense. Sus propiedades de flexion alrededor de 
su eje mayor son I x = 61.9 pulg 4 , S = IJc = 15.2 pulg 3 , E = 30,000 ksi. Si se desprecia el amorti- 
guamiento, determine la respuesta maxima de este marco debida a una fuerza de pulso rectangular 
con amplitud de 4 kips y duration t d = 0.2 s. Las cantidades de respuesta que interesan son el 
desplazamiento en la parte superior del marco y el esfuerzo de flexion maximo en las columnas. 

Solution 

1. Determinar R d . 


td 

Tn 


0.2 

05 


= 0.4 


R d = —— = 2 sen —— = 2sen(0.4jr) = 1.902 
( M St)o 7/J 


2. Determinar la rigidez lateral del marco. 


kco\ 


3EI 

u 


3(30,000)61.9 
(12 X 12) 3 


1.865 kips/pulg 


k = 2 X 1.865 = 3.73 kips/pulg 

3. Determinar ( u sl ) 0 . 

Po 4 

(w s t)o = — = - = 1-07 pulg 

k 3.73 P 6 

4. Determinar la deformacion dinamica maxima. 


Uo = (Mat )oRd = (1-07) (1.902) = 2.04 pulg 

5. Determinar el esfuerzo deflexion. Los momentos flexionantes que resultan en cada 
columna se muestran en la figura E4.1c. En la parte superior de la columna, el momento flexio- 
nante es mas grande y esta dado por 


3EI 

M =—u 0 


3(30,000)61.9 
(12 X 12) 2 


2.04 = 547.8 kip-pulg 


De manera alternativa, es posible encontrar el momento flexionante a partir de la fuerza estatica 
equivalente: 


fSo = PoRd = 4(1.902) = 7.61 kips 
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Figura E4.1 


Debido a que ambas columnas tienen secciones transversales y longitudes identicas, la fuerza 
f So se repartira por igual. El momento flexionante en la parte superior de la columna es 

fso ( 7.61 \ 

M = = ( — 112 X 12 = 547.8 kip-pulg 

El esfuerzo de flexion es mayor en la parte exterior de la parte superior de las columnas: 


a = 


M 

~S 


547.8 

15.2 


36.04 ksi 


La distribucion del esfuerzo se muestra en la figura E4.1d. 


4.8 FUERZA DE PULSO SINUSOIDAL DE MEDIO CICLO 


El siguiente pulso a considerar es una fuerza sinusoidal de medio ciclo (figura 4.8.1b). 
El procedimiento de analisis de la respuesta para este pulso es igual al desarrollado en la 
seccion 4.7 para un pulso rectangular, pero la deduccion matematica se vuelve un poco 
complicada. La solucion de la ecuacion gobemante 


mu + ku = p{t) 


p 0 sen(nt/t d ) t < t d 

0 t > td 


(4.8.1) 


con condiciones iniciales en reposo, se presenta por separado para ( 1 ) co = n/t d ^ u> n o 
td/T„ 7 ^ (2) co = co n o td/T„ = Para cada caso, el analisis se organiza en dos fases: la 

vibracion forzada y la vibracion libre. 



Figura 4.8.1 (a) Sistema de 1GDL; (b) fuerza 

de pulso sinusoidal de medio ciclo. 
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Respuesta a excitaciones arbitrarias, escalonadas y de pulso Capftulo 4 


Caso 1 :t d /T n ^ \ 


Fase de vibration forzada. La fuerza es igual a la fuerza armonica p(t') = p a sen co, 
considerado anteriormente con la frecuencia co = n/t d . La respuesta de un sistema de 1GDL 
no amortiguado a dicha fuerza esta dada por la ecuacion (3.1.6b) en terminos de a> y co n , 
las frecuencias de excitacion y natural. La frecuencia de excitacion co no es la forma mas 
significativa de caracterizar el pulso porque, a diferencia de una fuerza armonica, no es una 
funcion periodica. Una mejor caracterizacion es la duracion del pulso t d , a la cual se dara 
enfasis aqui. Si se usan las relaciones co = it/t d y co n = 2n/T „y se define (w st ) 0 = p a /k , como 
antes, la ecuacion (3.1.6b) se convierte en 

u(t) 1 

(Kst)o 1 - (T„/2t d ) 2 

Fase de vibration libre. Despues de que termina la fuerza de pulso, el sistema vibra 
libremente con su movimiento descrito por la ecuacion (4.7.3). El desplazamiento u(t d ) y la 
velocidad u{t d ) al final del pulso se determinan a partir de la ecuacion (4.8.2). Si se susti- 
tuye esto en la ecuacion (4.7.3), se utilizan identidades trigonometricas y se manipulan las 
cantidades matematicas, resulta 


/ T n t 

sen I 7T — I — — sen 2n — 

V td) 2 t d V T n 


t < t d (4.8.2) 


u(t) (T n /t d )cos(nt d /T n ) [ ft 1 t d \ 
(u st )o (T n /2t d ) 2 — 1 L \ T n 2 T„) 


t > t d (4.8.3) 


Caso 2: t d /T n = \ 


Fase de vibration forzada. Ahora, la respuesta forzada esta dada por la ecuacion 
(3.1.13b), que se repite aquf por conveniencia: 


ll(t) 

( w st)o 


1 

2 


2nt 2nt 2nt 

sen- —-cos- 

Tn Tn T n 


t <t d 


(4.8.4) 


Fase de vibration libre. Despues de que termina la fuerza de pulso en t = t d , inicia 
la vibracion libre del sistema mediante el desplazamiento u(t d ) y la velocidad u(t d ) al final 
de la fuerza de pulso. Estos se determinan a partir de la ecuacion (4.8.4) y son 


«fa) = f 

(list )o 2 


u(t d ) = 0 


(4.8.5) 


La segunda ecuacion implica que el desplazamiento en la fase de vibracion forzada alcanza 
su maximo al final de la fase. Al sustituir la ecuacion (4.8.5) en la ecuacion (4.7.3) se obtie- 
ne la respuesta del sistema despues de que el pulso ha terminado: 


u(t) 

(llst)a 


— cos 2n 
2 




t ^ t d 


(4.8.6) 


Historia de la respuesta. La variacion en el tiempo de la deformacion normali- 
zada, u(t)/(u st )o , dada por las ecuaciones (4.8.2) y (4.8.3), se representa mediante graficas en 
la figura 4.8.2 para varios valores de t d /T n . En el caso especial de t d /T n = 2, las ecuaciones 
(4.8.4) y (4.8.6) describen la respuesta del sistema, y estas tambien se grafican en la figura 
4.8.2. Se observa que la naturaleza de la respuesta varfa en gran medida solo con cambiar 
la duracion t d del pulso. En la figura 4.8.2, tambien se grafica lif t) = p(t)/k, la solucion 
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Figura 4.8.2 Respuesta dinamica de un sistema de 1GDL no amortiguado a una fuerza 
de pulso sinusoidal de medio ciclo; la solucion estatica se muestra mediante li'neas dis- 
continuas. 


estatica. La diferencia entre las dos curvas es una indication de los efectos dinamicos, que 
son pequenos para t d = 3 T n , porque esto implica que la fuerza varfa lentamente en relation 
con el periodo natural T n del sistema. 

La respuesta durante la fuerza de pulso contiene a las frecuencias coy co„y es posi- 
tiva por completo. Despues de que termina la fuerza de pulso, el sistema oscila libremen- 
te alrededor de su configuration no deformada con una amplitud constante por la falta 
de amortiguamiento. Si t d /T n = 1.5, 2.5, ..., la masa permanece quieta incluso despues de 
que termina la fuerza de pulso, porque tanto el desplazamiento como la velocidad de la 
masa son cero cuando esto ocurre. 
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Respuesta a excitaciones arbitrarias, escalonadas y de pulso Capftulo 4 


Respuesta maxima. A1 igual que en la section anterior, los valores maximos de 
respuesta en cada una de las dos fases, la vibracion forzada y la vibracion libre, se determi- 
nan por separado. El mayor de los dos maximos es la respuesta maxima absoluta. 

Durante la fase de vibracion forzada, el numero de picos o maximos locales que 
se desarrollan depende de t d /T n (figura 4.8.2); a medida que la duration del pulso se 
alarga, se producen mas picos. Los instantes de tiempo t 0 en los que ocurren los picos, 
se determinan al igualar a cero la velocidad asociada con u(t) de la ecuacion (4.8.2), lo que 
conduce a 


7T to 2 tT to 

cos- = cos- 

td T n 

Esta ecuacion se satisface con 


( to) I 


+21 

1+2 (t d /T n ) d 


I = 1, 2, 3, ... 


(4.8.7) 


donde los signos negativos (numerador y denominador) se asocian con los minimos locales 
y los signos positivos con los maximos locales. Asi, los maximos locales se producen en los 
instantes de tiempo 


(t 0 ) i = 


21 


-td 


1 = 1,2, 3, 


(4.8.8) 


1 + 2 (t d /T n ) 

Si bien esto proporciona un numero infinite) de valores (?„),, solo son relevantes aquellos 
que no exceden t d . Para t d /T n = 3, la ecuacion (4.8.8) da tres instantes de tiempo relevantes: 
to = f t d , | t d , y ( jt d \ I =4 proporciona t 0 = | t d , que no es valido porque excede a t d . Si 
en la ecuacion (4.8.2) se sustituyen los valores (/„), de la ecuacion (4.8.8), se obtiene el maximo 
local u a , que puede expresarse en terminos del factor de amplification dinamica de deformation: 


u 0 1 ( 2jtI T„ 2itl \ 

- = -- I sen- — — sen- ) 

(«st )o 1 _ (T n /2t d ) 2 V 1 +2t d /T n 2t d 1 + T n /2t d ) 


(4.8.9) 


En la figura 4.8.3a estos valores pico se muestran mediante graficas como una funcion de 
t d /T n . Para cada valor de t d /T„ se realizaron los calculos descritos con anterioridad y despues se 
repitieron para muchos valores de t d /T n . Si 0.5 < t d /T n < 1.5, solo se produce un pico, 1=1, 
durante la fuerza de pulso. Si t d /T„ > 1.5, se desarrolla un segundo pico, pero es mas pequeno 
que el primer pico si 1.5 < t d /T n < 2.5. Si t d /T n > 2.5, se desarrolla un tercer pico. El segundo 
pico es mas grande que el primero y tercer picos si 2.5 < t d /T n < 4.5. Por lo general, solo se 
prestara atencion al pico mas grande porque es el que controla el diseno del sistema. El espectro 
de choque para el pico mas grande de la respuesta forzada se muestra en la figura 4.8.3b. 

Si t d / T n < 1, no ocurre ningun pico durante la fase de vibracion forzada (figura 4.8.2). 
Esto se hace evidente al examinar el tiempo del primer pico, ecuacion (4.8.8), con 1=1: 


2 

ts) t si 

1 + 2 t d /T„ 

Si este t a excede a t d , y lo hace para toda t d < TJ 2, no se desarrolla ningun pico durante la 
fuerza de pulso; la respuesta se construye desde cero hasta u(t d ), que se obtiene al evaluar 
la ecuacion (4.8.2) en t = t d : 

u(t d ) T n /2t d ( t d \ 

(«st)o (T„/2t d ) 2 - 1 V T n) 


(4.8.10) 
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(a) 


(b) 


(c) 
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Figura 4.8.3 Respuesta a una fuerza de pulso sinusoidal de medio ciclo: 

(a) respuestas maximas durante la fase de vibracion forzada; (b) respuestas 
maximas durante las fases de vibracion forzada y libre; (c) espectro de choque. 


Esta es la respuesta maxima durante la fase de vibracion forzada, la cual define el factor de 
respuesta de deformacion en el rango 0 < td/T n < \ en la figura 4.8.3a y b. 

En la fase de la vibracion libre la respuesta de un sistema esta dada por la funcion 
sinusoidal de la ecuacion (4.8.3) y su amplitud es 

(T n /t d )cos(7Zt d /T n ) 


R d = 


(^st)o 


(TJ2t d ) 


2 _ 


(4.8.11) 
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Respuesta a excitaciones arbitrarias, escalonadas y de pulso Capftulo 4 


Esta ecuacion describe la respuesta maxima durante la fase de vibracion libre y se represen- 
ta en la figura 4.8.3b. 

Para el caso especial donde t d /T n = la respuesta maxima durante las fases de vibra¬ 
cion forzada y libre puede determinarse a partir de las ecuaciones (4.8.4) y (4.8.6), respec- 
tivamente; los dos maximos son iguales: 


R d 


Up 

( M st)o 


n 

2 


(4.8.12) 


La respuesta maxima global es el mayor de los dos maximos determinados por sepa- 
rado para las fases de vibracion forzada y libre. En la figura 4.8.3b se muestra que si t d > 
TJ 2, el maximo global es el pico mas grande que se desarrolla durante la fuerza de pulso. 
Por otro lado, si t d < T„/2, el maximo global esta dado por la respuesta pico durante la fase 
de la vibracion libre. Para el caso especial de t d = T n /2, como se ha mencionado anterior- 
mente, los dos maximos individuales son iguales. En la figura 4.8.3c, se grafica la respuesta 
maxima absoluta contra t d /T n \ para cada t d /T n , esta es la mayor de las dos graficas de la 
figura. 4.8.3b. Este es el espectro de choque para la fuerza sinusoidal de pulso de medio 
ciclo. Si esta disponible, la deformacion maxima y la fuerza estatica equivalente pueden 
determinarse con facilidad utilizando las ecuaciones (4.7.13) y (4.7.14). 


4.9 FUERZA DE PULSO TRIANGULAR SIMETRICA 

Considere ahora un sistema de 1GDL que en un principio esta en reposo y que se somete 
al pulso triangular simetrico mostrado en la figura 4.9.1. La respuesta de un sistema de 
1GDL no amortiguado a este pulso puede determinarse mediante cualquiera de los meto- 
dos mencionados en la seccion 4.6. Por ejemplo, el metodo clasico podrfa ser implemen- 
tado en tres fases distintas: 0 < t < t d /2, t d /2 < t < t d , y t > t d . Este metodo se utilizo en 
los apartados 4.8 y 4.9, porque esta estrechamente ligado a la dinamica del sistema, pero 
aquf se excluye por conveniencia. Tal vez, la forma mas facil de resolver el problema es 
expresar el pulso triangular como la superposicion de las tres funciones crecientes que se 
muestran en la figura 4.6.2c. La respuesta del sistema a cada una de estas funciones cre¬ 
cientes puede determinarse con facilidad mediante la adaptacion adecuada de la ecuacion 
(4.4.2) para reconocer la pendiente y el tiempo de inicio de cada una de las tres funciones 
crecientes. Estas tres respuestas individuales se suman para obtener la respuesta al pulso 
triangular simetrico. 



Figura 4.9.1 (a) Sistema de 1GDL; 

(b) fuerza de pulso triangular. 
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Figura 4.9.2 Respuesta dinamica de un sistema de 1GDL no amortiguado a una fuerza 
de pulso triangular; la solucion estatica se muestra mediante llneas discontinuas. 


El resultado final es 


u(t) 

(^st)o 



T 

1 n 

2nt d 


sen 2 :r — 
T 

- 1 n 


0 <t < - 
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2 


t 

1 - - + 
td 


T 

L n 

2 7tt d 
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2jt 
sen — 
T 

1 n 



sen 2 7t — 
T 

1 n 


2 


T„ f 2n ( 1 \ 2jt f 11 

—— 2sen — [t ~ -t d 1 — sen —(t— t d ) — sen2jr — 1 

|_ l n \ 2 J l n l n J J 



t^t d 


td 


(4.9.1a) 

(4.9.1b) 

(4.9.1c) 



















































150 


Respuesta a excitaciones arbitrarias, escalonadas y de pulso Capftulo 4 


En la figura 4.9.2 se muestra la variation respecto al tiempo de la deformation dinamica 
normalizada u(t)/(u sl ) 0 y de la solution estatica u st (t)/(u st ) 0 para varios valores de t d /T n . 
Se observa que los efectos dinamicos disminuyen a medida que la duration t d del pulso 
aumenta por encima de 2 T n . El primer pico se desarrolla justo al final del pulso si t d = 
TJ 2, durante el pulso si t d > TJ 2, y despues del pulso si 1 d < TJ 2. La respuesta maxi¬ 
ma durante la vibration fibre (figura 4.9.3a) se obtiene calculando el valor maximo de la 
ecuacion (4.9.1c). La grafica correspondiente de la respuesta maxima durante la fase 
de vibration forzada (figura 4.9.3a) se obtuvo buscando el mayor de los maximos locales 
de la ecuacion (4.9.1b), que siempre es mas grande que el valor maximo de la ecuacion 
(4.9.1a). 

La respuesta maxima absoluta es el mayor de los dos maximos determinados por se- 
parado para las fases de vibration forzada y fibre. La figura 4.9.3a muestra que si t d > TJ 2, 
el maximo global es el pico mas grande que se desarrolla durante la fuerza de pulso. Por 
otro lado, si t d < T n / 2, el maximo global es la respuesta pico durante la fase de vibration 
fibre y si t d = TJ2, las respuestas maximas forzada y fibre son iguales. En la figura 4.9.3b 
se grafica la respuesta maxima global contra t d /T n . Este es el espectro de choque para la 
fuerza de pulso triangular simetrica. 



Figura 4.9.3 Respuesta a una fuerza de pulso triangular: (a) respuesta maxima durante 
las fases de vibracion forzada y vibracion libre; (b) espectro de choque. 
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4.10 EFECTOS DE LA FORMA DEL PULSO Y ANALISIS 
APROXIMADO PARA LOS PULSOS CORTOS 


Los espectros de choque para los tres pulsos de formas rectangular, medio-ciclo sinusoidal 
y triangular, cada uno con el mismo valor de fuerza maxima p„, se presentan juntos en la 
figura 4.10.1. Como se muestra en las secciones anteriores, si la duracion del pulso t d es mas 
lai'ga que T n / 2, la deformacion maxima absoluta se produce durante el pulso. En ese caso, 
la forma del pulso tiene gran importancia. Para valores mas grandes de t d /T m este maximo 
global esta influenciado por la rapidez de la carga. El pulso rectangular, en el que la fuerza 
aumenta repentinamente de cero a p„, produce la mayor deformacion. El pulso triangular en 
el que el aumento de la fuerza es en un principio el mas lento de los tres pulsos, produce la 
menor deformacion. El pulso sinusoidal de medio ciclo, en el que la fuerza se incrementa 
inicialmente a una tasa intermedia, provoca una deformacion que para muchos valores de 
td/T n es mayor que la respuesta al pulso triangular. 

Si la duracion del pulso t d es mas corta que T„/2, la respuesta maxima absoluta del sis- 
tema se produce durante su fase de vibracion libre y esta controlada por la integral de tiempo 
del pulso. Esto puede demostrarse al considerar el caso limitante conforme t d /T n se aproxima 
a cero. A medida que la duracion del pulso se vuelve demasiado corta en comparacion con el 
periodo natural del sistema, se convierte en un impulso puro de magnitud 

1= f p{t) dt (4.10.1) 

Jo 


La respuesta del sistema a esta fuerza impulsiva es la respuesta del impulso unitario 
de la ecuacion (4.1.6) multiplicada por X: 


(A 


u(t) = X I -sen a>„t 

\jnco„ 


(4.10.2) 



Figura 4.10.1 Espectros de choque para tres pulsos de fuerza de igual amplitud. 















152 


Respuesta a excitaciones arbitrarias, escalonadas y de pulso Capftulo 4 


La deformation maxima, 


X Tin 
mo) n k T n 


(4.10.3) 


es proporcional a la magnitud del impulso. 

Asl, la deformacion maxima debida al impulso rectangular de magnitud X = p C) td es 


Mo n. td 

- =2n — 

(^st)o T n 

que, debido al pulso sinusoidal de medio ciclo con X = (2/n)p 0 t^ es 

Mo _ 4 td 

(^st)o X n 

y que, debido al pulso triangular de magnitud X = p 0 t d /2, es 


(4.10.4) 


(4.10.5) 


Up 

(^st)o 



(4.10.6) 


Estas soluciones de impulso puro, que varfan linealmente con t d /T n (figura 4.10.1), 
son exactas si t d /T n = 0; para todos los demas valores de t d , proporcionan un limite supe¬ 
rior a la deformacion maxima verdadera, debido a que el efecto del pulso se sobreestima al 
suponer que se concentra en t = 0 en vez de distribuirse entre 0 y t d . En el rango t d /T n < -j, 
la solution de impulso puro esta cerca de la respuesta exacta. Las dos soluciones difieren 
cada vez mas a medida que t d /T n aumenta hasta Para los valores grandes de tJT n , la de¬ 
formation alcanza su maximo global durante el pulso y la solution de impulso puro no es 
significativa porque supone que el maximo se produce en la vibration libre. 

Las observaciones anteriores sugieren que si la duration del pulso es mucho mas 
corta que el periodo natural, por ejemplo t d < TJA, la deformacion maxima debe estar 
controlada por el area del pulso, independientemente de su forma. Esta expectativa se 
confirma al considerar el pulso rectangular de amplitud p a / 2, el pulso triangular de ampli¬ 
tud y el pulso sinusoidal de medio ciclo con amplitud (n/A)p 0 ', estos tres pulsos tienen 
la misma area: \p a t d - Para estos tres pulsos, los espectros de choque, determinados por el 
escalamiento adecuado de las graficas de la figura 4.10.1, se presentan en la figura 4.10.2; 
observe que la cantidad graficada ahora es u a -r p a /k, donde p a es la amplitud del pulso 
triangular, pero no de los otros dos. La ecuacion (4.10.3) con X = \p 0 t d da el resultado 
aproximado 


Mo _ 

Po/k ^ T n 


(4.10.7) 


que tambien se muestra en la figura 4.10.2. Es evidente que para t d < TJA, la forma del 
pulso tiene poca influencia en la respuesta y esta puede determinarse utilizando solo el area 
del pulso. Esta conclusion es valida incluso si el pulso tiene una forma complicada. 
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Ejemplo 4.2 

El tanque lleno de agua del ejemplo 2.7, con 80 pies de altura, se somete a la fuerza p{t) que se 
muestra en la figura E4.2, causada por una explosion sobre el nivel de la tierra. Determine la fuer¬ 
za cortante basal maxima y el momento flexionante en la base de la torre que soporta al tanque. 


Solucion Para este tanque de agua, a partir del ejemplo 2.7, peso w = 100.03 kips, k = 8.2 
kips/pulg, T n = 1.12 s y f = 1.23%. La razon t d /T n = 0.08/1.12 = 0.071. Como t d /T n < 0.25, 
la funcion excitadora puede entenderse como un impulso puro de magnitud 

f 0m 0.02 

1 = / p{t) dt = - [0 + 2(40) + 2(16) + 2(4) + 0] = 1.2 kip-seg 

Jo 2 

donde la integral se calcula por la regia trapezoidal. Si se desprecia el efecto del amortigua- 
miento, el desplazamiento maximo es 


U Q 


Tin 
~k ~Tn 


(1.2)2;r 

( 8 . 2 )( 1 . 12 ) 


= 0.821 pulg 


La fuerza estatica equivalente/ So asociada con este desplazamiento es (a partir de la ecuacion 

1 . 8 . 1 ) 

fso = ku 0 = (8.2)0.821 = 6.73 kips 

Las fuerzas cortantes y los momentos flexionantes que resultan sobre la altura de la torre se 
muestran en la figura E4.2. La fuerza cortante basal y el momento en la base son V b = 6.73 
kips y M b = 538 kips-pie. 



Figura E4.2 
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4.11 EFECTOS DEL AMORTIGUAMIENTO VISCOSO 

Si la excitation es un pulso iinico. el efecto del amortiguamiento en la respuesta maxima 
no suele ser importante, a menos que el sistema tenga un gran amortiguamiento. Esto con- 
trasta con los resultados del capftulo 3, donde se observa que el amortiguamiento tiene una 
influencia importante en la respuesta maxima de los sistemas en estado estacionario a la 
excitation armonica en resonancia o cerca de ella. 

Por ejemplo, si la frecuencia de la excitation armonica es igual a la frecuencia natural 
del sistema, un aumento de diez veces de la fraction de amortiguamiento £, de 1% a 10%, 
resulta en una diminution de diez veces del factor de amplification dinamica de deforma¬ 
tion R d , de 50 a 5. El amortiguamiento es tan influyente debido a la energfa disipada acumulada 
en varios ciclos de vibration (el numero depende de f) antes de alcanzar el estado estacionario; 
vea las figuras 3.2.2, 3.2.3 y 3.2.4. 

En contraste, la energfa disipada por el amortiguamiento es pequena en los sistemas que 
se someten a excitaciones tipo pulso. Considere un sistema amortiguado viscosamente que se 




- 2-10 1 2 

UJ (« st )o 


(a) 


(b) 


Figura 4.11.1 (a) Respuesta de un sistema amortiguado (f = 0.1) a una fuerza de pulso 
sinusoidal de medio ciclo con t d / T n = 5 ; (b) diagrama de fuerza-deformacion que muestra 
la energia disipada en el amortiguamiento viscoso. 
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td I T„ 


Figura 4.11.2 Espectros de choque para una fuerza de pulso sinusoidal de medio ciclo 
con cinco valores de amortiguamiento. 


somete a un pulso sinusoidal de medio ciclo con td/T n = \ (lo que implica que co = co n ) y £ = 
0.1. La variacion de la deformacion con el tiempo (figura 4.11.1a) indica que la deformacion 
maxima (punto b) se alcanza al final del pulso, antes de la termination de un ciclo de vibration 
individual. El diagrama de fuerza-deformacion total (elastica mas amortiguamiento) de la figura 
4.11.1 b indica que antes de alcanzar la respuesta maxima, la energta disipada en el amortigua¬ 
miento viscoso es solo la pequena area sombreada multiplicada por p 2 0 /k. Ast, se espera que la 
influencia del amortiguamiento en la respuesta maxima sea pequena. 

Esta prediction se confirma mediante el espectro de choque para el pulso sinusoidal de 
medio ciclo que se presenta en la figura 4.11.2. Para £ = 0, este espectro es igual que el espectro 
de la figura 4.8.3c para sistemas no amortiguados. Con C, A 0 y para cada valor de t d /T n , se calcu- 
16 la respuesta dinamica del sistema amortiguado mediante un procedimiento numerico de tiem¬ 
po escalonado (capttulo 5) y se determino la deformacion maxima. En el caso en que el sistema 
se somete a un pulso sinusoidal de medio ciclo de duration t d = TJ 2, un aumento de la fraction 
de amortiguamiento de 1% a 10%, reduce la deformacion maxima en solo 12%. Ast, es posible 
obtener una estimation conservadora, aunque no excesiva, de la respuesta de muchas estructuras 
practicas con amortiguamiento a las excitaciones tipo pulso, si se desprecia el amortiguamiento 
y se utilizan los resultados anteriores para los sistemas no amortiguados. 


4.12 RESPUESTA AL MOVIMIENTO DEL SUELO 

El espectro de respuesta que caracteriza la respuesta maxima de los sistemas de 1GDL al 
movimiento del suelo u g (t ) puede determinarse a partir del espectro de respuesta a la fuer¬ 
za p(t) aplicada con la misma variacion de dempo que it „ (t). Esto es posible porque, como 
se muestra en la ecuacion (1.7.6), la aceleracion del suelo puede sustituirse por la fuerza 
efectiva,p c( (0 = -mii g {t). 

El espectro de respuesta a la fuerza aplicada p{t) es una grafica de R d = «„/(« st )„, don- 
de (w st ) 0 = p 0 /k, contra los parametros adecuados del sistema y la excitation: co/co n para la 
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excitation armonica y t d /T n para la excitation tipo pulso. Si se sustituye p„ por (p e f) 0 resulta 


(^st)o 


(Pef)o 


mu 


go 


* go 


k k ccfr 

donde u go es el valor maximo de ii g (t) y el signo negativo en p ef (Y) se elimina. Asi, 

u n 


Rd = 


a>lu 0 


(Msi)o 


(4.12.1) 


(4.12.2) 


*go 


Por lo tanto, los espectros de respuesta presentados en los capitulos 3 y 4 que muestran la 
respuesta u Q /(u st ) a debida a la fuerza aplicada, tambien dan la respuesta co\u 0 lu g0 al movi- 
miento del suelo. 

Para los sistemas no amortiguados sometidos al movimiento del suelo, las ecuaciones 
(1.7.4) y (1.7.3) indican que la aceleracion total de la masa se relaciona con la deformation 
a traves de ii’(t) = -wlu(f). Asf. los valores maximos de las dos respuestas estan relaciona- 
dos por u 1 = co^u Al sustituir en la ecuacion (4.12.2) se obtiene 


ii‘ 

Rd = (4.12.3) 

Ugo 

Asf, los espectros de respuesta anteriores que muestran la respuesta w„/((/ st )„ de los sistemas 
no amortiguados sometidos a una fuerza aplicada, tambien muestran la respuesta u r a /u go al 
movimiento del suelo. 

Como ejemplo, el espectro de respuesta de la figura 4.8.3c para una fuerza de pulso si¬ 
nusoidal de medio ciclo, tambien da los valores maximos de las respuestas cof t u 0 /u go y Ug/tigo 
debidas a la aceleracion del suelo descrita por un pulso sinusoidal de medio ciclo. 


Ejemplo 4.3 

Considere el modelo de 1GDL de un automovil, que se describe en el ejemplo 3.4, pasando 
sobre el tope de velocidad mostrado en la figura E4.3 a la velocidad v. Determine la fuerza 
maxima desarrollada en el resorte de suspension y la aceleracion vertical maxima de la masa si 
(a) v = 5 mph y (b) v = 10 mph. 


w = 4 kips 



Figura E4.3 
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Solucion 

1. Determinar los pardmetros del sistema y de la excitacion. 

4000 , 

m — - = 10.363 lb-s~/pulg 

386 

k = 800 lb/pulg 

a> n = 8.786 rad/s T n = 0.715 s 

v — 5 mph = 7.333 pies/s t d = —-— = 0.4091 s — = 0.572 

F 7.333 T n 

v = 10 mph = 14.666 pies/s t d = —-— = 0.2046 s — = 0.286 

14.666 T„ 

El desplazamiento vertical del suelo u g (t) = 6 se.n(jrt/t d ) para 0 < t < t d y es cero para t < 0 
y t > t d . Dos diferenciaciones conducen a una ecuacion de la aceleracion del suelo: ti g {t) = 
-(67T 2 /t 2 d )sen(nt/t d ) mas los terminos que contienen las funciones delta. Los ultimos terminos 
se deben al cambio de inclinacion en el perfil del suelo al principio y al final del tope de velo- 
cidad (figura E4.3). Como resultado, la aceleracion del suelo no es un pulso linico (en contraste 
con el desplazamiento del terreno). Por lo tanto, el metodo presentado en la seccion 4.12 no 
es aplicable a menos que estos ultimos terminos se excluyan, una aproximacion que puede ser 
apropiada a velocidades muy bajas. Tal solucion aproximada se presenta para ilustrar la aplica- 
cion del metodo. Con esta aproximacion, u go — 6* 2 /'2- 

2. Determinar R d para los valores de t d /T n superiores, a partly de la figura 4.11.2. 

_ I 1.015 v = 5 mph 

Kd ~ \ 0.639 v = 10 mph 

Por supuesto, R d no puede leerse con precision hasta tres o cuatro digitos significativos; estos 
valores se basan en los datos numericos utilizados en la grafica de la figura 4.11.2. 

3. Determinar lafuerza maxima, f So . 


u 0 


u 0 


fso 


Rd = 1-5 

0>n 



2 

Rd 


1 ' 5 ( o ^)} 015 = 4 ' 65pul8 

1 - 5 (si )“ 39 = 1L7pl,lg 


v = 5 mph 
v = 10 mph 


ku Q = 0.8 u 0 


(3.72 kips 
\9.37 kips 


v = 5 mph 
v = 10 mph 


Observe que la fuerza en la suspension es mucho mayor a la velocidad mas alta. La gran 
deformacion de la suspension sugiere que puede deformarse mas alia de su limite elastico 
lineal. 

4. Determinar la aceleracion maxima, Hg. La ecuacion (4.12.3) establece una relacion 
entre tig y R d que es exacta para los sistemas sin amortiguamiento pero es aproximada para los 
sistemas amortiguados. Estos resultados aproximados pueden obtenerse facilmente para este 
problema: 
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o tigoRd 9 R(i 


_ (0.4091) 2 _ 
6tt 2 


1.015 = 359.1 pulg/s 2 v = 5 mph 


(0.2046) 2 


0.639 = 903.7 pulg/s 2 v = 10 mph 


Observe que la aceleracion de la masa es mucho mayor a la velocidad mas alta; de hecho, su- 
pera lg, lo que indica que el modelo de 1GDL se levantarfa de la carretera. 

A fin de evaluar el error en la solucion aproximada para u‘ 0 , se obtuvo una solucion 
numerica de la ecuacion de movimiento, la cual proporciono un valor “exacto” de u' 0 = 422.7 
pulg/s 2 para v = 5 mph. 


LECTURAS ADICIONALES 


Ayre, R. S., “Transient Response to Step and Pulse Functions”, capitulo 8 en Shock and 
Vibration Handbook, 3a. ed. (ed. C. M. Harris), McGraw-Hill, Nueva York, 1988. 

Jacobsen, L. S. y Ayre, R. S., Engineering Vibrations, McGraw-Hill, Nueva York, 1958, 
capitulos 3 y 4. 


PROBLEMAS 


Parte A 


4.1 Demuestre que la deformacion maxima u a de un sistema de 1GDL debida a una fuerza de pulso 
unitaria, p(t) = 8(t), es 



Grafique este resultado como una funcion de f. Comente sobre la influencia del amortigua- 
miento en la respuesta maxima. 

4.2 Considere las respuestas de deformacion g(t) de un sistema de 1GDL a una funcion escalo- 
nada unitaria p(t) — 1, f > 0, y h{t) debida a un impulso unitario pit) = 8(f). Demuestre que 
Ht) = g(t). 

4.3 Un sistema de 1GDL no amortiguado se somete a una fuerza p(t) consistente en una secuencia 
de dos impulsos, cada uno de magnitud /, como se muestra en la figura P4.3. 

(a) Grafique la respuesta de desplazamiento del sistema para t c i/T n = g, ^ y 1. Para cada caso, 
muestre la respuesta a los impulsos individuales y la respuesta combinada. 
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P 



Figura P4.3 


(b) Grafique u a -t- (I/ma>„) como una funcion de t d /T„. Indique por separado el maximo que 
ocurre en t < t d y t > t d . Tal grafica se llama espectro de respuesta para esta excitation. 

4.4 Repita el problema 4.3 para el caso en que los dos impulsos actuan en la misma direction. 

4.5 (a) Demuestre que el movimiento de un sistema no amortiguado que inicia desde el repo- 
so debido a una fuerza p 0 aplicada repentinamente, la cual decae en forma exponencial a 
traves del tiempo (figura P4.5), es 

u(t ) 1 a ... 

- = -- — sen a> n t — cos a> n t + e 

(t<st)o 1 +a~/u>„ (tin 

Observe que a tiene las mismas unidades que a>„. 

(b) Grafique este movimiento para los valores seleccionados de «/&>„ = 0.01, 0.1 y 1.0. 

(c) Demuestre que la amplitud de estado estacionario es 

_ 1 

y/\ + a 2 /ml 

^Cuando se alcanza el movimiento de estado estacionario? 



Figura P4.5 


4.6 (a) Determine el movimiento de un sistema no amortiguado que inicia desde el reposo debido 

a la fuerza p{t) que se muestra en la figura P4.6; b > a. 

(b) Grafique el movimiento para b = 2a considerando tres valores de a/a> n = 0.05, 0.1 y 0.5. 



Figura P4.6 
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Parte B 

4.7 Utilice el metodo clasico para resolver ecuaciones diferenciales, deduzca la ecuacion (4.4.2), 
que describe la respuesta de un sistema de 1GDL no amortiguado a una fuerza linealmente 
creciente; las condiciones iniciales son u{ 0) = ri(0) = 0. 

4.8 Un ascensor se idealiza como un peso de masa m soportado por un resorte de rigidez k. Si el 
extremo superior del resorte empieza a moverse con una velocidad constante v, demuestre que 
la distancia u‘ a la que la masa se ha movido en el tiempo t esta regida por la ecuacion 

mu' + ku r = kvt 

Si el ascensor inicia desde el reposo, demuestre que el movimiento es 

t v 

u (f) = vt — — sen a> n t 

(On 

Grafique este resultado. 

4.9 (a) Determine la respuesta maxima de un sistema amortiguado de 1GDL a una fuerza escalonada. 
(b) Grafique la respuesta maxima como una funcion de la fraccion de amortiguamiento. 

4.10 La respuesta de deformacion de un sistema de 1GDL no amortiguado a una fuerza escalonada 
que tiene un tiempo de crecimiento finito, esta dada por las ecuaciones (4.5.2) y (4.5.4). De¬ 
duzca estos resultados utilizando la integral de Duhamel. 

4.11 Deduzca las ecuaciones (4.5.2) y (4.5.4) considerando la excitacion como la suma de dos fun- 
ciones crecientes (figura P4.ll). Para t < t n u(t) es la solucion de la ecuacion de movimiento 
para la primera funcion creciente. Para t > t r , u(t) es la suma de las respuestas a las dos funcio- 
nes crecientes. 



^P 2 (t) = -p„{t ~ t r )lt r Figura P4.ll 

4.12 El tanque de agua elevado de la figura P4.12 pesa 100.03 kips cuando esta lleno de agua. La torre 
tiene una rigidez lateral de 8.2 kips/pulg. Si la torre de agua se trata como un sistema de 1GDL, 
estime el desplazamiento lateral maximo debido a cada una de las dos fuerzas dinamicas mostra- 
das, sin hacer ningun analisis dinamico “exacto”. En vez de eso, utilice su comprension de como 
la respuesta maxima depende de la razon del tiempo de crecimiento sobre la fuerza aplicada, para 
el periodo de vibracion natural del sistema; desprecie el amortiguamiento. 

4.13 Un sistema de 1GDL con periodo de vibracion natural T„ se somete a una fuerza escalonada 
alternante (figura P4.13). Observe que p(t) es periodica con periodo T„. 

(a) Determine el desplazamiento como una funcion del tiempo; las condiciones iniciales son 

w( 0) = u( 0) = 0. 

(b) Grafique la respuesta. 
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p, kips 



Figura P4.12 



Figura P4.13 


(c) Demuestre que los picos de desplazamiento estan dados por u n /(u st ) 0 — (— 1)" l 2n, donde n 
es el numero de medios ciclos de p(l). 


Parte C 

4.14 Determine la respuesta de un sistema no amortiguado a una fuerza de pulso rectangular con 
amplitud p 0 y duracion t d , considerando el pulso como la superposicion de dos excitaciones 
escalonadas (figura 4.6.2). 

4.15 Use la integral de Duhamel para determinar la respuesta de un sistema no amortiguado a una 
fuerza de pulso rectangular con amplitud p 0 y duracion t d . 

4.16 Determine la respuesta de un sistema no amortiguado a una fuerza de pulso sinusoidal de me¬ 
dio ciclo con amplitud p 0 y duracion t d , considerando el pulso como la superposicion de dos 
excitaciones sinusoidales (figura 4.6.2); t d /T n # 

4.17 El edificio de un piso del ejemplo 4.1 se modifica de modo que las columnas estan fijas en la 
base en vez de articuladas. Para la misma excitation, determine el desplazamiento maximo en 
la parte superior del marco y el esfuerzo flexionante maximo en las columnas. Comente acerca 
del efecto de la fijacion en la base. 
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4.18 Determine la respuesta maxima del marco del ejemplo 4.1 a una fuerza de pulso sinusoidal 
de medio ciclo con amplitud p 0 = 5 kips y duracion t d = 0.25 s. Las cantidades de respuesta de 
interes son: el desplazamiento en la parte superior del marco y el esfuerzo flexionante maximo 
en las columnas. 

4.19 Un sistema de 1GDL no amortiguado se somete a una fuerza de pulso sinusoidal de ciclo com¬ 
plete (figura P4.19). 

(a) Deduzca las ecuaciones que describen u(t) durante las fases de vibracion forzada y libre. 

(b) Grafique la respuesta u(t)/(u st ) 0 contra t/T n para varios valores de t d /T„\ en las mismas 
graficas, muestre la respuesta estatica u st (t)/(u st ) 0 . 

(c) Determine la respuesta pico u„, definida como el maximo de los valores absolutos de u(t), 
durante (i) la fase de vibracion forzada y (ii) la fase de vibracion libre. 

(d) Grafique R d = u 0 /(u st ) 0 para cada una de las dos fases en funcion de t d /T n . 

(e) Grafique el espectro de choque. 



Figura P4.19 


4.20 Deduzca las ecuaciones (4.9.1) para la respuesta de desplazamiento de un sistema de 1GDL no 
amortiguado a un pulso triangular simetrico, considerando al pulso como la superposition de 
tres funciones crecientes (figura 4.6.2). 

4.21 Un sistema no amortiguado se somete al pulso triangular de la figura P4.21. 

(a) Demuestre que la respuesta de desplazamiento es 


u(t) 


t I (T n \ 2 nt 
— — — — sen- 

t d 27r \td J T n 


0 < t < G 


(Ust)o 


2n 

cos —(t 
T n 


td)+ 2.n 



2jt 

sen — (t - t d ) ~ 
In 


i 

2jt 



t >t d 


Grafique la respuesta para los dos valores de t d /T n — ^ y 2. 

(b) Deduzca las ecuaciones para el factor de amplificacion dinamica de deformacion R d duran¬ 
te (i) la fase de vibracion forzada y (ii) la fase de vibracion libre. 

(c) Grafique R d para las dos fases contra t d /T n . Tambien grafique el espectro de choque. 



t 


Figura P4.21 
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4.22 Deduzca las ecuaciones para la deformacion u(t) de un sistema de 1GDL no amortiguado debi- 
da a la fuerza p(t) que se muestra en la figura P4.22, para cada uno de los intervalos de tiempo 
siguientes: t < t h t\ < t < 2?!, 2t l < t < 3^ y t > 3fi. 


4.23 



Un sistema de 1GDL se somete a la fuerza mostrada en la figura P4.22. Determine la respuesta 
maxima durante la vibracion fibre del sistema y el instante de tiempo en que se produce el 
primer pico. 


4.24 A fin de determinar la respuesta maxima de un sistema de 1GDL no amortiguado a la fuerza de 
la figura P4.22, para un determinado valor de t d /T n , donde t d = 3t,; es necesario identificar el 
intervalo de tiempo entre los cuatro rangos mencionados en el problema 4.22, durante el cual 
ocurrira la respuesta maxima global, para despues encontrar el valor de ese maximo. Tales anali- 
sis tendrfan que repetirse para muchos valores de t d /T n a fin de determinar el espectro de choque 
completo. Obviamente esto requiere mucho tiempo, pero es necesario si se desea determinar el 
espectro de choque completo. Sin embargo, el espectro para valores pequenos de t d /T n puede 
determinarse si se trata la fuerza como un impulso. Determine el espectro de choque por medio 
de este enfoque y grafiquelo. ^Cual es el error de este resultado aproximado para t d /T n = 

4.25 (a) Determine la respuesta de un sistema de 1GDL no amortiguado a la fuerza que se muestra 


en la figura P4.25, para cada uno de los intervalos de tiempo siguientes: (i) 0 < t < t d /2, (ii) 
tj2 < t < t d y (iii) t > t d . Suponga que u( 0) = ii(0) = 0. 

(b) Determine la respuesta maxima u 0 durante la vibracion fibre del sistema. Grafique el factor 
de amplification dinamica de deformacion R d = u 0 /(u st ) 0 como una funcion de t d /T„ en el 
rango 0 < t d /T n < 4. 

(c) Si t d <k T„, (da respuesta maxima puede determinarse tratando a la fuerza aplicada como un 
impulso puro? Fundamente su respuesta. 


4.26 



Figura P4.25 


El tanque de agua con 80 pies de altura de los ejemplos 2.6 y 2.7 se somete a la fuerza pit) mos¬ 
trada en la figura E4.2a. En el ejemplo 4.2 se determino la respuesta maxima de la estructura 
con el deposito lleno (peso = 100.03 kips). 

(a) Si el tanque esta vacio (peso = 20.03 kips), calcule la fuerza cortante basal y el momento 
flexionante en la base de la torre que soporta al tanque. 

(b) Compare estos resultados con los obtenidos para el deposito lleno (ejemplo 4.2) y comente 
acerca del efecto que tiene la masa sobre la respuesta a las fuerzas impulsivas. Explique su 
razonamiento. 
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Evaluacion numerica 
de la respuesta dinamica 


AVANCE 

Por lo general, la solution analftica de la ecuacion de movimiento para un sistema de un 
solo grado de libertad no es posible si la excitation [fuerza pit) o aceleracion del terreno 
iig(t)] varfa arbitrariamente con el tiempo o si el sistema no es lineal. Tales problemas pue- 
den abordarse mediante metodos numericos paso a paso en el tiempo para la integration de 
ecuaciones diferenciales. Existe una gran cantidad de information, incluyendo los capitulos 
mas importantes de varios libros, sobre estos metodos para resolver distintos tipos de ecua- 
ciones diferenciales que se presentan en el area general de la mecanica aplicada. Esta infor¬ 
mation incluye el desarrollo matematico de estos metodos, su precision, su convergencia y 
sus propiedades de estabilidad, asf como sus aplicaciones computacionales. 

Aqui se incluye solo una breve presentation de algunos metodos que son muy utiles 
en el analisis de la respuesta dinamica de los sistemas de 1GDL. Esta presentation tiene por 
objeto proporcionar solo los conceptos basicos que sustentan a estos metodos y presentar 
unos cuantos algoritmos computacionales. Aunque esto sea suficiente para muchos proble¬ 
mas practicos y aplicaciones de investigation, el lector debe reconocer que existe una gran 
cantidad de estudios sobre este tema. 


5.1 METODOS PASO A PASO EN EL TIEMPO 

Para un sistema inelastico, la ecuacion de movimiento que debe resolverse de manera nu¬ 
merica es 

mil + cii + fs(u) = pit) o — mu g (t ) (5.1.1) 

sometida a las condiciones iniciales 

no = u{ 0) it o = m(0) 
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Se supone que el sistema tiene un amortiguamiento viscoso lineal, pero podrfan conside¬ 
rate otras formas de amortiguamiento, incluyendo el amortiguamiento no lineal, como 
sera evidente mas adelante. Sin embargo, esto se hace muy pocas veces debido a la falta de 
informacion sobre el amortiguamiento, especialmente para grandes amplitudes del movi- 
mientos. La fuerza aplicada p(t) esta dada por un conjunto de valores discretos p t = 
i = 0 a N (figura 5.1.1). El intervalo de tiempo 

A ti=t i+l -ti (5.1.2) 

suele tomarse como constante, aunque esto no es necesario. La respuesta se determina en 
los instantes de tiempo discretos indicados como el tiempo i; el desplazamiento, la velo- 
cidad y la aceleracion del sistema de 1GDL son u h iii y ip, respectivamente. Estos valores, 
que se suponen conocidos, satisfacen la ecuacion (5.1.1) en el instante i: 

mtii + ciij + ( f s )i = pi (5.1.3) 

donde (/ s ), es la fuerza restauradora en el momento ;; (f s ) l = ku, para un sistema elastico 
lineal, pero si el sistema fuera no lineal, dependerfa de la historia previa del desplazamien¬ 
to y de la velocidad en el instante i. Los procedimientos numericos que se presentaran 
permiten determinar las cantidades de respuesta m,+i, m,+i y ii i+] en el instante i + 1, que 


P 



U 



Figura 5.1.1 Notation para los metodos de paso a paso en el tiempo. 
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satisfacen la ecuacion (5.1.1) en el tiempo i + 1: 

miii+i + cn,+i + (fs)i+ i = Pi+ i (5.1.4) 

Cuando se aplica sucesivamente con i = 0, 1, 2, 3, el procedimiento paso a paso en el 
tiempo proporciona la respuesta deseada en todos los instantes de tiempo i = 1, 2, 3, ... 
Las condiciones iniciales conocidas, u 0 = u( 0) y u o = n(0), proporcionan la informacion 
necesaria para iniciar el proceso. 

La realization de un paso de tiempo desde i hasta i + 1 no suele ser un procedimiento 
exacto. Existen muchos procedimientos posibles que se implementan de forma numerica. 
Los tres requisitos importantes para un procedimiento numerico son (1) la convergencia (a 
medida que disminuye el paso de tiempo, la solucion numerica debe acercarse a la solucion 
exacta), (2) la estabilidad (la solucion numerica debe ser estable en la presencia de errores 
numericos de redondeo), y (3) la precision (el procedimiento numerico debe proportional' 
resultados que esten lo suficientemente cerca a la solucion exacta). Estos aspectos impor¬ 
tantes se discuten brevemente en el presente libro; existen tratamientos completos disponi- 
bles en otros textos que destacan la solucion numerica de ecuaciones diferenciales. 

En este capitulo se presentan tres tipos de procedimientos paso a paso en el tiempo: 
(1) los metodos basados en la interpolacion de la funcion de excitacion, (2) los metodos 
basados en expresiones de diferencias finitas de la velocidad y la aceleracion, y (3) los me¬ 
todos basados en la variation supuesta de la aceleracion. Para las dos primeras categories se 
presenta un solo metodo, mientras que para el tercer grupo se estudian dos. 


5.2 METODOS BASADOS EN LA INTERPOLACION DE LA EXCITACION 

En el caso de los sistemas lineales es posible desarrollar un procedimiento numerico muy 
eficiente mediante la interpolacion de la excitacion en cada intervalo de tiempo y el desa- 
rrollo de la solucion exacta usando los metodos del capitulo 4. Si los intervalos de tiempo 
son cortos, la interpolacion lineal es satisfactoria. En la figura 5.2.1 se muestra que durante 
el intervalo de tiempo ti ^ t < t i+ 1, la funcion de excitacion esta dada por 

p(x) = pi + (5.2.1a) 

At; 


P 



T 


Figura 5.2.1 Notacion para una excitacion 
interpolada linealmente. 
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donde 

A Pi = p i+ 1 - Pi (5.2.1b) 


y la variable de tiempo r varfa de 0 a Af,. Por simplicidad algebraica, se consideran primero 
los sistemas sin amortiguamiento; mas tarde, el procedimiento se ampliara para incluir este 
parametro. La ecuacion a resolver es 


mu + ku 


= Pi 


+ 


A Pi 
A ti 


(5.2.2) 


sometida a las condiciones iniciales n(0) = u, y //(()) = La respuesta ii(r') durante el 
intervalo de tiempo 0 < r < At, es la suma de tres partes: (1) la vibracion libre debida al 
desplazamiento inicial u t y la velocidad m,- en r = 0, (2) la respuesta a la fuerza de paso 
Pi con condiciones iniciales nulas y (3) la respuesta a la fuerza incremental (A/?,/At,)T con 
condiciones iniciales nulas. Al adaptar las soluciones disponibles para estos tres casos en 
los puntos 2.1, 4.3 y 4.4, respectivamente, se obtiene 


iii pi A pi 

m(t) = Uj cos co„r + —sen<w„r + —(1 — cos&>„r) +-I - — 


co n k 

y la diferenciacion de u(x) conduce a 


sen co n x 


Atj co n A tj 


(5.2.3a) 


m(t) Uj pj A pi 1 

- = —Uj sen co n x + —cos<y„r + —senco„r +-(1 — cos<y„r) (5.2.3b) 

co n u> n k k co n Atj 


Si se evaluan estas ecuaciones en r = At,, se obtiene el desplazamiento u i+l y velocidad 
iij+ 1 en el instante i + 1: 

Uj 

Uj +1 = Uj cos(ftj„ At,) + — sen(cu„ At,) 

(tin 

+ ^-[1 — cos (co n Ati)] + - [co n Atj — sen(&>„ A^)] (5.2.4a) 

k k co n Ati 

U-i+l Mj 

- = Uj sen(a>„ Atj) + — cos (co n Atj ) 

0) n 0) n 

+ ti- sen(&)„ Atj) + —ti -[l - cos(m„ At,)] (5.2.4b) 

k k co„ Atj 

Estas ecuaciones pueden reescribirse despues de sustituir la ecuacion (5.2.1b) como formu¬ 
las de recurrencia: 

Uj +1 = Auj + Biij + Cpi + Dpj +1 (5.2.5a) 

iii+i = A’uj + B'iij + C' pj + D' pi +i (5.2.5b) 


Al repctir la deduccion anterior para los sistemas amortiguados por debajo del nivel crftico 
(es decir, £ < 1), se observa que las ecuaciones (5.2.5) tambien son aplicables a los sistemas 
amortiguados con las expresiones para los coeficientes A, B. ... . D' dadas en la tabla 5.2.1. Los 
coeficientes dependen de los parametros del sistema o>„, k y f, y del intervalo de tiempo At = At,. 

Como las formulas de recurrencia provienen de la solucion exacta de la ecuacion de 
movimiento, la unica restriccion en el tamano del paso de tiempo At es que permita una 
aproximacion cercana a la funcion de excitacion y que proporcione resultados de respuesta 
en intervalos de tiempo lo suficientemente cercanos de manera que no se pierdan los picos de 
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TABLA 5.2.1 COEFICIENTES EN LAS FORMULAS DE RECURRENCIA (f < 1) 

A = e~ c,u>n At ( ---sen cod At + cos cod At I 

Vv'W 1 / 


B = e ^ Wn At (-sen cod At 

WD 


C = - 


1 


k co„ At 


+ e 


a t 


1 - It ; 2 £ \ ( 2 £ 

sen am At — I 1 +- cos cod At 


u>D At _ £-2 


(On At 


D = - 


1 - + e~ (n - At (— - - sen co D At + _ CO s« D At 

co n At \ cod At co n At 


A'= ( —— sen cod At 

\v^F ; 


/= Af 


B'=e 


cos cod At — —-=^= sen cod At 


C'= - | + e -f®» Ar 
k I Af 


/ 

( C0 n f \ 1 

I — , +- . sen cod At + — cos cod At 

A f/r^F/ 


D'= 


k At 


1 — e t ' a>n Ar ( — ^ sen cod At + cos cod At 

/ 


la respuesta. Este procedimiento numerico es de gran utilidad cuando la excitacion se define 
en intervalos de tiempo espaciados de tal forma (como en la aceleracion del suelo en un sis- 
mo) que la interpolacion lineal es en esencia perfecta. Si el paso de tiempo At es constante, 
los coeficientes A, B, .... D’ necesitan calcularse solo una vez. 

La solucion exacta de la ecuacion de movimiento necesaria en este procedimiento 
numerico es factible solo para los sistemas lineales. Esta convenientemente desarrollada 
para los sistemas de 1GDL, como se mostro con anterioridad, pero no serfa practica para 
los sistemas de VGDL a menos que su respuesta se obtenga mediante la superposicion de 
respuestas modales (capitulos 12 y 13). 

Ejemplo 5.1 

Un sistema de 1GDL tiene las propiedades siguientes: m = 0.2533 kip-s 2 /pulg, k= 10 kips/pulg, 
T n = 1 s (co n = 6.283 rad/s) y £ = 0.05. Determine la respuesta u(t) de este sistema para la p{t) 
definida por la fuerza de pulso sinusoidal de medio ciclo que se muestra en la figura E5.1, (a) 
mediante la interpolacion lineal por partes de p(t) con Af = 0.1 s y (b) mediante la evaluacion 
de la solucion teorica. 

Solucion 

1. Calculos initiates 

Ar = o %91 WD = a)ny J l _ j.2 = 6 215 

sen cod At = 0.5871 cos cod At = 0.8095 
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p, kips 



Figura E5.1 


Si se sustituye esto en la tabla 5.2.1, resulta 


A 

= 0.8129 

B 

= 0.09067 

C 

= 0.01236 

D 

= 0.006352 

A' 

= -3.5795 

B' 

= 0.7559 

c 

= 0.1709 

D' 

= 0.1871 


2. Aplicar las ecuaciones de recurrencia (5.2.5). Los calculos resultantes se resumen 
en las tablas E5.1ay E5.1b. 


TABLA E5.1a SOLUCION NUMERICA USANDO LA INTERPOLACION LINEAL DE LA EXCITACION 


u 

Pi 

Cpi 

Dpi+ 1 

Biij 

Ui 

Auj 

Ui 

m, teorica 

0.0 

0.0000 

0.0000 

0.0318 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.1 

5.0000 

0.0618 

0.0550 

0.0848 

0.9354 

0.0258 

0.0318 

0.0328 

0.2 

8.6602 

0.1070 

0.0635 

0.2782 

3.0679 

0.1849 

0.2274 

0.2332 

0.3 

10.0000 

0.1236 

0.0550 

0.4403 

4.8558 

0.5150 

0.6336 

0.6487 

0.4 

8.6603 

0.1070 

0.0318 

0.4290 

4.7318 

0.9218 

1.1339 

1.1605 

0.5 

5.0000 

0.0618 

0.0000 

0.1753 

1.9336 

1.2109 

1.4896 

1.5241 

0.6 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

-0.2735 

-3.0159 

1.1771 

1.4480 

1.4814 

0.7 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

-0.6767 

-7.4631 

0.7346 

0.9037 

0.9245 

0.8 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

-0.8048 

-8.8765 

0.0471 

0.0579 

0.0593 

0.9 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

-0.6272 

-6.9177 

-0.6160 

-0.7577 

-0.7751 

1.0 

0.0000 




-2.5171 


-1.2432 

-1.2718 


3. Calcular la respuesta teorica. La ecuacion (3.2.5), valida para t < 0.6 s, la ecuacion 
(2.2.4), modificada adecuadamente pai'a ser valida en(> 0.6 s, y las derivadas de estas dos 
ecuaciones se evaluan en cada f,; los resultados se proporcionan en las tablas E5.1a y E5.1b. 

4. Verificar la exactitud de los resultados numericos. La solucion numerica basada en 
la interpolation lineal por partes de la excitation coincide bastante bien con la solucion teo¬ 
rica. La discrepancia surge porque la curva sinusoidal de medio ciclo se sustituyo por la serie 
de lineas rectas que se muestran en la figura E5.1. Con un At mas pequeno, la aproximacion 
lineal por partes estarfa mas cerca de la curva sinusoidal de medio ciclo y la solucion numerica 
seria mas exacta. 
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TABLA E5.1 b SOLUCION NUMERICA USANDO LA INTERPOLACION LINEAL DE LA EXCITACION 


u 

Pi 

C'pi 

D'Pi + i 

A'uj 

Ui 

B'iij 

Ui 

Ui teorica 

0.0 

0.0000 

0.0000 

0.9354 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.1 

5.0000 

0.8544 

1.6201 

-0.1137 

0.0318 

0.7071 

0.9354 

0.9567 

0.2 

8.6602 

1.4799 

1.8707 

-0.8140 

0.2274 

2.3192 

3.0679 

3.1383 

0.3 

10.0000 

1.7088 

1.6201 

-2.2679 

0.6336 

3.6708 

4.8558 

4.9674 

0.4 

8.6603 

1.4799 

0.9354 

-4.0588 

1.1339 

3.5771 

4.7318 

4.8408 

0.5 

5.0000 

0.8544 

0.0000 

-5.3320 

1.4896 

1.4617 

1.9336 

1.9783 

0.6 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

-5.1832 

1.4480 

-2.2799 

-3.0159 

-3.0848 

0.7 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

-3.2347 

0.9037 

-5.6418 

-7.4631 

-7.6346 

0.8 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

-0.2074 

0.0579 

-6.7103 

-8.8765 

-9.0808 

0.9 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

2.7124 

-0.7577 

-5.2295 

-6.9177 

-7.0771 

1.0 

0.0000 




-1.2432 


-2.5171 

-2.5754 


5.3 METODO DE LA DIFERENCIA CENTRAL 


Este metodo se basa en una aproximacion por diferencias finitas de las derivadas temporales 
del desplazamiento (es decir, la velocidad y la aceleracion). Si se toman pasos de tiempo 
constantes, At, = At, las expresiones de diferencias centrales para la velocidad y la acele¬ 
racion en el tiempo i son 


Ui 


Ui +1 u i -1 

2 At 


Ui 


Uj +1 - 2 Uj + Ui -1 

(At) 2 


(5.3.1) 


A1 sustituir estas expresiones aproximadas para la velocidad y la aceleracion en la ecuacion 
(5.1.3), especificada para sistemas elastico lineales, resulta 


M-i+l 2lii “L Uj —l H / ) ] Llj — i 
m -———- + c -—-+ ku[ = pi 


(At) 2 


2At 


(5.3.2) 


En esta ecuacion, u, y n,_i ya se conocen (a partir de la aplicacion del procedimiento 
para los pasos de tiempo anteriores). La transferencia de estas cantidades conocidas al lado 
derecho conduce a 


o 


donde 


y 


m c 

(At) 2 2At 


m 

c 

Ui-\ ~ 

2m 

k — 

L(At) 2 

2At _ 

[ (At) 2 J 


ku i+ 1 = pi 

m c 

' (At) 2 2A t 


m 

c 

Ui-l ~ 

2m 

.(At) 2 

2At _ 

i (At) 2 . 


(5.3.3) 

(5.3.4) 

(5.3.5) 


Pi = Pi ~ 


(5.3.6) 
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TABLA 5.3.1 METODO DE LA DIFERENCIA CENTRALt 


1.0 Calculos iniciales 

.. P0 ~ cuo ~ kuo 

1.1 u o — -. 

m 

„ . (At) 2 .. 

1.2 u — ] — uq — At uq + —-— uq. 

„ m c 

1.3 k= -^ + 


1.4 a = 


(At) 2 2 At' 

m c 


(At) 2 2 At' 


1.5 b = k- 


2m 


(At ) 2 ' 

2.0 Calculos para el tiempo de paso i 
2.1 pj = pi — aui -1 — buj. 

Pi 


2.2 uj+i = —. 


2.3 Si es necesario: (i; = 


Uj + \ Uj — \ 

2At 


+1 - 2 uj + Uj -1 

(At) 2 


3.0 Repeticion para el proximo paso de tiempo 


Reemplace i por i + 1 y repita los pasos 2.1, 2.2 y 2.3 para el siguiente 
paso de tiempo. 


+ Si la excitacion es la aceleracion del terreno ii g (t), de acuerdo con la ecuacion (1.7.6), 
reemplace p t por —mu gj en la tabla 5.3.1. Las u b u, y m, calculadas, dan los valores de la 
respuesta respecto al terreno. Si es necesario, la velocidad y la aceleracion totales pueden 
calcularse facilmente: iii = iq + u g i y w', = if + u gi . 


Entonces, la incognita u l+ , esta dada por 

_ Pi 

u i +1-r- 

k 


(5.3.7) 


La solucion u j+l en el tiempo i + 1 se determina a partir de la condicion de equilibrio, ecua¬ 
cion (5.1.3), en el tiempo i sin usar la condicion de equilibrio, ecuacion (5.1.4), en el tiempo 
i + 1. Estos metodos se denominan metodos explicitos. 

Observe que en la ecuacion (5.3.6) se usan los desplazamientos conocidos u, y , 
para calcular u i+l . Por lo tanto, se requieren u 0 y it _, para determinar np el desplazamiento 
inicial u 0 especificado ya se conoce. En la determinacion de //_, se especifica la ecuacion 
(5.3.1) para i = 0, a fin de obtener 


U 0 = 


U 1 — U -1 

2A t 


a o = 


u\ — 2 uq + u-\ 

(At) 2 


(5.3.8) 


Si se despeja //, de la primera ecuacion y se sustituye en la segunda, resulta 


U -1 


— Uq — At (uq) + 



(5.3.9) 
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El desplazamiento inicial u 0 y la velocidad inicial uq estan dados y la ecuacion de movi- 
miento en el tiempo 0 (t 0 = 0), 

mil o + cuq + kilo = Po 


proporciona la aceleracion en el tiempo 0: 


n 0 = 


po — cuq — kuo 
m 


(5.3.10) 


La tabla 5.3.1 resume el procedimiento ya antes descrito, tal y como podrfa implementarse 
en una computadora. 

El metodo de la diferencia central podrfa “fallar”, dando resultados sin sentido, de- 
bido al redondeo numerico si el paso de tiempo elegido no es lo suficientemente corto. El 
requisito especifico para su estabilidad es 


At 1 
— < — 



(5.3.11) 


Esto nunca es una limitacion para los sistemas de 1GDL debido a que es necesario elegir un 
paso de tiempo mucho mas pequeno si se desea obtener resultados exactos. Por lo regular, 
A t/T„ < 0.1 para definir la respuesta adecuadamente, y en la mayorfa de los analisis de 
respuestas ante sismos se elige un paso de tiempo aun mas corto (generalmente A? = 0.01 a 
0.02 s) para definir la aceleracion del terreno iig(t) con precision. 


Ejemplo 5.2 

Resuelva el ejemplo 5.1 mediante el metodo de la diferencia central usando A t = 0.1 s. 


Solucion 

1.0 Cdlculos iniciales 

m = 0.2533 k = 10 


«0 = 0 no 


1.1 

1.2 

1.3 

1.4 

1.5 


po - cuq ~ kuo „ 

no = - = 0. 

m 

, N . (At) 2 .. 

ii — i — uq — ( At)UQ +- ii o — 0. 


k = - T +- =26.13. 

(At) 2 2A t 

m c 

a = -, - — = 24.53. 

(At) 2 2A t 


b — k — 


2m 

(At ) 2 


= -40.66. 


c = 0.1592 
0 


2.0 Cdlculos para cada paso de tiempo 


2.1 pi = pi — aui~\ — buj = pi — 24.53n,-i + 40.66n,-. 


2.2 n !+ ] 


Pi_ 

k 


Pi 

26.13' 


3.0 Los pasos de calculo 2.1 y 2.2 se repiten para i = 0, 1, 2, 3, .... lo que conduce a la 
tabla E5.2, donde tambien se incluye el resultado teorico (de la tabla E5.1a). 
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TABLA E5.2 SOLUCION NUMERICA MEDIANTE EL METODO DE LA DIFERENCIA CENTRAL 


u 

Pi 

«I-1 

Ui 

Pi 

[Ec. (2.1)] 

Mi+ 1 

[Ec. (2.2)] 

Uj+i teorica 

0.0 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0328 

0.1 

5.0000 

0.0000 

0.0000 

5.0000 

0.1914 

0.2332 

0.2 

8.6602 

0.0000 

0.1914 

16.4419 

0.6293 

0.6487 

0.3 

10.0000 

0.1914 

0.6293 

30.8934 

1.1825 

1.1605 

0.4 

8.6603 

0.6293 

1.1825 

41.3001 

1.5808 

1.5241 

0.5 

5.0000 

1.1825 

1.5808 

40.2649 

1.5412 

1.4814 

0.6 

0.0000 

1.5808 

1.5412 

23.8809 

0.9141 

0.9245 

0.7 

0.0000 

1.5412 

0.9141 

-0.6456 

-0.0247 

0.0593 

0.8 

0.0000 

0.9141 

-0.0247 

-23.4309 

-0.8968 

-0.7751 

0.9 

0.0000 

-0.0247 

-0.8968 

-35.8598 

-1.3726 

-1.2718 

1.0 

0.0000 

-0.8968 

-1.3726 

-33.8058 

-1.2940 

-1.2674 


5.4 METODO DE NEWMARK 

5.4.1 Procedimiento basico 

En 1959, N. M. Newmark desarrollo una familia de metodos paso a paso en el dempo ba- 
sandose en las siguientes ecuaciones: 

Ui+i = Uj + [(1 - y) At] iij + (y At)ii i+1 (5.4.1a) 

iij+i = Uj + (A t)iij + [(0.5 — y6)(A/) 2 ] Hi + [/l(Af) 2 ] u i+ 1 (5.4.1b) 

Los parametros ft y y definen la variation de la aceleracion durante un paso de tiempo y 
determinan las caracterfsticas de estabilidad y precision del metodo. La selection tipica de 
y es de i, y g < ft < | es satisfactoria desde todos los puntos de vista, incluido el de la pre¬ 
cision. Estas dos ecuaciones, en combination con la ecuacion de equilibrio (5.1.4) al final 
del paso de tiempo, proporcionan la base para calcular u i+l , it i+ \ y m ;+ 1 en el tiempo i + 1 a 
partir de u h iii, y Uj conocidas en el tiempo i. Para implementar estos calculos es necesario 
iterar debido a que la u i+ , desconocida aparece en el lado derecho de la ecuacion (5.4.1). 

Por otro lado, para los sistemas lineales es posible modi bear la formulation original 
de Newmark, a bn de permitir la solution de las ecuaciones (5.4.1) y (5.1.4) sin iteration. 
Antes de describir esta modibcacion se demuestra que los conocidos metodos de la acele¬ 
racion promedio constante y el metodo de la aceleracion lineal son dos casos especiales del 
metodo de Newmark. 


5.4.2 Casos especiales 

Para estos dos metodos, la tabla 5.4.1 resume el desarrollo de la relation entre las respuestas 
Uf+u U{+ 1 , y iii + 1 y m ;+1 en el tiempo i + I a las cantidades correspondientes en el tiempo i. 
La ecuacion (5.4.2) describe los supuestos de que la variation de la aceleracion durante un 
paso de tiempo es constante, igual a la aceleracion promedio, o que varfa linealmente. La 
integration de ii(t) da la ecuacion (5.4.3) para la variation //(r) de la velocidad en el paso de 
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TABLA 5.4.1 METODOS DE LA ACELERACION PROMEDIO Y LA ACELERACION LINEAL 


Aceleracion promedio constante Aceleracion lineal 




1 

u(t) = ^{Ui+l + Hi) 
r 

u(t) = Ui + -(«/+1 + iij) 

At 

Ui+l — Ui + — (tij + i + iij) 

T 2 

u(t) = Ui + u,r + —(tij+i + Ui) 


Ui+i ~ u i + Ui At + 


(AQ 2 

4 


(n,+] + iij) 


ii 



n(r) = tii + — (iii+i - Ui) 

At 

T 2 

ri(r) = Uj +UiZ + 2 /^( Ui+ 1 “ “<) 

At 

Ui +1 = Ui + — (M/ +1 + Ui) 

2 3 

r 

n(r) = M; + n,r + iij — + -(n; + i — n,) 

2 6A? 

, A 1 

n,+i = + ut At + (AO I -m,+i + -iij 


(5.4.2) 

(5.4.3) 

(5.4.4) 

(5.4.5) 

(5.4.6) 


tiempo, en el que r = Af se sustituye para obtener la ecuacion (5.4.4) de la velocidad ii t + \ en cl 
instante i + 1. La integracion de it ( r) da la ecuacion (5.4.5) para la variacion m(t) del despla- 
zamiento en el paso de tiempo, en el que r = Af se sustituye para obtener la ecuacion (5.4.6) 
del desplazamiento u i+l en el instante i + 1. A1 comparar las ecuaciones (5.4.4) y (5.4.6) con 
la ecuacion (5.4.1), se demuestra que las ecuaciones de Newmark con y = \, y P = \ 
son iguales a las que se deducen suponiendo una aceleracion promedio constante, y aquellas 
con y = j y P = \ corresponden al supuesto de una variacion lineal de la aceleracion. 

5.4.3 Sistemas lineales 

Para los sistemas lineales es posible modificar la formulacion original de Newmark a fin de 
permitir la resolucion de las ecuaciones (5.4.1) y (5.1.4) sin iteration. La ecuacion (5.1.4) 
especificada para los sistemas lineales se convierte en 

mu i+ 1 +cu i + 1 +ku i+ 1 = p i+ 1 

De la ecuacion (5.4.1b) ii i+l puede expresarse en terminos de u i+l : 

1 1 / 1 \ 

iij +1 = --(m,+ r — Ui) — - itj — — — 1 ii; 

P(A f) 2 pAt \2p ) 


(5.4.7) 

(5.4.8) 
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Si se sustituye la ecuacion (5.4.8) en la ecuacion (5.4.1a), resulta 

Ui+\ = 1 “ “'■) + _ Ui + At (l - Li, (5.4.9) 

Enseguida, las ecuaciones (5.4.8) y (5.4.9) se sustituyen en la ecuacion que controla el mo- 
vimiento (5.4.7) en el instante / + 1. Esta sustitucion da 

ku i + ] = p i + \ (5.4.10) 


donde 


- Y 1 

k = k + - c + --m 

/3At P(A t) 2 


(5.4.11) 


Pi +1 = Pi +1 + 


1 , y 

-m + ——c 


j3(At) 2 /3At 


iij + 


1 , (y ,i 

-m + I — — 1 c 


pAt \p 


— — 1 ^ m + At (— — 1 ) c 

2/1 ) \2p 


(5.4.12) 


Con k y p, + ] conocidas a partir de las propiedades del sistema m, ky c, los parametros del 
algoritmo y y /l, y el estado del sistema en el tiempo i definido por u h u, y iij, el desplaza- 
miento en el tiempo i + 1 se calcula como 


«i+i = ^ (5-4.13) 

k 

Una vez que se conoce u i+] , la velocidad u i+ \y la aceleracion u i+l pueden calcularse a partir 
de las ecuaciones (5.4.9) y (5.4.8), respectivamente. 

La aceleracion tambien puede obtenerse con base en la ecuacion de movimiento en 
el tiempo i + 1: 


U i + i 


Pi +1 CMf + i kUj + i 

m 


(5.4.14) 


en vez de hacerlo mediante la ecuacion (5.4.8). Para iniciar los calculos en cada paso de 
tiempo, se requiere la ecuacion (5.4.14) a fin de obtener ii 0 [vea la ecuacion (5.3.10)]. 

En el metodo de Newmark la solucion en el tiempo / + 1 se determina a partir de la 
ecuacion (5.4.7), la condicion de equilibrio en el tiempo i + 1. Estos metodos se denominan 
metodos implwitos. Aunque la fuerza restauradora es una funcion implfcita del u i+] desco- 
nocido, fue facil de calcular para los sistemas lineales. 

En la tabla 5.4.2 se resume la solucion paso a paso en el tiempo utilizando el metodo 
de Newmark, tal como podrfa implementarse en una computadora. 
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TABLA 5.4.2 METODO DE NEWMARK: SISTEMAS LINEALES 1 ' 


Casos especiales 

(1) Metodo de la aceleracion promedio constante (y = P = \) 

(2) Metodo de la aceleracion lineal {y — P — \) 


1.0 Calculos initiates 

. . .. P0 ~ cuo ~ kuo 

1.1 uq = -. 

m 

1.2 Seleccione At. 

1 Y 1 (y 

1.3 a\ = --m + -c; ai = - m + I — — 1 1 c; y 

P(A t) 2 PA t PAt \p 1 


1 


Y 


= U 7” + a 'W T 

1.4 k = k + a\. 

2.0 Calculos para cada paso de tiempo, i = 0, 1, 2,... 


2.1 

Pi +1 

= pi +1 + a\ Ui + 02 « 

2.2 


Pi +1 


— --- . 



k 

2.3 

Mi+1 

— ~g~7~i u i +1 — “() + 


PAt 



1 

2.4 

iii +1 

i(m+i ui) 


P {At) 2 


PAt 


2 P 


2 P 


~ 1 ) Ui . 


3.0 Repetition para el siguiente paso de tiempo. Reemplace i por i + 1 y aplique los pasos 2.1 
a 2.4 para el siguiente paso de tiempo. 


f Si la excitacion es la aceleracion del terreno u g (t), de acuerdo con la ecuacion (1.7.6), reemplace p t por 
—mu gi en la tabla 5.4.2. Las u„ m,- y it, calculadas, dan los valores de la respuesta respecto al terreno. Si es 
necesario, la velocidad y la aceleracion totales pueden calcularse con facilidad: = u; + u g i y ti‘i = tt‘ + ti gi . 


El metodo de Newmark es estable si 

At 1 1 

T„ nV2Vr ~ 2/3 

Para y = | y p = ^ esta condicion se convierte en 

At 

— < oo 

T 

1 n 

Lo anterior implica que el metodo de la aceleracion promedio constante es estable para cual- 
quier At, sin importar cuan grande sea; sin embargo, es exacta solo si At es lo suficientemente 


(5.4.15) 


(5.4.16a) 










178 


Evaluacion numerica de la respuesta dinamica Capftulo 5 


pequeno, como se analiza al final de la seccion 5.3. Para y = \ y ( J > = g, la ecuacion 
(5.4.15) indica que el metodo de la aceleracion lineal es estable si 

— <0.551 (5.4.16b) 

Tn 

Sin embargo, como en el caso del metodo de la diferencia central, esta condition tiene poca 
importancia en el analisis de los sistemas de 1GDL debido a que es necesario utilizar un 
paso de tiempo mucho mas corto que 0.551 T n si se desea obtener una representation exacta 
de la excitation y la respuesta. 


Ejemplo 5.3 

Resuelva el ejemplo 5.1 mediante el metodo de la aceleracion promedio constante con A t = 
0.1s. 


Solution 

1.0 Calculos iniciales 

k = 10 c = 0.1592 
mo = 0 po = 0 


4 

1.3 at = --m + — c = 104.5; a? = — m + c = 10.29; y 

(Af ) 2 A t At 

a?, = m = 0.2533. 

1.4 k = k + a\ = 114.5. 


m = 0.2533 
mo = 0 

, , Po ~ cuo ~ kuo „ 

1.1 uq = - = 0 . 

m 

1.2 At = 0.1. 

4 2 


2.0 Calculos para cada paso de tiempo, i = 0, 1, 2, ... 

2.1 pi + i = Pi+i + a\ Uj + as Ui + «3 Hi = pj+ 1 + 104.5 Uj + 10.29 4/ + 0.2533 4/. 
Pi +1 Pi +1 


2.2 Uj +1 = 


114.5' 


2.3 4/+1 = — ( m/+i - Ui) - Uj. 

At 

4 4 

2.4 ii i+ i = ( m,+i - Ui) ~ —uj - uj. 

(At) 2 At 


3.0 Repeticion para el siguiente paso de tiempo. Los pasos 2.1 a 2.4 se repiten para los 
pasos de tiempo sucesivos y se resumen en la tabla E5.3, donde tambien se incluye el 
resultado teorico (de la tabla E5.1a). 


Ejemplo 5.4 

Resuelva el ejemplo 5.1 mediante el metodo de la aceleracion lineal utilizando Ar = 0.1 s. 

Solucion 

1.0 Calculos iniciales 


m= 0.2533 k = 10 c = 0.1592 

uq = 0 4q = 0 po = 0 







Seccon 5.4 Metodo de Newmark 


179 


TABLA E5.3 SOLUCION NUMERICA MEDIANTE EL METODO 
DE LA ACELERACION PROMEDIO CONSTANTE 




Pi 

iii 

iii 

Ui 

Ui 

ti 

Pi 

(Paso 2.1) 

(Paso 2.4) 

(Paso 2.3) 

(Paso 2.2) 

teorico 

0.0 

0.0000 


0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.1 

5.0000 

5.0000 

17.4666 

0.8733 

0.0437 

0.0328 

0.2 

8.6603 

26.6355 

23.1801 

2.9057 

0.2326 

0.2332 

0.3 

10.0000 

70.0837 

12.3719 

4.6833 

0.6121 

0.6487 

0.4 

8.6603 

123.9535 

-11.5175 

4.7260 

1.0825 

1.1605 

0.5 

5.0000 

163.8469 

-38.1611 

2.2421 

1.4309 

1.5241 

0.6 

0.0000 

162.9448 

-54.6722 

-2.3996 

1.4230 

1.4814 

0.7 

0.0000 

110.1710 

-33.6997 

-6.8182 

0.9622 

0.9245 

0.8 

0.0000 

21.8458 

-2.1211 

-8.6092 

0.1908 

0.0593 

0.9 

0.0000 

-69.1988 

28.4423 

-7.2932 

-0.6043 

-0.7751 

1.0 

0.0000 

-131.0066 

47.3701 

-3.5026 

-1.1441 

-1.2718 


11- po 

1.1 u 0 — 

— CM 0 — kUQ 

= 0 . 





m 


1.2 At = 0.1. 

6 3 6 

1.3 a i = -rin + — c = 156.8; ai = —m +2 c — 15.52; y 

(At) 2 At At J 

At 

«3 = 2m + —c = 0.5146. 

2 

1.4 k = k+ax = 166.8. 


2.0 Cdlculospara cadapaso de tiempo, i = 0, 1, 2, ... 


2.1 pi+i = Pi +1 + a\ Hi + ai iij + a 3 iij = pt + \ + 156.8m,- + 15.52;i,- + 0.5146 m,-. 
Pi +1 A+l 


2.2 m ,-+1 


166.8 


3 Af 

2.3 m,-+i = — (m,- + 1 - m,-) - 2m,- - — m,-. 

6 6 

2.4 M,- + l = O 0/ + 1 - M,-) - — M,- - 2m,-. 

(AO 2 A t 


3.0 Repeticion para el siguiente paso de tiempo. Los pasos 2.1 a 2.4 se repiten para los 
pasos de tiempo sucesivos y se resumen en la tabla E5.4, donde tambien se incluye el 
resultado teorico (de la tabla E5.1a). 


Observe que los resultados numericos obtenidos mediante el metodo de la acele- 
racion lineal son mas cercanos a la solucion teorica (tabla E5.4); por lo tanto, son mas 
precisos que los obtenidos por medio del metodo de la aceleracion promedio constante 
(tabla E5.3). 
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TABLA E5.4 SOLUCION NUMERICA MEDIANTE EL METODO 
DE LA ACELERACION LINEAL 


ti 

Pi 

Pi 

(Paso 2.1) 

Ui 

(Paso 2.4) 

Uj 

(Paso 2.3) 

Ui 

(Paso 2.2) 

Ui 

teorico 

0.0 

0.0000 


0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.1 

5.0000 

5.0000 

17.9904 

0.8995 

0.0300 

0.0328 

0.2 

8.6603 

36.5748 

23.6566 

2.9819 

0.2193 

0.2332 

0.3 

10.0000 

102.8221 

12.1372 

4.7716 

0.6166 

0.6487 

0.4 

8.6603 

185.5991 

-12.7305 

4.7419 

1.1130 

1.1605 

0.5 

5.0000 

246.4956 

-39.9425 

2.1082 

1.4782 

1.5241 

0.6 

0.0000 

243.8733 

-56.0447 

-2.6911 

1.4625 

1.4814 

0.7 

0.0000 

158.6538 

-33.0689 

-7.1468 

0.9514 

0.9245 

0.8 

0.0000 

21.2311 

0.4892 

-8.7758 

0.1273 

0.0593 

0.9 

0.0000 

-115.9590 

31.9491 

-7.1539 

-0.6954 

-0.7751 

1.0 

0.0000 

-203.5678 

50.1114 

-3.0508 

-1.2208 

-1.2718 


5.5 ESTABILIDAD Y ERROR DE CALCULO 

5.5.1 Estabilidad 

Los procedimientos numericos que conducen a soluciones delimitadas si el paso de tiempo 
es mas corto que algiin limite de estabilidad, se denominan procedimientos condicional- 
mente estables. Los procedimientos que conducen a soluciones delimitadas independien- 
temente del tamano del paso de tiempo se denominan procedimientos incondicionalmente 
estables. El metodo de la aceleracion promedio es incondicionalmente estable. El metodo 
de la aceleracion lineal es estable si A t/T n < 0.551 y el metodo de la diferencia central es 
estable si A t/T n < 1 /jr. Es evidente que estos dos liltimos metodos son condicional- 
mente estables. 

Los criterios de estabilidad no son restrictivos (es decir, no dictan la eleccion del paso 
de tiempo) para el analisis de sistemas de 1GDL, porque A t/T n debe ser mucho menor que 
el limite de estabilidad (por ejemplo, 0.1 o menos) para asegurar la precision adecuada de 
los resultados numericos. Sin embargo, la estabilidad de los metodos numericos es im- 
portante al analizar los sistemas de VGDL, donde a menudo es necesario utilizar metodos 
incondicionalmente estables (capitulo 16). 

5.5.2 Error de calculo 

El error es inherente a cualquier solucion numerica de una ecuacion de movimiento. No 
se habla del analisis del error desde un punto de vista matematico. Mas bien, se examinan 
dos caracterfsticas importantes de las soluciones numericas para desarrollar una idea de la 
naturaleza de los errores y, despues, se menciona una manera sencilla y util de manejarlos. 
Considere el problema de vibracion libre 


mu + ku = 0 


w(0) = 1 y u{ 0) = 0 
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Figura 5.5.1 Solucion de la vibration libre mediante cuatro metodos numericos (A t/T„ = 0.1) y la 
solucion teorica. 


cuya solucion teorica es 


u(t) = cosco n t (5.5.1) 

Este problema se resuelve mediante cuatro metodos numericos: el metodo de la di- 
ferencia central, el metodo de la aceleracion promedio, el metodo de la aceleracion lineal 
y el metodo de Wilson. El ultimo de estos metodos puede consultarse en otros libros; vea 
las referencias al final del capitulo. En la figura 5.5.1 se comparan los resultados numeri¬ 
cos obtenidos usando At = OAT,, con la solucion teorica. Esta comparacion muestra que 
algunos metodos numericos pueden predecir que la amplitud del desplazamiento decae 
con el tiempo, aunque el sistema no esta amortiguado y que el periodo natural se alarga 
o acorta. 

En la figura 5.5.2 se muestra el decaimiento de la amplitud AD y el periodo de elonga- 
cion PE en los cuatro metodos numericos como una funcion de A t/T„\ AD y PE se definen 
en el inciso (b) de la figura. Sin embargo, no se presentan los analisis matematicos que con- 
dujeron a estos datos. Tres de los metodos no predicen ningun decaimiento de la amplitud 
del desplazamiento. Por su parte, el metodo de Wilson contiene decaimiento de la amplitud, 
lo que implica que este metodo introduce el amortiguamiento numerico en el sistema; la 
fraccion de amortiguamiento viscoso equivalente £ se muestra en el inciso (a) de la figura. 
Observe el rapido aumento del error en el periodo en el metodo de la diferencia central 
cerca de A t/T n = 1 /n, el limite de estabilidad para el metodo. El metodo de la diferencia 
central presenta el error en el periodo mas grande. En este sentido, es el menos preciso de 
los metodos considerados. Para una A t/T n menor que su limite de estabilidad, el metodo de 
la aceleracion lineal proporciona el menor alargamiento del periodo. Esta propiedad, com- 
binada con la no existencia de decaimiento de la amplitud, hace que este metodo sea el mas 
adecuado (de los ya presentados) para los sistemas de 1GDL. Sin embargo, para los siste- 
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(a) (c) 



Figura 5.5.2 (a) Decaimiento de la amplitud contra A tlT n \ (b) definition de AD y PE; 

(c) alargamiento del periodo contra A t/T„ 


mas de VGDL se llegara a una conclusion diferente debido a los requisitos de estabilidad 
(capftulo 16). 

La eleccion del paso de tiempo tambien depende de la variacion en el tiempo de 
la excitacion dinamica, ademas del periodo de vibracion natural del sistema. La figura 
5.5.2 indica que At = 0.1 T„ darfa resultados bastante precisos. El paso de tiempo tambien 
debe ser lo suficientemente corto para mantener al mfnimo la distorsion de la funcion de 
excitacion. Se requiere un paso de tiempo muy pequeno para describir en forma numerica 
la aceleracion del terreno tan irregular que se registra durante los sismos; por lo general, 
At = 0.02 s y el paso de tiempo elegido para calcular la respuesta estructural no debe ser 
mas grande. 

Una tecnica util, aunque poco sofisticada, para seleccionar el paso de tiempo consiste 
en resolver el problema con un paso de tiempo que parezca razonable, para despues repetir 
la solucion con un paso de tiempo un poco mas pequeno y comparar los resultados; luego 
se continua con el proceso hasta que dos soluciones sucesivas esten lo suficientemente 
cere anas. 
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El analisis anterior de la estabilidad y la precision se aplica solo a los sistemas li¬ 
neales. El lector debe consultar otras referencias para ver como afectan estos aspectos al 
analisis de la respuesta no lineal. 


5.6 SISTEMAS NO LINEALES: METODO DE LA DIFERENCIA CENTRAL 

Por lo general, la respuesta dinamica de un sistema mas alia de su intervalo elastico li¬ 
neal no es susceptible de una solucion analltica, incluso si la variacion en el tiempo de la 
excitacion esta descrita por una funcion simple. Por lo tanto, los metodos numericos son 
esenciales para el analisis de los sistemas no lineales. El metodo de la diferencia central 
puede adaptarse con facilidad para resolver una ecuacion no lineal de movimiento, ecuacion 
(5.1.3), en el instante Si se sustituyen las ecuaciones (5.3.1), la aproximacion por diferen¬ 
cia central para la velocidad y la aceleracion, da la ecuacion (5.3.2) donde ku, se sustituye 
por (/<,),, la cual puede reescribirse para obtener la siguiente expresion para la respuesta en 
el tiempo i + 1: 


ku i+ 1 = pi 


(5.6.1) 


donde 


m c 

(At) 2 2At 


(5.6.2) 


y 


Pi 



c 

2At 


Hi-] + 


2m 

(At) 2 


(fs)i 


(5.6.3) 


Si se comparan estas ecuaciones con las de los sistemas lineales, se observa que la unica 
diferencia esta en la definicion de p t . Con esta modification, la tabla 5.3.1 tambien es apli- 
cable a los sistemas no lineales. 

La fuerza restauradora (/ 5 ), aparece de manera explicita, ya que solo depende de la 
respuesta en el tiempo i, no de la respuesta desconocida en el tiempo i + 1. Por lo tanto, se 
calcula facilmente. Esto hace que el metodo de la diferencia central quiza sea el procedi- 
miento mas sencillo para los sistemas no lineales. 


5.7 SISTEMAS NO LINEALES: METODO DE NEWMARK 

En esta seccion, el metodo de Newmark descrito con anterioridad para los sistemas lineales 
se extiende a los sistemas no lineales. Recuerde que este metodo determina la solucion en el 
tiempo i + la partir de la condicion de equilibrio en el tiempo i + 1; es decir, la ecuacion 
(5.1.4) para sistemas no lineales. Como la fuerza restauradora (f s )i+ 1 es una funcion impli- 
cita no lineal de la incognita u i+l , este metodo requiere la realizacion de iteraciones. Esto 
es tlpico de los metodos impllcitos. Resulta instructivo desarrollar primero la iteracion con 
el metodo de Newton-Raphson para el analisis estatico de un sistema no lineal de 1GDL. 







184 


Evaluacion numerica de la respuesta dinamica Capftulo 5 


5.71 Iteracion de Newton-Raphson 


Si se excluyen la inercia y los terminos de amortiguamiento en la ecuacion de movimiento 
(ecuacion 5.1.1), se obtiene la ecuacion no lineal que debe resol verse en un problema estatico: 

fs («) = P (5-7.1) 

La tarea consiste en determinar la deformation u debida a una fuerza externa p dada, donde 
la relation de fuerza-deformacion no lineal f s (u) esta definida para el sistema a analizar. 

Suponga que despues de j ciclos de iteracion, u (j> es una estimacion del desplazamien- 
to desconocido y se tiene interes en desarrollar un procedimiento iterativo que proporcione 
una mejor estimacion de u <J+l> . Para este proposito, la expansion de la fuerza restauradora 
en una serie de Taylor alrededor de la estimacion conocida u (j) da 


AJ+ 1 ) 
Js 


f U) + Vs 

s du 


<0> 


(u (i+] ' — m (;) ) + - 


1 3 2 f s 


2 du 2 


,0+D _ „(m 




(5.7.2) 


Si u <2) esta cerca de la solucion, el cambio en u, A= u (j+] > — u lj> , sera pequeno y es po- 
sible despreciar los terminos de segundo orden y ordenes superiores. Lo anterior conduce a 
la ecuacion linealizada 


fU + D „ f U) + k U) Au U) = p 

(5.7.3) 

OS 

II 

X? 

1 

a, 

II 

_< 

-V 

(5.7.4) 


donde k^p = 

T du 


« 0 ') 


es la rigidez tangente en u <J> . Si se resuelve la ecuacion linealizada 


(5.7.4) resulta Ay una estimacion mejorada del desplazamiento: 

n ( 7 +1 ) = + Am ^ 


(5.7.5) 


El procedimiento iterativo se describe a continuacion con referenda a la figura 5.7.1. 
La fuerza// ,) esta asociada con u <n y no es igual a la fuerza aplicada p. ademas se define una 
fuerza residual: R ,J> = p — f s iJ> . El desplazamiento adicional debido a esta fuerza residual se 
determina a partir de la ecuacion (5.7.4), dando lugar a m (;+ 1) . Esta nueva estimacion de la 
solucion se utiliza para encontrar un nuevo valor de la fuerza residual R (J+V> = p — f s (J+1 ’. 
El desplazamiento adicional A« ,,+ l) debido a esta fuerza residual se determina resolviendo 

4 ; + 1) Am°' +1) = R u+1) (5.7.6) 

Este desplazamiento adicional se utiliza para encontrar un nuevo valor del desplazamiento: 

u u+2) = u u+l) + A u u+1) (5.7.7) 

y un nuevo valor de la fuerza residual R ij+2 \ El proceso continua hasta que se alcanza la 
convergencia. Este proceso iterativo se conoce como el metodo de Newton-Raphson. 

Tasa de convergencia. Se puede probar que cerca del final del proceso de ite¬ 
racion, el algoritmo de Newton-Raphson converge con una tasa cuadratica a la solucion 
exacta u, es decir u — + < c \u — u (j) , donde c es una constante que depende de la 
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Figura 5.7.1 Iteration de Newton-Raphson: (a) aplicacion y fuerzas restauradoras, (b) fuerza residual. 


segunda derivada de la fuerza restauradora o el cambio en la rigidez tangente. Este resultado 
implica que, cerca de la solucion, el error en la (j + l)-esima iteracion (igual a la diferencia 
entre u y +l) ) es menor que el cuadrado del error en la iteracion anterior u <J> . 

Criterios de convergencia. Despues de cada iteracion se verifica la solucion y el 
proceso iterativo termina cuando alguna medida del error en la solucion es menor que una 
tolerancia especificada. Por lo general, se aplican uno o mas de los siguientes criterios de 
convergencia (o aceptacion): 

1. La fuerza residual es menor que una tolerancia: 

(5.7.8a) 

Los valores convencionales para la tolerancia e R van de 10~ 3 a 10~ 8 . 

2. El cambio en el desplazamiento es menor que una tolerancia: 

|Am 0) |<£„ (5.7.8b) 

Los valores convencionales para la tolerancia s u van de 10~ 3 a 10~ 8 . 

3. El trabajo incremental realizado por la fuerza residual que actua en el cambio del 
desplazamiento es menor que una tolerancia: 

\ \Au U) R U) \ <e w (5.7.8 c) 

La tolerancia e K debe estar en, o cerca de, la tolerancia de la computadora (maqui- 
na) porque el lado izquierdo es un producto de cantidades pequenas. 

Iteracion de Newton-Raphson modificada. Para evitar el calculo de la rigi¬ 
dez tangente en cada iteracion, la rigidez inicial al comienzo de un paso de tiempo puede 
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Figura 5.7.2 Iteracion de Newton-Raphson modificada: (a) aplicacion y fuerzas restaura- 
doras, (b) fuerza residual. 


usarse como la rigidez constante en todas las iteraciones dentro de ese paso de tiempo. 
Esta modification de la iteracion de Newton-Raphson se ilustra en la figura 5.7.2, donde se 
puede observar que la convergencia es ahora mas lenta. En cada iteracion la fuerza residual 
R (j> es mas grande, como se observa al comparar las figuras 5.7.1 y 5.7.2, y se requieren mas 
iteraciones para lograr la convergencia. 


5.72 Metodo de Newmark 


Ahora se ha desarrollado la iteracion de Newton-Raphson para resolver una ecuacion de 
equilibrio no lineal (por ejemplo, la ecuacion 5.7.1) que controla el problema estatico. En 
el analisis dinamico, la meta es determinar las cantidades de respuesta u i+l , u-, + \ y ii i+ , en el 
tiempo i + 1 que satisfacen la ecuacion (5.1.4), la cual puede escribirse como 

(fs)t+i = Pi +1 (5-7.9) 

donde 

(fs)i +1 = miii+i + cu i+ 1 + (fs)i +1 (5.7.10) 


Si se incluyen la inertia y las fuerzas de amortiguamiento en la definition de la “fuerza 
restauradora” f$, la ecuacion del analisis dinamico (5.7.9) tiene la misma forma que la 
ecuacion del analisis estatico (5.7.1). 

Por lo tanto, es posible adaptar la expansion de la serie de Taylor para la ecuacion 
(5.7.2) a la ecuacion (5.7.9), interpretar (f s )i +1 como una funcion de u i+1 y descartar los 
terminos de segundo orden y ordenes superiores para obtener una ecuacion analoga a la 
ecuacion (5.7.3): 


- (fs) 


O') 

i + 1 


+ ——Au U) 
duj +1 


= Pi +1 


(fs)^ 


(5.7.11) 
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donde 

A u (j) = u\ j ^ X) - (5.7.12) 

Si se diferencia la ecuacion (5.7.10) en el desplazamiento conocido uff da 

df s du dii df s 

- = m - + c - +- 

dui+i du i+i 3 m, + i 3 m,+i 

donde las derivadas en terminos de la inercia y el amortiguamiento en el lado derecho 
pueden determinarse a partir de las ecuaciones (5.4.8) y (5.4.9), respecdvamente, las cuales 
se derivan de la ecuacion de Newmark (5.4.1): 


3m 1 3m y 

duj+i P(A t) 2 3m,+i PA t 


Si se juntan las dos ecuaciones anteriores y se recuerda la definicion de la rigidez tangente 
(seccion 5.7.1), resulta 


(£r) 


0) 

; + i 


dfs 

diij+i 




y , 1 

- c + - -m 

/3At P(A t) 2 


(5.7.13) 


Con la definicion anterior de (kryff, la ecuacion (7.5.11) puede escribirse como 


(5.7.14) 


A1 sustituir las ecuaciones (5.4.8) y (5.4.9) en la ecuacion (5.7.10), para despues combinarla 
con el lado derecho de la ecuacion (5.7.14), se obtiene la siguiente expresion para la fuerza 
residual: 


£, ( +i = p i+ 1 - (M-+, - 


O') 


l 


IPiAty 


-m + 


PAt 


M, 


0) 


+] 



1 

- m + 

PAt 



c 


iij 


+ 



m + At 



iij 


(5.7.15) 


Observe que la ecuacion linealizada (5.7.14) para la /-esima iteracion del analisis dinamico 
es similar en forma a la correspondiente ecuacion (5.7.4) del analisis estatico. Sin embargo, 
existe una diferencia importante en las dos ecuaciones por lo que ahora se incluyen los termi¬ 
nos de amortiguamiento e inercia, tanto en la rigidez tangente k T (ecuacion 5.7.13) como en la 
fuerza residual R (ecuacion 5.7.15). Los terminos primero, cuarto y quin to del lado derecho de 
la ecuacion (5.7.15) no cambian de una iteracion a la siguiente. Los terminos segundo y tercero 
deben actualizarse con cada nueva estimacion del desplazamiento u ! J \ + , durante la iteracion. 

La ecuacion (5.7.14) proporciona las bases para el metodo de la iteracion de Newton- 
Raphson, que se resume en el paso 3.0 de la tabla 5.7.1. Una vez que se determina n i+1 , el 
resto del calculo precede como para los sistemas lineales; en particular, ii i+l y m,+i se deter- 
minan a partir de las ecuaciones (5.4.8) y (5.4.9), respectivamente. La tabla 5.7.1 resume el 
algoritmo de Newmark, tal como podrfa implementarse por computadora. 
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TABLA 5.7.1 METODO DE NEWMARK: SISTEMAS NO LINEALES 

Casos especiales 

(1) Metodo de la aceleracion promedio (y = p = 

(2) Metodo de la aceleracion lineal (y = j, P = g) 

1.0 Calculos initiates 

Determinacion del estado: (fs)o y (kj)o- 
po ~ cuo ~ (fs) o 


1.1 

1.2 


u o 


m 


1.3 Seleccione At. 

1 

1.4 a\ = 


Y 


P(Aty 


m + - c; a? = - m + — — 1 1 c; y 

OA ‘ /I At 1 ° ' J 


° 3 \2j8 1 


PAt 
m + At 


2p 


c. 


2.0 Calculos para cada instante de tiempo, i = 0,1,2,... 

2.1 Inicialice j = 1, (/s)-^ = (fs)i, y = (*r)i- 

2.2 /),+i = p,+i + fli «; + «2 Ui + 03 «;■ 

3.0 Para cada iteration, j = 1, 2, 3 . .. 

3.1 =p,+i -(/ 4 i\ - at «,-+!• 

3.2 Verifique la convergencia; si los criterios de aceptacion no se cumplen, realice los 
pasos 3.3 a 3.7, de lo contrario, omita estos pasos y vaya al paso 4.0. 


(£r ),-+1 - (kr)\+i + a\. 

(j) 


+ r 


3.3 

3.4 

3.5 

3.6 Determinacion del estado: (/s)j , ^ 1) y (&r)[++ 1J • 


A u<» = R% x + (^r) ; ( 

+ A u^\ 


Reemplace j por j + 1 y repita los pasos 3.1a 3.6; indique el valor final como Uj+\. 
4.0 Calculos de la velocidad y la aceleracion 


y 

4.1 Ui + l — - (M; +1 — Mi) + 

/JAf 


l - 


Uj + At I 1 — 


2/1 


1 1/1 

4.2 Ui+ 1 = - r-(«; +1 — Uj) — - it; — I — 1 

/J(At) 2 V " jSAf V 2 ^ 

5.0 Repetition para el siguiente paso. Reemplace i por i + 1 y aplique los pasos 2.0 a 4.0 
para el siguiente paso de tiempo. 


Ejemplo 5.5 

Un sistema de 1GDL tiene las mismas propiedades que en el ejemplo 5.1, excepto que la relation 
fuerza restauradora-deformacion es elastoplastica con deformation de cedencia u y = 0.75 pulg 
y fuerza de cedencia/ v = 7.5 kips (figura E5.5). Determine la respuesta u{t) de este sistema (que 
inicia desde el reposo) a la fuerza de pulso sinusoidal de medio ciclo que se muestra en la figura 
E5.1, utilizando el metodo de la aceleracion promedio constante con At = 0.1 s y la iteration de 
Newton-Raphson. 
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fs> ki P s 



u, pulg 


Figura E5.5 


Solucion 

1.0 Calculos initiates 

m= 0.2533 k = 10 c = 0.1592 

mo = 0 mo = 0 po = 0 

1.1 Determinacion del estado: (f s ) 0 = 0 y (k T ) 0 = k — 10. 


1 , .. Po ~ cu o - (fs)o n 

1.2 mo = - = 0. 

m 

1.3 Ar =0.1. 

4 2 4 

1.4 ai =- -m + —c = 104.5040; «2 = — m + c = 10.2912; y 

(Ar) 2 At At 

<23 = m = 0.2533. 

Como ejemplo, los calculos de los pasos 2.0, 3.0 y 4.0 en la tabla 5.7.1 se implementan de la 
siguiente manera para el paso de tiempo que comienza en 0.3 s y termina en 0.4 s. 

2.0 Calculos para i — 3 

2.1 Inicialice j = 1 

= 11 ■ = 0.6121, = (fs)i = 6.1206 y (kj)^ = (k T )i = 10 . 

2.2 p i+ 1 = p i+x + 104.5m,- + 10.29m,- + 0.2533m,- = 123.9535. 

3.0 Primera iteration, j = 1 

3.1 = pi+\ - (fs)fh ~ 104.5m-^ 1 

= 123.9535 - 6.1206 - 63.9630 = 53.8698. 


3.2 Verificacion de la convergencia: como 


(\(\) 
R i +1 


= 53.8698 excede a e R = 10 3 , elegido 


para este ejemplo, se realizan los pasos del 3.3 al 3.7. 
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3.3 (£7)® = ( k T ) ; ® +ai = 10 + 104.5040 = 114.5040. 

3.4 Am® = 7^® -f- (£ r ) ( ® = 53.8698 - 114.5040 = 0.4705. 

3.5 ufl x = ufl x + A m® = 0.6121 + 0.4705 = 1.0825. 

3.6 Determinacion del estado: (./.s)®| y (kr);+i 

(/51-+! = (/.S'), + k{uf} x - Ui ) = 6.1206 + (10 X 0.4705) = 10.8253. 
Porque (/s)®, > /„ (/s)® = f y = 7.5 y (kr)® = 0. 


3.0 


Segunda iteration, j = 2 
3.1 tf® = p,+i - (/ s )® 


104.5m 


(-) 

!+l 


= 123.9535 - 7.5 - 113.1282 = 3.3253. 


3.2 Verificacion de la convergencia: como 
pasos del 3.3 al 3.7. 


s(2) 

,+1 


= 3.3253 excede a e R , se realizan los 


3.3 (V/)®, = (k T )fl x + ai = 0 + 104.5040 = 104.5040. 

3.4 Am® = 1?® - (k T )fh = 3.3253 - 104.5040 = 0.0318. 

3.5 ufl x = ufl x + Am (2) = 1.0825 + 0.0318 = 1.1143. 

3.6 Determinacion del estado: (fs)^ x y (kr)®j 

(/s)®, = (fs)i + k{ufl x - Ui) = 6.1206 + (10 X 0.5023) = 11.1434. 
Porque (/ s )® > f y , (/s)® = f y = 7.5 y (k T )fl x = 0. 


3.0 Tercera iteration, j = 3 

3.1 7?® = p i+ 1 - (/ S )® - 104.5m® 

= 123.9535 - 7.5 - 116.4535 = 0. 


3.2 

4.0 


Verificacion de la convergencia: como 
del 3.3 al 3.7; establezca M4 = n® = 
Cdlculos de la velocidad y la aceleracion 


d( 3 ) 

^, + 1 


0 es menor que e s , se omiten los pasos 


2 2 

4.1 m , +1 = — ( m,-+i - uj) - ui = — (1.1143 - 0.6121) - 4.683 = 5.3624. 

At 0.1 

4 4 

4.2 m , +1 = 7— — s -( m , + i - Ui) - —Ui - ui 

(At) 2 At 

4 4 

= -(1.1143 — 0.6121) - —4.6833 - 12.3719 = 1.2103. 

(0.1) 2 0.1 

Estos calculos para el paso de tiempo de 0.3 a 0.4 s se resumen en la tabla E5.5. 


5.0 Repetition para el siguiente paso de tiempo. Despues de reemplazar i por i + 1, se repi- 
ten los pasos 2.0 a 4.0 para los pasos de tiempo sucesivos y se resumen en la tabla E5.5. 
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TABLA E5.5 SOLUCION NUMERICA MEDIANTE EL METODO DE LA ACELERACION PROMEDIO 
CONSTANTE CON LA ITERACION DE NEWTON-RAPHSON 


ti 

Pi 

Ri o 

R- J) 

(kr)i o 

(k T )\ j) 

(kr)i o 
ikT)\ j) 

At/rt9 

Uj 0 

O'+l) 

u. 

1 

(M 0+1) 

iii 

Hi 

0.0 

0.0000 


10 



0.0000 


0.0000 

0.0000 

0.1 

5.0000 

5.0000 

10 

114.504 

0.0437 

0.0437 

0.4367 

0.8733 

17.4666 

0.2 

8.6603 

21.6355 

10 

114.504 

0.1889 

0.2326 

2.3262 

2.9057 

23.1801 

0.3 

10.0000 

43.4481 

10 

114.504 

0.3794 

0.6121 

6.1206 

4.6833 

12.3719 

0.4 

8.6603 

53.8698 

10 

114.504 

0.4705 

1.0825 

7.5000 





3.3253 

0 

104.504 

0.0318 

1.1143 

7.5000 

5.3624 

1.2103 

0.5 

5.0000 

55.9918 

0 

104.504 

0.5071 

1.6214 

7.5000 

4.7792 

-12.8735 

0.6 

0.0000 

38.4230 

0 

104.504 

0.3677 

1.9891 

7.5000 

2.5742 

-31.2270 

0.7 

0.0000 

11.0816 

0 

104.504 

0.1060 

2.0951 

7.5000 

-0.4534 

-29.3242 

0.8 

0.0000 

-19.5936 

0 

104.504 

-0.1875 

1.9076 

5.6251 





1.8749 

10 

114.504 

0.0164 

1.9240 

5.7888 

-2.9690 

-20.9876 

0.9 

0.0000 

-41.6593 

10 

114.504 

-0.3638 

1.5602 

2.1506 

-4.3075 

-5.7830 

1.0 

0.0000 

-47.9448 

10 

114.504 

-0.4187 

1.1415 

-2.0366 

-4.0668 

10.5962 


Durante los siguientes tres pasos de tiempo (despues de 0.4 s), el sistema esta en la 
rama de cedencia ab. En otras palabras, la rigidez k, = 0 se mantiene constante y no es ne- 
cesaria una iteracion. Entre 0.6 y 0.7 s la velocidad cambia de signo positivo a negativo, lo 
que implica que la deformacion comienza a disminuir, el sistema comienza a descargarse a 
lo largo de la rama be, y la rigidez k t = 10. Sin embargo, se ha ignorado este cambio durante 
el paso de tiempo, lo que implica que el sistema permanece en la rama ab y no se requiere 
una iteracion. 

El calculo para el paso de tiempo que inicia en 0.6 s puede hacerse mas preciso al 
buscar, mediante un proceso iterativo, el instante en el cual u = 0. Entonces, los calculos 
pueden llevarse a cabo con la rigidez k, = 0 durante la primera parte del paso de tiempo y 
con k[ = 10 en la segunda parte del paso de tiempo. De manera alternativa, puede usarse un 
paso de tiempo mas pequeno para mejorar la precision. 

Observe que la solucion durante un paso de tiempo no es exacta porque el equili- 
brio se satisface solo al principio y al final de dicho paso, no en todos los instantes de 
tiempo que estan dentro del mismo. Esto implica una violation a la ecuacion del balance 
de energia (capitulo 7). La discrepancia en el balance de energia, que por lo general se calcu- 
la al final de la excitation, es una indication del error en la solucion numerica. 

Ejemplo 5.6 

Repita el ejemplo 5.5 usando la iteracion de Newton-Raphson modificada dentro de cada paso 
de tiempo con A t = 0.1 s. 

Solucion El procedimiento de la tabla 5.7.1 se modifica para utilizar la rigidez inicial al co- 
mienzo de un paso de tiempo como la rigidez constante para todas las iteraciones en dicho paso 
de tiempo. Los calculos en los pasos 1.0 y 2.0 son identicos a los presentados en el ejemplo 5.5, 
pero el paso 3.0 ahora es diferente. Para ilustrar estas diferencias, el paso 3.0 de la tabla 5.7.1 
modificada se realizo para el paso de tiempo que comienza en 0.3 s y termina en 0.4 s. 





192 


Evaluacion numerica de la respuesta dinamica Capftulo 5 


3.0 Primera iteration, j = 1 

3.1 fl® = Pi+i - (fs)^ ~ 104.5 m® 

= 123.9535 - 6.1206 - 63.9630 = 53.8698. 


R 


(i) 

!+l 


3.2 Verificacion de la convergencia: como 
pasos del 3.3 al 3.7. 

3.3 (k T ) i+l = C k T ) i+l +«i = 10 + 104.5040 = 114.5040. 

3.4 An® = fl® - {k T ) i+l = 53.8698 - 114.5040 = 0.4705. 

3.5 ufl x = m® j + An® = 0.6121 + 0.4705 = 1.0825. 


= 53.8698 excede a e R , se realizan los 


( 2 ) 

3.6 Determinacion del estado: 

Us)fh = (fs)i + k ( m ® - uA = 6.1206 + (10 X 0.4705) 

Porque (fs)\+ t > fy, (fs fi x = fy = 7.5. 

3.0 Segunda iteration, j — 2 

3.1 fl® = Pi+\ - (./s)®, ~ 104.5m® 

= 123.9535 - 7.5 - 113.1282 = 3.3253. 


= 10.8253. 


R 


(2) 
i +1 


= 3.3253 excede a e R , se realizan los 


3.2 Verificacion de la convergencia: como 
pasos del 3.3 al 3.7. 

3.3 (k T ) i+l = 114.5040. 

3.4 Au® = 7?,® - (kr) i+l = 3.3253 - 114.5040 = 0.0290. 

3.5 m®, = u®j + Am® = 1.0825 + 0.0290 = 1.1116. 

( 3 ) 

3.6 Determinacion del estado: (/s),- +1 

(fs)fh = (fs)i + k{ufl x - Uj ) = 6.1206 + (10 X 0.5000) = 11.1157. 

Porque (/ 5 )® > f y , (/ 5 )® = f y = 7.5. 

3.0 Tercera iteration, j = 3 

3.1 tf® = p i+l - (/ s )® - 104.5m® 


= 123.9535 - 7.5 - 116.1631 = 0.2904. 

= 0.2904 excede a e R , se realizan los 


60 ) 

R i +1 


3.2 Verificacion de la convergencia: como 
pasos del 3.3 al 3.7. 

3.3 (k T ) i+l = 114.5040. 

3.4 Am® = fl® - (V/-) ( + | = 0.2904 ^ 114.5040 = 0.0025. 
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3.5 ufl x = ufl x + Am® = 1.1116 + 0.0025 = 1.1141. 

3.6 Determinacion del estado: ( /s)® | 

(f s )fl i = (/s); + k(ufl i - ui) = 6.1206 + (10 X 0.5020) = 11.1410. 

Porque (/s)^ > f y , (/s),- + i = fy = 7.5. 

Estos calculos y los realizados para las iteraciones adicionales, durante el paso de tiempo que 
va de 0.3 a 0.4 s, se muestran en la tabla E5.6. 


TABLA E5.6 SOLUCION NUMERICA MEDIANTE EL METODO DE LA ACELERACION PROMEDIO 
CONSTANTE CON LA ITERACION DE NEWTON-RAPHSON MODIFICADA 


ti 

Pi 

Ri o 

r\ d 

S o 

(Mi o 

(H 0) 

Am ® 

Ui 0 

u ( / +l) 

(M°' +1) 

Ui 

Ui 

0.0 

0.0000 


10 



0.0000 


0.0000 

0.0000 

0.1 

5.0000 

5.0000 

10 

114.504 

0.0437 

0.0437 

0.4367 

0.8733 

17.4666 

0.2 

8.6603 

21.6355 

10 

114.504 

0.1889 

0.2326 

2.3262 

2.9057 

23.1801 

0.3 

10.0000 

43.4481 

10 

114.504 

0.3794 

0.6121 

6.1206 

4.6833 

12.3719 

0.4 

8.6603 

53.8698 

10 

114.504 

0.4705 

1.0825 

7.5000 





3.3253 



0.02904 

1.1116 

7.5000 





0.2904 



2.536E-3 

1.1141 

7.5000 





2.536E-2 



2.215E-4 

1.1143 

7.5000 





2.215E-3 



1.934E-5 

1.1143 

7.5000 

5.3623 

1.2095 

0.5 

5.0000 

55.9912 

0 

104.504 

0.5071 

1.6214 

7.5000 

4.7791 

-12.8734 

0.6 

0.0000 

38.4222 

0 

104.504 

0.3677 

1.9891 

7.5000 

2.5741 

-31.2270 

0.7 

0.0000 

11.0810 

0 

104.504 

0.1060 

2.0951 

7.5000 

-0.4534 

-29.3242 

0.8 

0.0000 

-19.5936 

0 

104.504 

-0.1875 

1.9076 

5.6250 





1.8750 



1.794E-2 

1.9256 

5.8044 





-0.1794 



— 1.717E-3 

1.9238 

5.7873 





1.717E-2 



1.643E-4 

1.9240 

5.7889 





1.643E-3 



— 1.572E-5 

1.9240 

5.7888 

-2.9690 

-20.9879 

0.9 

0.0000 

-41.6600 

10 

114.504 

-0.3638 

1.5602 

2.1505 

-4.3076 

-5.7824 

1.0 

0.0000 

-47.9451 

10 

114.504 

-0.4187 

1.1414 

-2.0367 

-4.0668 

10.5969 


La iteracion de Newton-Raphson original converge con mayor rapidez que la modifi- 
cada, como es evidente al comparar las tablas E5.5 y E5.6 que resumen los resultados de los 
dos metodos, respectivamente. Observe lo siguiente: (1) los resultados de la primera iteracion 
son identicos en los dos casos porque ambos usan la rigidez tangente inicial. En consecuencia, 

la fuerza restauradora (/ 5 )®. y la fuerza residual R { ~^ son identicas. (2) Si en la segunda 

? + * ( 2 ) 1 • ~ ( 2 ) 

iteracion se usa la rigidez tangente actual (&r) z - +1 y el valor asociado de (£;r) / + 1 de la ecua- 
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cion (5.7.13), el metodo de Newton-Raphson original conduce a una fuerza residual menor 
R j + j = 0 (ejemplo 5.5) en comparacion con R ;+1 = 0.2904 del metodo de Newton-Raphson 
modificado (ejemplo 5.6). (3) Como ahora en cada iteration la fuerza residual R l J + { es mas 
pequeiia, se logra la convergencia en menos iteraciones; para el paso de tiempo de este ejemplo 
se requieren dos iteraciones del metodo de Newton-Raphson original (ejemplo 5.5), mientras 
que con el metodo de Newton-Raphson modificado se necesitan cinco (ejemplo 5.6). 


LECTURAS ADICIONALES 
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Hughes, T. J. R., The Finite Element Method, Prentice Hall, Englewood Cliffs, N. J., 1987, capftulo 9. 

Humar, J. L., Dynamics of Structures, 2a. ed., A. A. Balkema Publishers, Lisse, Los Pafses Bajos, 
2002 , capftulo 8 . 

Newmark, N. M., “A Method of Computation for Structural Dynamics”, Journal of the Engineering 
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PROBLEMAS 


5.1. En la section 5.2 se desarrollaron formulas de recurrencia para resolver numericamente la 
ecuacion de movimiento de un sistema lineal de 1GDL, con base en la interpolation lineal de 
la funcion de excitation p{t) durante cada paso de tiempo. Desarrolle un procedimiento similar 
utilizando una representation constante por partes de la funcion de excitation, en la que el va¬ 
lor de la fuerza en el intervalo de /, a t i+l sea una constante igual a pi (figura P5.1). Demuestre 
que las formulas de recurrencia para la respuesta de un sistema no amortiguado son 


sen(o)„ Atj) pi 

Uj +1 = U{ cos (co n At, ) + iij - + —[1 — cos(o)„ At,)] 

&)„ k 

pi 

Uj+i u i | ft>„ sen (ft),, At, - )] Y iij cos(ft),, At, - ) 4- —— ft),, sen(ft),, At,) 

k 

Especihque las formulas de recurrencia para la siguiente definition de la fuerza constante por 
partes: pi = (/),- + p,+1)/2. Escriba las formulas de recurrencia en la forma siguiente: 

Uj+\ = Auj + Buj + Cpi + Dpi +1 

ii,+i = A'uj + B'uj + C’pi + D'p i + 1 
con ecuaciones para las constantes A, B, C, _ I)'. 
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*5.2 Resuelva el ejemplo 5.1 utilizando la aproximacion constante por partes de la funcion de fuer- 
za; desprecie el amortiguamiento en el sistema de 1GDL. 

*5.3 Resuelva el problema del ejemplo 5.1 por el metodo de la diferencia central, implementado 
mediante un programa de computadora en el lenguaje de su eleccion, con At = 0.1 s. Tenga en 
cuenta que este problema se resolvio en el ejemplo 5.2 y que los resultados se presentan en la 
tabla E5.2. 

*5.4 Repita el problema 5.3 con At = 0.05 s. <;,C6mo afecta el paso de tiempo a la precision de la 
solucion? 

*5.5 Un sistema de 1GDL tiene la misma masa y rigidez que en el ejemplo 5.1, pero la fraccion de 
amortiguamiento es f = 20%. Determine la respuesta de este sistema ante la excitacion del 
ejemplo 5.1 mediante el metodo de la diferencia central utilizando At = 0.05 s. Grafique la 
respuesta en funcion del tiempo, compare la solucion con la del problema 5.3 y comente sobre 
como afecta el amortiguamiento a la respuesta pico. 

*5.6 Resuelva el problema del ejemplo 5.1 mediante el metodo de la diferencia central con 
At = j s. Traslade su solucion a 2 s y comente sobre lo que ocurre con la solucion y por que. 

*5.7 Resuelva el problema del ejemplo 5.1 por el metodo de la aceleracion promedio constante, 
implementado mediante un programa de computadora en el lenguaje de su eleccion, con At = 
0.1 s. Tenga en cuenta que este problema se resolvio en el ejemplo 5.3 y que los resultados se 
presentan en la tabla E5.3. Compare sus resultados con los del ejemplo 5.2 y comente sobre 
la precision relativa de los metodos de la aceleracion promedio constante y de la diferencia 
central. 

*5.8 Repita el problema 5.7 usando At = 0.05 s. ,%’dnio afecta el paso de tiempo a la precision de 
la solucion? 

*5.9 Resuelva el problema del ejemplo 5.1 mediante el metodo de la aceleracion promedio constan¬ 
te con At = j s. Traslade su solucion a 2 s, y comente sobre la precision y la estabilidad de la 
solucion. 

*5.10 Resuelva el problema del ejemplo 5.1 por el metodo de la aceleracion lineal, implementado 
mediante un programa de computadora en el lenguaje de su eleccion, con At = 0.1 s. Tenga en 
cuenta que este problema se resolvio en el ejemplo 5.4 y que los resultados se presentan en la 
tabla E5.4. Compare su solucion con la del ejemplo 5.3 y comente sobre la precision relativa 
de los metodos de la aceleracion promedio constante y la aceleracion lineal. 

*5.11 Repita el problema 5.10 con At = 0.05 s. ^Como afecta el paso de tiempo a la precision de la 
solucion? 


*Indica que la solucion del problema requiere una computadora. 
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*5.12 Resuelva el problema del ejemplo 5.5 por el metodo de la diferencia central, implementado 
mediante un programa de computadora en el lenguaje de su eleccion, con A t = 0.05 s. 

*5.13 Resuelva el ejemplo 5.5 por el metodo de la aceleracion promedio constante con una iteracion 
de Newton-Raphson, implementada mediante un programa de computadora en el lenguaje de 
su eleccion. Tenga en cuenta que este problema se resolvio en el ejemplo 5.5 y que los resulta- 
dos se presentan en la tabla E5.5. 

*5.14 Resuelva el ejemplo 5.6 por el metodo de la aceleracion promedio constante con una iteracion 
de Newton-Raphson modificada, implementada mediante un programa de computadora en el 
lenguaje de su eleccion. Tenga en cuenta que este problema se resolvio en el ejemplo 5.6 y que 
los resultados se presentan en la tabla E5.6. 

*5.15 Resuelva el ejemplo 5.5 mediante el metodo de la aceleracion lineal, utilizando una iteracion 
de Newton-Raphson y Af = 0.1 s. 

*5.16 Resuelva el ejemplo 5.5 mediante el metodo de la aceleracion lineal, utilizando una iteracion 
de Newton-Raphson modificada y A? = 0.1 s. 


*lndica que la solucion del problema requiere una computadora. 




Respuesta sfsmica 
de sistemas lineales 


AVANCE 

Una de las aplicaciones mas importantes de la teorfa de la dinamica estructural es el analisis 
de la respuesta de las estructuras a los movimientos del terreno causados por un sismo. En 
este capftulo se estudia la respuesta sfsmica de sistemas lineales de 1GDL. Por definicion, 
los sistemas lineales son sistemas elasticos y tambien se hace referenda a estos como sis¬ 
temas elastico-lineales para enfatizar ambas propiedades. Debido a que los sismos pueden 
causar dano a muchas estructuras, tambien se tiene interes en la respuesta de los sistemas 
que han fluido o inelasticos, el tema del capftulo 7. 

La primera parte de este capftulo se enfoca en la respuesta a los sismos (deformacion, fiier- 
zas elementales internas, esfuerzos, etcetera) de estructuras simples como una funcion del tiem- 
po y la forma en que esta respuesta depende de los parametros del sistema. Despues, se presenta 
el concepto del espectro de respuesta, que es fundamental para la ingenierfa sfsmica, asf como 
los procedimientos para determinar la respuesta maxima de los sistemas, obtenida directamente 
del espectro de respuesta. A lo que le sigue un estudio de las caracterfsticas de los espectros de 
respuesta de los sismos, que conduce al espectro de diseno para disenar nuevas estructuras y a 
la evaluation de la seguridad de las estructuras existentes contra sismos futures. Por ultimo, se 
identifican las diferencias importantes entre los espectros de diseno y de respuesta, y el capftulo 
concluye con un analisis de dos tipos de espectro de respuesta que no se usan comunmente. 

6.1 EXCITACION SISMICA 

Para los propositos de la ingenierfa, la variation en el tiempo de la aceleracion del terreno 
es la forma mas util de definir el movimiento del terreno durante un sismo. La aceleracion 
del terreno ii g (t) aparece del lado derecho de la ecuacion diferencial (1.7.4) que rige la 
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respuesta de las estructuras a la excitacion sismica. Asi, para una aceleracion del terreno 
dada, el problema a resolver se define por completo para un sistema de 1GDL con propie- 
dades conocidas de masa, rigidez y amortiguamiento. 

El instrumento basico para registrar las tres componentes del movimiento del terreno 
durante un sismo es el acelerografo de movimiento fuerte (figura 6.1.1), que no registra de ma- 
nera continua pero se activa con la llegada de las primeras ondas del sismo. Esto se debe a que, 
incluso en las regiones propensas a sismos como California y Japon, es posible que no haya 
ningun movimiento fuerte del terreno producido por un sismo y que deba registrarse durante 
meses, o incluso anos. En consecuencia, el registro continuo de cientos de tales instrumentos 



Acelerometro transversal Pelicula de registro 


Mecanismo disparador/iniciador 

\ 


Fuente de 
(a) 


Acelerometro vertical 


Acelerometro longitudinal 




Bateria Longitudinal Transversal 


Tarjeta de memoria 
opcional 


Bateria de litio 
de respaldo 


Interruptor 

encendido/apagado 

Tarjeta de memoria 

SSA-2 

Bateria de litio 
de respaldo (reloj) 


Tarjeta del procesador de datos 
(tarjeta frontal) 


Tarjeta de 
analogo 
a digital y 
suministro 
de energia 
(detras 
de la tarjeta 
frontal) 


Acelerometro triaxial 
de equilibrio de fuerzas 


(b) 


Figura 6.1.1 Acelerografos de movimiento fuerte: (a) SMA- 1 , un instrumento de registro analogico con frecuencia 
natural no amortiguada de 25 Hz y 60% de amortiguamiento crftico; (b) SSA-2, un instrumento de registro digital 
con frecuencia natural no amortiguada de 50 Hz y 70% de amortiguamiento critico. (Cortesfa de Kinemetrics, Inc.). 
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serfa un ejercicio inutil. Despues de la activation, el registro continua durante unos minutos o 
hasta que el movimiento del terreno vuelve a descender a niveles imperceptibles. Es evidente 
que los instrumentos deben recibir mantenimiento y repararse con regularidad para que pro- 
duzcan un registro al momento de ocurrir un movimiento. 

El elemento basico de un acelerografo es un elemento transductor, que en su forma 
mas simple es un sistema de 1GDL de masa-resorte-amortiguador (section 3.7). Por lo 
tanto, el elemento transductor se caracteriza por su frecuencia natural f n y su fraction de 
amortiguamiento viscoso f; por lo general, = 25 Hz y C, = 60% para los acelerografos 
analogicos modernos yf, = 50 Hz y f = 70% en los acelerografos digitales modernos. t 
Estos parametros del transductor permiten que el instrumento digital haga un registro, sin 
exceso de distorsion, de las funciones de aceleracion-tiempo con frecuencias muy bajas de 
hasta, por ejemplo, 30 Hz; el instrumento analogico es exacto en un intervalo de frecuencias 
mas estrecho, por ejemplo, de hasta 15 Hz. 

Lo ideal serfa que hubiera muchas estaciones instrumentadas antes de un sismo 
para registrar los movimientos del suelo. Sin embargo, al no saber con exactitud cuan- 
do y donde se produciran los sismos y al tener presupuestos limitados para la instala- 
cion y mantenimiento de los instrumentos, no siempre es posible obtener tales registros 
en la region que presenta movimientos fuertes. Por ejemplo, no existen registros de fuertes 
movimientos que se produjeron a partir de dos sismos que causaron mucha destruction: 
Killari, Maharashtra, India, el 30 de septiembre de 1993 y Guam, un territorio de Estados 
Unidos, el 8 de agosto de 1993; solo hay un registro del devastador sismo en Haiti del 12 de 
enero de 2010. En contraste, puede esperarse que un sismo en Japon o California, dos regio- 
nes bien instrumentadas, produzcan un gran numero de registros. Por ejemplo, el sismo de 
magnitud 9.0 en Tohoku el 11 de marzo de 2011, cerca de la costa este de Honshu, Japon, 
produjo varios cientos de registros de una fuerte sacudida. 

El primer acelerograma de un movimiento fuerte se registro durante el sismo de 
Long Beach de 1933, y para abril de 2011, se habfan obtenido mas de 3000 registros. 
Como era de esperarse, la mayorfa de estos registros son de movimientos pequenos y solo 
una fraction de ellos tiene una aceleracion de 20% g o mas. La distribution geograhca de 
estos registros de movimiento del terreno es muy desigual. Una gran mayorfa de ellos son 
de California, Japon y Taiwan; la mayorfa de los registros son de seis sismos intensos: el 
sismo de San Fernando del 9 de febrero de 1971, el de Loma Prieta del 17 de octubre de 
1989, y el de Northridge del 17 de enero de 1994, en California; el sismo de Kobe del 16 
de enero de 1995 y el de Tohoku del 11 de marzo de 2011, en Japon; y el sismo de Chi- 
Chi del 20 de septiembre de 1999 en Taiwan. En la hgura 6.1.2 se muestran los valores 
maximos de las aceleraciones registradas en muchos lugares diferentes durante el sismo 
de Loma Prieta. Estos valores de aceleracion son mas grandes cerca del epicentro del 
sismo y tienden a disminuir con la distancia a la falla que lo provoco. Sin embargo, las 
aceleraciones registradas a distancias similares pueden variar mucho debido a diferentes 
factores, en especial por las condiciones locales del terreno. 

La hgura 6.1.3 muestra una coleccion de registros representatives de la aceleracion con¬ 
tra el tiempo, durante movimientos sfsmicos en la region de mayor intensidad. Para cada sitio y 


^Es necesario tener en cuenta que la mayorfa, aunque no todos, de los acelerografos digitales utilizan un 
tipo de transductor de equilibrio de fuerzas, para el cual dos parametros no definiran por completo la respuesta 
del instrumento. Esta respuesta es la de un sistema de orden superior (al sistema masa-resorte- amortiguador). 
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Figura 6.1.2 Aceleraciones maximas horizontales del terreno, registradas durante el sismo de 
Loma Prieta el 17 de octubre de 1989. (Cortesla de R. B.Seed). 
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Figura 6.1.3 Movimientos del terreno registrados durante varios sismos. [Basado en parte en 
Hudson (1979)]. 
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Figura 6.1.4 Componente norte-sur de la aceleracion horizontal del terreno registrada en 
la subestacion del distrito de riego del Valle Imperial, en El Centro, California, durante el 
sismo del Valle Imperial el 18 de mayo de 1940. La velocidad y el desplazamiento del suelo 
se calcularon mediante la integration de su aceleracion. 


sismo se da un componente horizontal. Todos se graficaron en la misma escala de aceleracion 
y tiempo. La gran y tan real variabilidad de la amplitud, la duration y el aspecto general de 
los diferentes registros puede verse con claridad. Uno de estos registros se ampha en la figura 
6.1.4. Este es el componente norte-sur del movimiento del terreno registrado en un sitio de El 
Centro, California, durante el sismo del Valle Imperial el 18 de mayo de 19404 A esta escala 
es evidente que la aceleracion del terreno varfa con el tiempo de una manera muy irregular. Sin 
importar lo irregular que sea, se supone que el movimiento del terreno es conocido e indepen- 
diente de la respuesta estructural. Esto equivale a decir que el terreno de cimentacion es rfgido, 
lo que implica que no hay ninguna interaction entre el terreno y la estructura. Si la estructura 
estuviera cimentada en un terreno muy flexible, el movimiento de la estructura y las fuerzas 
resultantes impuestas sobre el suelo subyacente podrfan modi hear el movimiento de la base. 

La aceleracion del suelo se define mediante valores numericos en instantes de tiempo 
discretos. Estos instantes de tiempo deben estar muy espaciados para describir con preci¬ 
sion la variation tan irregular de la aceleracion en el tiempo. Por lo general, el intervalo de 
tiempo se elige entre , q 0 y 4, de segundo, con lo que se requieren entre 1500 y 3000 ordena- 
das para describir el movimiento del terreno de la figura 6.1.4. 

f Esta aceleracion del suelo se utiliza mucho en este libro y, por razones de brevedad, se llamara movimien¬ 
to del terreno de El Centro, aunque en el mismo sitio se han registrado tres componentes de movimiento durante 
varios sismos a partir de 1940. 
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La curva superior de la figura 6.1.4 muestra la variation de la aceleracion del terreno 
de El Centro a traves del tiempo. La aceleracion maxima del terreno ii go es de 0.319g. La 
segunda curva es la velocidad del terreno, que se obtiene al integrar la funcion de acelera- 
cion-tiempo. La velocidad maxima del terreno u g0 es de 13.04 pulg/s. Si se integra la ve¬ 
locidad del terreno se obtiene su desplazamiento, el cual se presenta en el trazo inferior. El 
desplazamiento maximo del terreno u go es de 8.40 pulg. La velocidad y el desplazamiento 
del terreno son dificiles de determinar con precision, porque los acelerografos analogicos 
no registran la parte initial (hasta que el instrumento se activa) de la funcion de aceleracion- 
tiempo y, por lo tanto, se desconoce la linea base (aceleracion cero). Los acelerografos digi- 
tales superan este problema proporcionando una memoria corta de modo que pueda medirse 
el initio del movimiento del terreno. 

Existen varias versiones distintas del movimiento de terreno de El Centro. Las varia¬ 
tions entre estas surgen de las diferencias en (1) como se digitalizo el trazo original ana- 
logico de la aceleracion en funcion del tiempo para convertirlo en datos numericos, y (2) el 
procedimiento elegido para introducir la linea de base perdida en el registro. En este libro 
se utiliza la version mostrada en la figura 6.1.4 y tabulada en el apendice 6. 


6.2 ECUACION DE MOVIMIENTO 

La ecuacion (1.7.4) rige el movimiento de un sistema lineal de 1GDL (figura 6.2.1) sometido 
a la aceleracion del terreno ii g (t). Al dividir esta ecuacion entre m resulta 

ii + 2^co„ ii + ccru = —ii g (t ) (6.2.1) 

Resulta claro que para una ii g (t ) dada, la respuesta de la deformation u(t) del sistema de- 
pende solo de la frecuencia natural oj„ o del periodo natural T„ del sistema y de su fraction 
de amortiguamiento, escrito de manera formal, u = u{t, T n , £). Asi, cualesquiera dos sis- 
temas que tengan los mismos valores de T„ y f tendran la misma respuesta de deformation 
u(t), aunque uno de ellos sea mas grande o mas rfgido que el otro. 

La aceleracion del terreno durante un sismo varia irregularmente hasta tal punto (vea 
la figura 6.1.4) que la solution analitica de la ecuacion de movimiento debe descartarse. 
Por lo tanto, se requieren metodos numericos para determinar la respuesta estructural y 
podria utilizarse cualquiera de los metodos presentados en el capitulo 5. Los resultados de 
la respuesta presentados en este capitulo se obtuvieron mediante la solution exacta de la 



Figura 6.2.1 Sistemas de un solo grado de libertad. 
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ecuacion de movimiento para un movimiento del suelo que varfa linealmente en cada paso 
de tiempo, A t = 0.02 s (seccion 5.2). 


6.3 CANTIDADES DE RESPUESTA 

La deformation del sistema o el desplazamiento u(t) de la masa respecto al terreno en mo¬ 
vimiento, con el que las fuerzas internas se relacionan linealmente, es de gran interes en 
la ingenierfa estructural. Las fuerzas internas son los momentos de flexion y los esfuerzos 
cortantes en las vigas y columnas de la estructura de una sola planta que se muestra en la 
figura 6.2.1a o la fuerza del resorte en el sistema de la figura 6.2.1b. Es util conocer el des¬ 
plazamiento total u’(t) de la masa para proporcionar la separation suficiente entre edificios 
adyacentes, a fin de impedir que se golpeen entre si durante un sismo. Las colisiones son 
la causa de danos en muchos edificios durante casi todos los sismos (vea la figura 6.3.1). 
Del mismo modo, si la estructura aloja equipos sensibles y se requiere determinar el mo¬ 
vimiento impartido a dicho equipamiento, serfa necesario conocer la aceleracion total u\t) 
de la masa. 

La solution numerica de la ecuacion (6.2.1) puede implementarse para proporcionar 
los resultados de las cantidades relativas u(t), u(t) y ii(t) asf como de las cantidades totales 
u'(t ), u'(t) y u‘(t). 



Figura 6.3.1 Dos imageries de danos por colision en el edificio de Sanborns (mas bajo) y 
el edificio de la Avenida Refonna 33 (mas alto), en la Ciudad de Mexico, debido al sismo 
del 28 de julio de 1957. (De la coleccion Steinbrugge, Servicio Nacional de Informacion de 
Ingenieria Sismica de la Universidad de California, Berkeley). 
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6.4 HISTORIA DE LA RESPUESTA 

Para un movimiento de terreno dado ii g ( f), la respuesta de deformation u(t) de un sistema de 
1GDL depende solo del periodo de vibration natural del sistema y de su fraction de amorti- 
guamiento. En la figura 6.4.1a se muestra la respuesta de deformation de tres sistemas dife- 
rentes, debido a la aceleracion del terreno de El Centro. La fraction de amortiguamiento, 
f = 2%, es la misma para los tres sistemas, de modo que solo las diferencias en sus periodos 
naturales son responsables de las grandes diferencias en las respuestas de deformation. Se 
observa que el tiempo requerido para que un sistema de 1GDL complete un ciclo de vibration, 
cuando se somete a este movimiento sfsmico del terreno, esta muy cerca del periodo natural 
del sistema. (Este resultado interesante, valido para movimientos del terreno tipicos que con- 
tienen un intervalo amplio de frecuencias, puede probarse usando la teorfa de las vibraciones 
aleatorias, que no se incluye en este libro). La deformation maxima [ecuacion (1.11.1)] tam- 
bien se observa en cada caso. Note que en estos tres sistemas entre mas largo es el periodo de 
vibration, mayor es la deformation maxima. Como se vera mas adelante, esta tendencia no es 
perfecta ni valida en todo el intervalo de periodos. 

La figura 6.4.1b muestra la respuesta de deformation de tres sistemas para el mismo 
movimiento del terreno. El periodo de vibration T n es el mismo para los tres sistemas, de 
modo que las diferencias en las respuestas de deformation se asocian con sus amortigua- 


(a) 


(b) 


T„ = 0.5 s, f = 0.02 


10i 






2.67 pulg 


-10 J 



T n = 2 s, ? = 0 





6 T 10 T 20 T 30 

Tiempo, s 


Figura 6.4.1 Respuesta de deformacion de los sistemas de 1GDL al movimiento de terreno de El Centro. 
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mientos. Se observa la tendencia esperada de que los sistemas con mas amortiguamiento 
responden menos que los sistemas ligeramente amortiguados. Como los tres sistemas tienen 
el mismo periodo natural, sus respuestas muestran una similitud en el tiempo requerido 
para completar un ciclo de vibration y en los tiempos en que se producen los maximos y 
mmimos. 

Una vez que la historia de la respuesta de deformacion u(t) se ha evaluado mediante el 
analisis dinamico de la estructura, es posible determinar las fuerzas internas por medio 
del analisis estatico de la estructura en cada instante de tiempo. Existen dos metodos para 
poner en practica este tipo de analisis que se han mencionado en la section 1.8. Entre ellos, 
el enfoque preferido en la ingenierfa sismica se basa en el concepto de la fuerza estatica 
equivalente f s (figura 6.4.2) porque puede relacionarse con las fuerzas sismicas especifica- 
das en los codigos de construction;^ se definio en la ecuacion (1.8.1), que se repite aqui 
por conveniencia: 

fs(t ) = ku(t) (6.4.1) 


fsd) 


'/////////////////////////////////, 



Figura 6.4.2 Fuerza estatica equivalente. 


donde ke s larigidez lateral del marco (figura 6.2.1a). Si se ex pres a k en terminos de lamasa 
m se obtiene 

fs(t) = m or n u{t) = niA(t) (6.4.2) 

donde 

A(t) = a) 2 n u(t) (6.4.3) 

Observe que la fuerza estatica equivalente es m por Ait), la pseudo-aceleracion, no m por la 
aceleracion total ii'(t). Esta distincion se analiza en la section 6.6.3. 

La respuesta de pseudo-aceleracion A(t) del sistema puede calcularse con facilidad a 
partir de la respuesta de deformacion u(t). Para los tres sistemas con T n = 0.5, 1 y 2 s, todos 
ellos con £ = 0.02, u(t) puede encontrarse en la figura 6.4.1. A1 multiplicar cada u(t) por la 
correspondiente ar n = (2n/T n ) 2 se obtienen las respuestas de pseudo-aceleracion para estos 
sistemas; estas se presentan en la figura 6.4.3, donde puede observarse el valor maximo para 
cada sistema. 

Para el caso del marco de un nivel. las fuerzas internas (por ejemplo, las fuerzas cor- 
tantes y los momentos en las columnas y vigas, o el esfuerzo en cualquier ubicacion) pue- 
den determinarse en un instante de tiempo dado mediante el analisis estatico de la estructura 
sometida a la fuerza lateral estatica equivalente f s (t) en el mismo instante de tiempo (figura 
6.4.2). Asr, serfa necesario un analisis estatico de la estructura en cada instante de tiempo en 
el que se deseen las respuestas. En particular, el cortante basal V h (t) y el momento de volteo 
basico M h (i) son 


V b (f) = f s {t) M b (f) = hf s (t) 


(6.4.4a) 
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l 2-, T„ = 0.5 s, f = 0.02 



1.2-i T ,, = 2 s, f = 0.02 


0.191g 



To T 20 

Tiempo, s 


Figura 6.4.3 Respuesta de pseudo-aceleracion de 
30 sistemas de 1GDL para el movimiento del terreno 
de El Centro. 


donde h es la altura de la masa por encima de la base. Sustituyendo la ecuacion (6.4.2) en 
estas ecuaciones se obtiene 

V b (t) =mA{t) M b (t ) = hV b (t) (6.4.4b) 

Si el sistema de 1GDL se ve como un sistema masa-resorte-amortiguador (figura 
6.2.1b), no se requiere la nocion de la fuerza estatica equivalente. Es posible visualizar que 
la fuerza del resorte esta dada por la ecuacion (6.4.1). 


6.5 CONCEPTO DEL ESPECTRO DE RESPUESTA 

G. W. Housner jugo un papel decisivo en la gran aceptacion del concepto del espectro de 
respuesta del sismo (iniciado por M. A. Biot en 1932) como un medio practico para ca- 
racterizar los movimientos del terreno y sus efectos sobre las estructuras. Ahora que es un 
concepto central en la ingenierfa sfsmica, el espectro de respuesta proporciona un medio 
conveniente para resumir la respuesta maxima de todos los posibles sistemas lineales de 
1GDL a un componente particular del movimiento del terreno. Tambien proporciona un 
enfoque practico para la aplicacion del conocimiento de la dinamica estructural al diseno de 
estructuras y al desarrollo de los requisitos de fuerza lateral en los codigos de construccion. 

Una grafica del valor maximo de una cantidad de respuesta como una funcion del 
periodo de vibracion natural T„ del sistema, o de un parametro relacionado, como la fre- 
cuencia circular co n o la frecuencia ciclica f n , se denomina espectro de respuesta para dicha 
cantidad. Cada una de estas graficas es para los sistemas de 1GDL que tienen una fraccion 
de amortiguamiento £ fijo y es necesario incluir varias de dichas graficas para diferentes 
valores de f, a fin de cubrir el intervalo de valores de amortiguamiento en las estructuras 
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reales. Si la respuesta maxima se grafica en funcion f n o T„, es un asunto de preferencia 
personal. Aqui se ha elegido la segunda option debido a que los ingenieros prefieren utili- 
zar el periodo natural en vez de la frecuencia natural, porque el periodo de vibracion es un 
concepto mas familiar y por intuition resulta atractivo. 

Es posible debnir una variedad de espectros de respuesta en funcion de la cantidad de 
respuesta que se grafica. Considere las siguientes respuestas maximas: 

u 0 (T n ,£) = max u(t, T n , f)[ 

t 

u 0 (T n ,0 = max \u(t, T n , f)[ 

t 

u'oiTmt) = max u'{t, T n , f)| 

t 

El espectro de respuesta de deformacion es una grafica de u a contra T n para un £ fijo. Una 
grafica similar para u 0 es el espectro de respuesta de velocidad relativa, y para u! 0 es el es¬ 
pectro de respuesta de aceleracion. 


6.6 ESPECTROS DE RESPUESTA DE DEFORMACION, 

DE PSEUDO-VELOCIDAD Y DE PSEUDO-ACELERACION 

En esta seccion se analizan el espectro de respuesta de deformacion y dos espectros relacio- 
nados, los espectros de respuesta de pseudo-velocidad y de pseudo-aceleracion. Como se 
muestra en la seccion 6.4, para calcular las fuerzas intemas solo se requiere la deformacion 
u{t). Entonces, resulta obvio que el espectro de deformacion proporciona toda la informa- 
cion necesaria para calcular los valores maximos de la deformacion D = u 0 y las fuerzas 
internas. Sin embargo, se incluyen los espectros de respuesta de pseudo-velocidad y de 
pseudo-aceleracion, porque son utiles para el estudio de las caractensticas de los espectros 
de respuesta, la construccion de los espectros de diseno y la correlation de los resultados de 
la dinamica estructural con los codigos de construccion. 

6.6.1 Espectro de respuesta de deformacion 

La figura 6.6.1 muestra el procedimiento para determinar el espectro de respuesta de defor¬ 
macion. El espectro se ha desarrollado para el movimiento de terreno de El Centro, que se 
muestra en el inciso (a) de esta figura. En el inciso (b) se presenta la variation en el tiempo 
de la deformacion inducida por este movimiento del terreno en tres sistemas de 1GDL. Para 
cada sistema, el valor maximo de deformacion D = u a se determina a partir de la historia 
de deformacion. (Por lo general, el pico se produce durante los movimientos del terreno; 
sin embargo, para los sistemas ligeramente amortiguados con periodos muy largos, la res¬ 
puesta maxima puede ocurrir durante la fase de vibracion fibre despues de que el temblor 
del terreno ha terminado). Las deformaciones maximas son D = 2.67 pulg para un sistema 
con un periodo natural T„ = 0.5 s y fraction de amortiguamiento f = 2%; D = 5.97 pulg 
para un sistema con T n = 1 s y ( = 2%; y D = 1A1 pulg para un sistema con T n = 2 s y 
f = 2%. El valor D, determinado de esta manera para cada sistema, proporciona un punto 
en el espectro de respuesta de deformacion; estos tres valores de D se identifican en la figura 
6.6.1c. La repetition de estos calculos para un intervalo de valores de T n mientras C, se man- 
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T„ = 0.5 s 
f = 2% 


T n = 1 S 
f = 2% 


o 


T n = 2s 
f = 2% 


3 

a. 


<D 

Q 



Figura 6.6.1 (a) Aceleracion del terreno; (b) respuesta de deformacion de tres sistemas 

de 1GDL con f = 2% y T n = 0.5, 1 y 2 segundos; (c) espectro de respuesta de deformacion 
para f = 2%. 


tiene constante en 2%, proporciona el espectro de respuesta de deformacion que se muestra 
en la figura 6.6.1c. Como se vera mas adelante, el espectro de respuesta completo incluye 
estas curvas de espectro para varios valores de amortiguamiento. 

6.6.2 Espectro de respuesta de pseudo-velocidad 

Considere una cantidad V para un sistema de 1GDL con una frecuencia natural co„, rela- 
cionada con su deformacion maxima D = u 0 debida a un movimiento sismico del terreno: 

V=co n D = 2 ^D (6.6.1) 

La cantidad V tiene unidades de velocidad. Se relaciona con el valor maximo de la energia 
de deformacion Eso almacenada en el sistema durante el sismo, mediante la ecuacion 

m V 2 

Eso = 


2 


( 6 . 6 . 2 ) 
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Esta relation puede deducirse a partir de la definition de energfa de deformation y del uso 
de la ecuacion (6.6.1) en la forma siguiente: 

ku 2 kD 2 k(V/co„) 2 mV 2 

Es ° = ~Y = T“ = 2 = ~Y~ 

El lado derecho de la ecuacion (6.6.2) es la energfa cinetica de la masa estructural m con 
una velocidad V, llamada la pseudo-velocidad maxima. El prefijo pseudo se utiliza porque 
V no es igual a la velocidad maxima relativa ii 0 , aunque tiene las unidades correctas. Este 
tema se retomara en la section 6.12. 

El espectro de respuesta de pseudo-velocidad es una grafica de V en funcion del pe- 
riodo de vibration natural T„, o de la frecuencia de vibration natural f„ del sistema. Para 
el movimiento del terreno de la figura 6.6.1a, la pseudo-velocidad maxima V de un sistema 
con periodo natural T n puede determinarse a partir de la ecuacion (6.6.1) y la deformation 
maxima D del mismo sistema, disponible en el espectro de respuesta de la figura 6.6.1c, 
que se ha reproducido en la figura 6.6.2a. Como ejemplo, para un sistema con T n = 0.5 s y 
£ = 2%, D = 2.67 pulg; a partir de la ecuacion (6.6.1), V = (27t/0.5)2.67 = 33.7 pulg/s. 
De manera similar, para un sistema con T n = 1 s y el mismo £, V = (27r/l)5.97 = 37.5 
pulg/s; y para un sistema con T„ = 2 s y el mismo £, V = {2n/2)lAl = 23.5 pulg/s. Estos 
tres valores de pseudo-velocidad maxima se identifican en la figura 6.6.2b. La repetition de 
estos calculos para un intervalo de valores de T n , mientras / se mantiene constante en 2%, 
proporciona el espectro de pseudo-velocidad mostrado en la figura 6.6.2b. 


6.6.3 Espectro de respuesta de pseudo-aceleracion 


Considere una cantidad A para un sistema de 1GDL con frecuencia natural co n , que se re- 
laciona con su deformation maxima D = u„ debida a un movimiento sfsmico del terreno: 

2 




D 


(6.6.3) 


La cantidad A tiene unidades de aceleracion y se relaciona con el valor maximo del cortante 
basal V ho (o el valor maximo de la fuerza estatica equivalente/ So , ecuacion 6.4.4a): 


Vbo = fSo =mA 


(6.6.4) 


Esta relation es solo la ecuacion (6.4.4b) especificada para el tiempo de la respuesta maxi¬ 
ma, donde el valor maximo de A(f) se indica mediante A. La fuerza cortante basal maxima 
puede escribirse en la forma 


V bo 


A 

— w 
g 


(6.6.5) 


donde w es el peso de la estructura y g la aceleracion de la gravedad. Cuando se escribe de 
esta forma, A/g puede interpretarse como el coeficiente sismico o el coeficiente de fuerza 
lateral. Se utiliza en los codigos de construction para representar el coeficiente por el cual 
se multiplica el peso de la estructura para obtener la fuerza cortante basal. 

Observe que la fuerza cortante basal es igual a la fuerza de inertia asociada con la masa 
m mientras experimenta la aceleracion A. Esta cantidad, que esta definida por la ecuacion 
(6.6.3), suele ser diferente de la aceleracion maxima if 0 del sistema. Es por esta razon que A se 
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(a) 


(b) 


(c) 


Figura 6.6.2 Espectros de respuesta (J = 0.02) para el movimiento del terreno de El 
Centro: (a) espectro de respuesta de deformacion; (b) espectro de respuesta de pseudo- 
velocidad; (c) espectro de respuesta de pseudo-aceleracion. 


denomina la pseudo-aceleracion maxima', el prefijo pseudo se utiliza para evitar posibles con- 
fusiones con la aceleracion maxima verdadera ii' 0 . Este tema se retomara en la seccion 6.12. 

El espectro de respuesta de pseudo-aceleracion es una grafica de A en funcion del 
periodo de vibracion natural T n , o de la frecuencia de vibracion natural /„, del sistema. Para 
el movimiento del terreno de la figura 6.6.1a, la pseudo-aceleracion maxima A para un sis¬ 
tema con periodo natural T„ y fraccion de amortiguamiento f puede determinarse a partir 
de la ecuacion (6.6.3) y de la deformacion maxima D del sistema, obtenida del espectro de 
la figura 6.6.2a. Como ejemplo, para un sistema con T„ = 0.5 s y f = 2%, D = 2.67 pulg; 
con base en la ecuacion (6.6.3), A = (2jr/0.5) 2 2.67 = 1.09g, donde g = 386 pulg/s 2 . De 
manera similar, para un sistema con T n = 1 s y el mismo f, A = (2n/l) 2 5.91 = 0.610g; y 
para un sistema con T„ = 1 s y el mismo £,A = (2n /2) 2 7.47 = 0.191g. Observe que los 
mismos valores de A se muestran como valores maximos A(t) en la figura 6.4.3. Estos tres 
valores de pseudo-aceleracion maxima se identifican en la figura 6.6.2c. La repeticion de 
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estos calculos para un intervalo de valores de T n , mientras C, se mantiene constante en 2%, 
proporciona el espectro de pseudo-aceleracion mostrado en la figura 6.6.2c. 

6.6.4 Espectro combinado D-V-A 

Cada uno de los espectros de respuesta de deformacion, pseudo-velocidad y pseudo-acele¬ 
racion para un movimiento sfsmico dado contiene la misma informacion, ni mas ni menos. 
Los tres espectros constituyen tan solo formas distintas de presentar la misma informacion 
sobre la respuesta estructural. Si se conoce uno de los espectros, los otros dos pueden dedu- 
cirse mediante operaciones algebraicas, usando las ecuaciones (6.6.1) y (6.6.3). 

Por que se requieren tres espectros si cada uno de ellos contiene la misma informa¬ 
cion? Una de las razones es que cada espectro proporciona de manera directa una cantidad 
ffsica significativa. El espectro de deformacion proporciona la deformacion maxima del 
sistema. El espectro de pseudo-velocidad se relaciona directamente con la energfa de de¬ 
formacion maxima almacenada en el sistema durante el sismo; vea la ecuacion (6.6.2). El 
espectro de pseudo-aceleracion se relaciona directamente con los valores maximos de la 
fuerza estatica equivalente y de la fuerza cortante basal; vea la ecuacion (6.6.4). La segunda 
razon reside en el hecho de que la forma del espectro puede aproximarse con mas facilidad, 
para fines de diseno, con la ayuda de las tres cantidades espectrales en lugar de cualquiera 
de ellas de manera independiente, vea las secciones 6.8 y 6.9. Para este proposito resulta 
muy util un diagrama combinado que muestre las tres cantidades espectrales. A1 parecer, 
este tipo de grafica fue desarrollada por primera vez para los espectros de respuesta sismica 
por A. S. Veletsos y N. M. Newmark en 1960. 



Figura 6.6.3 Espectro de respuesta combinado D-V-A para el movimiento del terreno 
de El Centro; f = 2%. 
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Esta presentation integrada es posible porque las tres magnitudes espectrales estan 
relacionadas entre si por las ecuaciones (6.6.1) y (6.6.3), reescritas como 

A T n 2n 

— = V = co n D o ^~A = V = —D (6.6.6) 

Ci)f\ 2 tc T n 

Observe la similitud entre estas ecuaciones que relacionan a D, V y A con la ecuacion 
(3.2.21) para los factores de respuesta dinamica R d , R, y R a en un sistema de 1GDL some- 
tido a una excitacion armonica. La ecuacion (3.2.21) permite presentar en forma conjunta 
a R d , R, y R a , en papel logarftmico de cuatro escalas (figura 3.2.8), construido mediante el 
procedimiento descrito en el apendice 3 (capitulo 3). De manera similar, es posible cons- 
truir el papel de grafico mostrado en la figura A6.1 (apendice 6) con cuatro escalas para 
visualizar de manera conjunta a D, V y A. Las escalas vertical y horizontal para V y T„ son 
escalas logantmicas estandar. Las dos escalas para D y A, inclinadas respectivamente en 
+45° y -45°, respecto al eje de T n , tambien son escalas logantmicas pero no identicas a la 
escala vertical; vea el apendice 3. 

Una vez construida esta grafica, los tres espectros de respuesta (deformacion, pseudo- 
velocidad y pseudo-aceleracion) de la figura 6.6.2 pueden combinarse con facilidad en una 
sola grafica. Los pares de datos numericos para V y T n , que se representan en la figura 6.6.2b 



Figura 6.6.4 Espectro de respuesta combinado D- V-A para el movimiento del terreno 
de El Centro; t, = 0, 2, 5, 10 y 20%. 
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en escalas lineales, vuelven a representarse en la figura 6.6.3 en escalas logarftmicas. Para 
un periodo natural dado T n , los valores de D y A se pueden leer en las escalas diagonales. 
Como ejemplo, para T n = 2 s, la figura 6.6.3 indica que D = 7.47 pulg y A = 0.191g. (En 
realidad, estos numeros no pueden leerse con tanta precision en la grafica; en este caso 
estaban disponibles a partir de la figura 6.6.2). La grafica de cuatro escalas es una presen- 
tacion compacta de tres espectros de respuesta (deformacion, pseudo-velocidad y pseudo- 
aceleracion) a fin de reemplazar las tres graficas de la figura 6.6.2 por una sola. 

Un espectro de respuesta debe cubrir un amplio intervalo de periodos de vibracion 
natural y varios valores de amortiguamiento, de modo que proporcione la respuesta maxima 
de todas las estructuras posibles. El intervalo de periodos en la figura 6.6.3 debe extenderse 
porque los edificios altos y los puentes con claros grandes, entre otras estructuras, pueden 
tener periodos de vibracion mas largos (figura 2.1.2). Tambien deben incluirse varios va¬ 
lores de amortiguamiento para cubrir el intervalo practico de f = 0 a 20%. La figura 6.6.4 
muestra curvas de espectro para f = 0, 2, 5, 10 y 20% en el intervalo de periodos de 0.02 
a 50 s. Por lo tanto, este es el espectro de respuesta para el componente norte-sur del mo- 
vimiento del suelo registrado en un solo lugar durante el sismo del Valle Imperial el 18 de 
mayo de 1940. Como la fuerza lateral o cortante basal de un sistema de 1GDL se relaciona 
con A/g por medio de la ecuacion (6.6.5), en la figura 6.6.5, tambien se grafica este espectro 
normalizado de pseudo-aceleracion. Del mismo modo, como la deformacion maxima esta 
dada por D, este espectro de respuesta de deformacion tambien se grafica en la figura 6.6.6. 

El espectro de respuesta ha resultado tan util en la ingenierfa sismica que en la actuali- 
dad se calculan y publican los espectros para casi todos los movimientos del terreno lo sufi- 
cientemente fuertes como para ser de interes en la ingenierfa; tales calculos y publicaciones 



Figura 6.6.5 Espectro de respuesta de pseudo-aceleracion normalizada, o coeficiente 
sismico, para el movimiento del terreno de El Centro; f = 0, 2, 5, 10 y 20%. 
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se realizan poco despues de registrar el movimiento. Se han obtenido suficientes espectros 
como para poseer una idea razonable del tipo de movimiento cuya ocurrencia es probable 
en los sismos futuros, y de como se ven afectados los espectros de respuesta por la distancia 
a la falla que los ocasiona, las condiciones locales del terreno y la geologfa regional. 

6.6.5 Construction del espectro de respuesta 

El espectro de respuesta para un componente del movimiento del terreno dado ii jt) puede 
desarrollarse mediante la ejecucion de los pasos siguientes: 

1. Defina numericamente la aceleracion del terreno iijt): por lo general, las ordenadas 
del movimiento del terreno se definen cada 0.02 s. 

2. Seleccione el periodo de vibration natural T n y la fraction de amortiguamiento f de 
un sistema de 1GDL. 

3. Calcule la respuesta de deformacion u(t) de este sistema de 1GDL. debida al 
movimiento del terreno ii g (t), por medio de cualquiera de los metodos numericos 



Figura 6.6.6 Espectro de la respuesta de deformacion para el movimiento del terreno 
de El Centro; f = 0, 2, 5, 10 y 20%. 
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descritos en el capftulo 5. [Para obtener las respuestas mostradas en la figura 6.6.1 
se uso la solucion exacta de la ecuacion (6.2.1) para un movimiento del terreno 
que se supone lineal por partes cada A t = 0.02 s; consulte la seccion 5.2)]. 

Determine u a , el valor maximo de u(t). 

Las ordenadas espectrales son D = u a , V = (2 jt/T u )D y A = (2n/T„) 2 D. 

Repita los pasos 2 a 5 para un intervalo de valores de T„ y f que cubran todos los 
posibles sistemas de interes para la ingenierfa. 

Presente los resultados de los pasos 2 a 6 mediante graficas para producir tres espectros 
separados como los de la figura 6.6.2 o un espectro combinado como el de la figura 
6.6.4. 

La generacion de un espectro de respuesta del sismo requiere un esfuerzo de calculo 
considerable. Un analisis dinamico completo para determinar la variacion en el tiempo (o 
historia) de la deformacion de un sistema de 1GDL proporciona los datos para un punto en 
el espectro correspondiente al T„ y la £ del sistema. Cada curva del espectro de respuesta 
de la figura 6.6.4 se produce a partir de tales datos para 112 valores de T„ distribuidos de 
manera desigual en todo el intervalo de T n de 0.02 a 50 s. 

Ejemplo 6.1 

Deduzca y grafique las ecuaciones de los espectros de respuesta de deformacion, de pseudo- 
velocidad y de pseudo-aceleracion para la aceleracion del terreno — u go S(t), dondeS(t) 
es la funcion delta de Dirac y ugo es el incremento en la velocidad, o la magnitud del impulso 
de aceleracion. Considere solo los sistemas sin amortiguamiento. 

Solucion 

1. Determine la historia de la respuesta. La respuesta de un sistema de 1GDL a p(t) = 8(t 
- r) estadisponible en la ecuacion (4.1.6). Al adaptaresta solucion para pef(t) = —mu g (t) = 
—mu go 8(t) resulta 


4. 

5. 

6 . 

7. 




Figura E6.1 
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. , U go 

u(t) = —-sen a> n t 

(On 


(a) 


El valor maximo de uit) es 


Ugo 


(b) 


u, 


O 


2. Determine los valores espectrales. 


D = u, 


■o 


Ugo _ Ug 0 

- 1 I 


(C) 


V = a> n D = Ug 0 



(d) 


Dos de estos espectros de respuesta se grafican en la figura E6.1. 


6.7 RESPUESTA ESTRUCTURAL MAXIMA A PARTIR 
DEL ESPECTRO DE RESPUESTA 


Si el espectro de respuesta para un componente del movimiento de suelo dado esta 
disponible, es posible determinar con facilidad el valor maximo de la deformacion, o de 
una fuerza interna, en cualquier sistema lineal de 1GDL. Este es el caso aquf, porque ya 
se han completado los analisis dinamicos computacionalmente intensivos que se resumen 
en la seccion 6.6.5 para la generacion del espectro de respuesta. Los valores de D, Vo A, 
correspondientes al periodo de vibracion natural T„ y a la fraccion de amortiguamiento C, 
del sistema, se leen de los espectros, como los de las figuras 6.6.6, 6.6.4 y 6.6.5. Ahora 
todas las cantidades de respuesta interesantes pueden expresarse en terminos de D, V o A 
y de las propiedades de masa o rigidez del sistema. En particular, la deformacion maxima 
del sistema es 



(6.7.1) 


y el valor maximo de la fuerza estatica equivalente / iS „ es (con base en las ecuaciones 6.6.4 y 
6.6.3) 


fs a = kD = mA 


(6.7.2) 


El analisis estatico del marco de un solo nivel, sometido a la fuerza lateral (figure 6.7.1), 
proporciona las fuerzas internas (por ejemplo, las fuerzas cortantes y los momentos en las 
columnas y vigas). Lo anterior implica la aplicacion de procedimientos bien conocidos del 


h 


’///////////////////////////////// 



Figura 6.7.1 Valor maximo de la fuerza estatica 
equivalente. 
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analisis estructural estatico, como se ilustrara mas adelante mediante ejemplos. De nuevo 
se hace enfasis en que no es necesario extender el analisis dinamico mas alia de lo necesario 
para establecer u(t). En particular, los valores maximos de la fuerza cortante y del momento 
de volteo en la base de la estructura de un nivel son 


V b0 = kD = mA M bo = hV b0 (6.7.3) 

Se observa que cualquiera de estos espectros de respuesta (de deformacion, de pseudo- 
velocidad o de pseudo-aceleracion) es suficiente para calcular las deformaciones y fuerzas 
maximas requeridas en el diseno estructural. Para tales aplicaciones, los espectros de 
velocidad o aceleracion (definidos en la seccion 6.5) no son necesarios; pero a fin de que el 
analisis sea completo, tales espectros se discuten brevemente al final de este capftulo. 


Ejemplo 6.2 

Un cantiliver vertical de 12 pies de largo, hecho con un tubo estandar de acero con un diametro 
nominal de 4 pulgadas, soporta un peso de 5200 libras conectado en la punta, como se muestra 
en la figura E6.2. Las propiedades del tubo son: diametro exterior, d 0 = 4.500 pulg, diametro 
interior d t = 4.026 pulg, espesor t = 0.237 pulg, momento de inercia en su seccion transversal 
I — 7.23 pulg 4 , modulo de elasticidad E = 29,000 ksi y peso = 10.79 libras/pie de longitud. 
Determine la deformacion y el esfuerzo de flexion maximos en el cantiliver debidos al movi- 
miento de suelo de El Centro. Suponga que £ = 2%. 


Solution 


La rigidez lateral de este sistema de 1GDL es 


k 


3EI 

U~ 


3(29 X 10 3 )7.23 
(12 X 12) 3 


0.211 kip/pulg 


El peso total del tubo es de 10.79 x 12 = 129.5 lb, que puede despreciarse en relation con el 
peso concentrado de 5200 lb. Asf, 

w 5.20 , 

in = — = - = 0.01347 kip-s 2 /pulg 

g 386 f /f s 

La frecuencia y el periodo de vibration natural del sistema son 

l~k I 0.211 

" <= V^ = VMi347 = M58rad/s = 1.59 s 

Con base en la curva del espectro de respuesta considerando f = 2% (figura E6.2b), para T n = 
1.59 s, D = 5.0 pulg y A = 0.20 g. La deformacion maxima es 


u 0 — D — 5.0 pulg 

El valor maximo de la fuerza estatica equivalente es 
A 

fso — — u> = 0.20 X 5.2 = 1.04 kips 
g 

El diagrama del momento flexionante se muestra en la figura E6.2d con el momento maximo 
en la base = 12.48 kip-pie. Los puntos Ay B mostrados en la figura E6.2e son las ubicaciones 
del esfuerzo flexionante maximo: 


°max 


Me 

~T 


(12.48 X 12) (4.5/2) 
L23 


= 46.5 ksi 
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Figura E6.2 


Por lo tanto, a — +46.5 ksi en A y a = -46.5 ksi en B, donde + indica tension. Los signos 
algebraicos de estos esfuerzos son irrelevantes porque la direccion de la fuerza maxima no se 
conoce, mientras que el espectro de pseudo-aceleracion es positivo por definicion. 

Ejemplo 6.3 

El esfuerzo calculado en el ejemplo 6.2 supero el esfuerzo permisible y el disenador decidio 
aumentar el tamano de la tuberfa usando un tubo de acero estandar con un diametro nominal de 
8 pulg. Sus propiedades son d„ = 8.625 pulg, d t = 7.981 pulg, t = 0.322 pulg e I = 72.5 pulg 4 . 
Comente las ventajas y desventajas de utilizar esta tuberfa mas grande. 
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Solution 


3(29 X 10 3 )72.5 

k = — 77^7 - 77 - 7 — = 2.112 kips/pulg 


(12 X 12 ) 3 


a> n = 


2.112 


= 12.52 rad/s 


T n = 0.502 s 


0.01347 

A partir del espectro de respuesta (figura E6.2b): D = 2.7 pulg y A = l.lg. Por lo tanto. 


U Q 

fso 

^base 


°rnax 


D = 2.7 pulg 

1.1 X 5.2 = 5.72 kips 

5.72 X 12 = 68.64 kip-pie 

(68.64 X 12)(8.625/2) 

- = 49.0 ksi 

72.5 


Si se usa la tuberla de 8 pulg de diametro, la deformacion se reduce de 5.0 a 2.7 pulg. Sin em¬ 
bargo, contrario al objetivo del disenador, el esfuerzo flexionante aumenta ligeramente. 

Este ejemplo puntualiza una diferencia importante entre la respuesta de las estructuras a 
una excitacion sismica y a un valor fijo de fuerza estatica. En este ultimo caso resulta evidente 
que al aumentar el tamano del miembro el esfuerzo disminuira. En el caso de la excitacion 
sismica, el aumento del diametro de la tuberla acorta el periodo de vibracion natural de 1.59 a 
0.50 s, que para este espectro de respuesta tiene el efecto de aumentar la fuerza estatica equiva- 
Icntc / v „. Que el esfuerzo flexionante disminuya o aumente al incrementar el diametro del tubo, 
depende del aumento del modulo de la seccion, I/c, y del aumento o disminucion de la f So , en 
funcion del espectro de respuesta. 


Ejemplo 6.4 

Un pequeno edificio de un nivel, construido en concreto reforzado, se idealiza para fines de un 
analisis estructural como un marco sin masa que soporta una carga muerta total de 10 kips al 
nivel de la viga (figura E6.4a). El marco tiene 24 pies de ancho y 12 pies de altura. Cada una de 
las columnas y la viga tienen una seccion transversal de 10 pulg cuadradas. Suponga que el mo¬ 
dulo de Young del concreto es de 3 x 10 3 ksi y la fraction de amortiguamiento para el edificio 
se calcula en 5%. Determine la respuesta maxima de este marco al movimiento del terreno de 
El Centro. En particular, determine la deformacion lateral maxima al nivel de la viga y grafique 
el diagrama de momentos flexionantes en el instante de la respuesta maxima. 


17.1 kip-pie 



(a) (b) (c) 


Figura E6.4 (a) Marco; (b) fuerza estatica equivalente; (c) diagrama de momento flexionante. 
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Solucion La rigidez lateral de este marco se calculo en el capftulo 1: k = 96£7/7/i 3 , donde El 
es la rigidez a la flexion de la viga y las columnas, y h es la altura del marco. Para este sistema 
en particular, 


96(3 X 10 3 )(10 4 /12) 
7(12 X 12) 3 


11.48 kips/pulg 


El periodo de vibracion natural es 


„ _ 2ir / 10/386 

" VTJWi V 11-48 


0.30s 


Para T n = 0.3 y f = 0.05, en el espectro de respuesta de la figura 6.6.4 se lee que D = 0.67 pulg 
y A = 0.76g. Deformation maxima: u D = D = 0.67 pulg. Fuerza estatica equivalente: f So = 
( A/g)w — 0.76 x 10 = 7.6 kips. El analisis estatico del marco para esta fuerza lateral, que se 
muestra en la figura E6.4b, proporciona los momentos flexionantes que se grafican en la figura 
E6.4c. 


Ejemplo 6.5 

El marco del ejemplo 6.4 se modifica para su uso en un edificio que se encuentra en un terreno 
inclinado (figura E6.5). La viga ahora es mucho mayor que las columnas y puede suponerse 
que es rfgida. Las secciones transversales de las dos columnas son de 10 pulg cuadradas, como 
antes, pero sus longitudes son de 12 y 24 pies, respectivamente. Determine las fuerzas cortan- 
tes basales de las dos columnas en el instante de la respuesta maxima, debidas al movimiento 
del terreno de El Centro. Suponga que la fraction de amortiguamiento es de 5%. 

Solucion 

1. Calculcir el periodo de vibracion natural. 


12(3 X 10 3 )(10 4 /12) i 12(3 X 10 3 )(10 4 /12) 
(12 X 12) 3 (24 X 12) 3 

= 10.05 + 1.26 = 11.31 kips/pulg 

10/386 


T n = 2n 


11.31 


= 0.30 s 


2. Calcular la fuerza cortante basal de las columnas corta y larga. 


u a = D = 0.67 pulg, A = 0.76g 


Vcorta = ^cortaWo = (10.05)0.67 = 6.73 kips 
Elarga= ^larga«o = (1-26)0.67 = 0.84 kip 



Figura E6.5 
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Observe que las dos columnas experimentan la misma deformacion. A1 sufrir deformaciones 
iguales, la columna mas rfgida soporta una fuerza mayor que la columna flexible; la fuerza la¬ 
teral se distribuye hacia los elementos en proportion a sus rigideces relativas. En ocasiones no 
se ha reconocido en absolute este principio basico para el diseno de edificios, lo que conduce 
a un dano imprevisto de los elementos mas rigidos. 

Ejemplo 6.6 

Para el puente con tres claros y viga cajon del ejemplo 1.3, determine la fuerza cortante ba¬ 
sal de cada una de las seis columnas para las dos inclinaciones debidas al movimiento del 
terreno de El Centro aplicado en la direction longitudinal. Suponga que la fraction de amorti- 
guamiento es de 5%. 

Solution El peso de la cubierta del puente se calculo en el ejemplo 1.3: w = 6919 kips. El 
periodo natural de vibracion longitudinal del puente se calculo en el ejemplo 2.2: T n = 0.573 s. 
Para T„ = 0.573 s y £ = 0.05, en el espectro de respuesta de la figura 6.6.4 se lee que D = 2.591 
pulg y A = 0.807g. 

Todas las columnas tienen la misma rigidez y sufren la misma deformacion u„ — D = 
2.591 pulg. Por lo tanto, la fuerza cortante basal sera la misma en todas las columnas, que 
puede calcularse en una de dos formas: la fuerza estatica equivalente total en el puente (a partir 
de la ecuacion 6.6.5) es 


f so = 0.807 X 6919 = 5584 kips 

La fuerza cortante basal para una columna, V b = 5584 4- 6 = 931 kips. De manera alternativa, la 
fuerza cortante basal de cada columna es 

2.591 

Vb = k c0 \u 0 = 4313 X = 931 kips 


6.8 CARACTERISTICAS DEL ESPECTRO DE RESPUESTA 

Ahora se estudiaran las propiedades importantes de los espectros de respuesta de los sis- 
mos. En la figura 6.8.1 se muestra el espectro de respuesta para el movimiento del terreno 
de El Centro junto con ii go , ii go , y u g0 los valores maximos de la aceleracion, la veloci- 
dad y el desplazamiento del terreno, respectivamente, identificados en la figura 6.1.4. Para 
mostrar mas directamente la relation entre el espectro de respuesta y los parametros del 
movimiento del terreno, los datos de la figura 6.8.1 se presentan de nuevo en la figura 6.8.2 
usando escalas normalizadas: D/u go , V/u go , y A/u go . La figura 6.8.3 muestra una de las 
curvas del espectro de la figura 6.8.2, la del amortiguamiento de 5%, junto con una version 
idealizada que se muestra en lineas discontinuas; esta ultima proporcionara una base para la 
construction de espectros de diseno regulares directamente de los parametros maximos del 
movimiento del terreno (vea la section 6.9). Con base en las figuras 6.8.1 a 6.8.3, primero 
se estudian las propiedades del espectro de respuesta en distintos intervalos del periodo de 
vibracion natural del sistema separados por los valores del periodo en a, b, c, d, eyfi T a = 
0.035 s, T b = 0.125, T c = 0.5, T d = 3.0, T e = 10 y T f = 15 s. Posteriormente, se identifican 
los efectos del amortiguamiento en las ordenadas del espectro. 

Para los sistemas con un periodo muy corto, por ejemplo T'n < T a = 0.035 s, la pseu- 
do-aceleracion maxima A se aproxima a ii go y D es muy pequeno. Esta tendencia puede en- 
tenderse con base en un razonamiento ffsico. Para una masa fija, un sistema con un periodo 
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Figura 6.8.1 Espectro de respuesta (f = 0, 2, 5 y 10%) y valores maximos de la acelera¬ 
cion, la velocidad y el desplazamiento del terreno para el movimiento de El Centro. 


muy corto es extremado o esencialmente rigido. Es de esperar que tal sistema experimente 
una deformacion muy pequena y que su mas a se mueva de manera rfgida con el suelo; su 
aceleracion maxima debe ser aproximadamente igual a u go (figura 6.8.4d). Esta expectativa 
se confirma con la figura 6.8.4, donde la aceleracion del terreno se presenta en el inciso 
(a), la aceleracion total ii'(t) de un sistema con T„ = 0.02 s y ( = 2% en el inciso (b), y la 
pseudo-aceleracion A(t) para el mismo sistema en el inciso (c). Observe que ii'(t) y ii g (t) son 
funciones casi identicas y ii' 0 ~ u go . Ademas, para los sistemas ligeramente amortiguados 
ii'(t) ~ -A(t) y ii‘ 0 ~ A (seccion 6.12.2); por lo tanto, A ~ ii go . 

Para los sistemas con un periodo muy largo, por ejemplo, T n > T, = 15 s, D se aproxi- 
ma a u go para todos los valores de amortiguamiento y A es muy pequena, por lo que las fuer- 
zas en la estructura, que se relacionan con mA, serfan muy pequenas. Esta tendencia puede 
explicarse de nuevo con base en el razonamiento ffsico. Para una masa fija, un sistema de 
muy largo periodo es demasiado flexible. Se espera que la masa permanezca estacionaria 
mientras que el suelo se mueve debajo de ella (figura 6.8.5c). Asf ii‘(t) ~ 0, lo que implica 
que A(t) ~ 0 (vea la seccion 6.12.2); y u(t ) ~ ~u g (t), lo que implica que D ~ u go . Esta expec¬ 
tativa se confirma con la figura 6.8.5, donde la respuesta de deformacion u(t) de un sistema 
con T n = 30 s y f = 2% para el movimiento del terreno de El Centro se compara con el 
desplazamiento del suelo u g (t). Observe que los valores maximos de u 0 y u go son cercanos 
y la variacion en el tiempo de u(t) es similar a la de ~u g (t), pero para la rotacion de la linea 
de base. La discrepancia entre ambas surge, en parte, por la perdida de la porcion inicial del 
movimiento del terreno ocurrido antes de que el acelerografo iniciara su registro. 
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T,„ s 


Figura 6.8.2 Espectro de respuesta para el movimiento del terreno de El Centro graficado 
con las escalas normalizadas A/ii go , V/u go , y D!u go \ f = 0, 2, 5 y 10%. 


Para los sistemas de periodo corto con T n entre T a = 0.035 s y T c = 0.50 s, A es mayor 
que ii go y la amplificacion depende de T n y f. En una porcion de este intervalo de periodos, 
T b = 0.125 s a T, = 0.5 s, A puede idealizarse como una constante con valor igual a ii go , 
amplificada por un factor que depende de £. 

Para los sistemas de periodo largo con T„ entre T d = 3 s y 7’, = 15 s, D suele ser mayor 
que u go , con la amplificacion que depende de T n y f. En una porcion de este intervalo de 
periodos, de T d = 3.0 s a T e = 10 s , D puede idealizarse como una constante con un valor 
igual a u go amplificada por un factor que depende de £. 

Para los sistemas de periodo intermedio con T n entre T, = 0.5 s y T d = 3.0 s, V es 
mayor que u go . En este intervalo de periodos, V puede idealizarse como una constante con 
un valor igual a u go , amplificado por un factor que depende de f. 

Con base en estas observaciones, resulta logico dividir el espectro en tres inter- 
valos de periodos (figura 6.8.3). La region de periodos largos a la derecha del punto d, 
T n > T d , se denomina region sensible al desplazamiento porque la respuesta estructural 
se relaciona mas directamente con el desplazamiento del terreno. La region de periodos 
cortos a la izquierda del punto c, T n < T n se llama la region sensible a la aceleracion porque 
la respuesta estructural esta mas directamente relacionada con la aceleracion del terreno. La 
region de periodos intermedios entre los puntos c y d, T c < T n < T d , se denomina la region 
sensible a la velocidad debido a que la respuesta estructural parece estar mas relacionada 
con la velocidad del terreno que con los otros parametros del movimiento sfsmico. Para un 
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Regiones espectrales 


Sensible a la 

1 Sensible 

Sensible al 

aceleracion 

1 a la velocidad 

desplazamiento 



Figura 6.8.3 Espectro de respuesta para el movimiento del terreno de El Centro mostrado 
mediante la lrnea continua, junto con una version idealizada que se muestra por medio de 
la lrnea discontinua; f = 5%. 


movimiento del terreno particular, los periodos T a , T h , T e y T f en el espectro idealizado son 
independientes del amortiguamiento, pero T c y T d varfan con el. 

Las observaciones y el analisis anteriores han puesto de manifiesto la utilidad de la 
representacion logarftmica a cuatro escalas de los espectros de respuesta combinados de 
deformation, pseudo-velocidad y pseudo-aceleracion. Seria diffcil deducir estas observa¬ 
ciones a partir de los tres espectros por separado. 

Obviamente, la idealization del espectro mediante una serie de lineas rectas a-b-c- 
d-e-f en la representacion logarftmica de cuatro escalas, no es un proceso preciso. Para 
un movimiento del terreno, los valores de periodo asociados con los puntos a, b, c, d, e y 
/, y con los factores de amplification para los segmentos b-c, c-d y d-e resultan de algu- 
na manera crfticos en la ruta que se ha abordado. Sin embargo, es posible utilizar tecni- 
cas formales para el ajuste de curvas a fin de reemplazar el espectro real por un espectro 
idealizado de una forma seleccionada. En cualquier caso, el espectro idealizado de la figura 
6.8.3 no es una aproximacion cercana al espectro real. Esto puede no ser claramente visible, 
pero se hace evidente cuando se observa que las escalas son logarftmicas. Como se vera en 
la siguiente seccion, el mayor beneficio del espectro idealizado se da en la construction de 
un espectro de diseno representative de muchos movimientos del terreno. 
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Figura 6.8.4 (a) Aceleracion del terreno de El Centro; (b) respuesta de aceleracion total 

de un sistema de 1GDL con T n = 0.02 s y f = 2%; (c) respuesta de pseudo-aceleracion para 
el mismo sistema; (d) sistema rfgido. 


Los periodos T a , T h , T c , T d , T e y 7) que separan las regiones espectrales y los factores 
de amplification para los segmentos b-c, c-d y d-e dependen de la variation en el tiempo del 
movimiento del terreno; en particular, los valores relativos de la aceleracion, la velocidad y 
el desplazamiento maximos del terreno, como lo indican sus relaciones: u go /u go y u go /u go . 
Estas caracterfsticas del movimiento del terreno dependeran de la magnitud del sismo, la 
distancia al sitio de falla, la geologfa desde la falla hasta el sitio y las condiciones del terreno 
en el sitio. 

Los movimientos del terreno registrados en la region proxima a la falla de un sismo, 
en las estaciones ubicadas en la direction de la ruptura de la falla, son cualitativamente muy 
diferentes de los movimientos sismicos que en general se registran lejos de ella. El com- 
ponente normal de la falla de un movimiento sfsmico registrado en la region proxima a la 
falla del sismo de Northridge, California, del 17 de enero 1994, muestra un pulso de periodo 
largo en la historia de la aceleracion que aparece como un pulso coherente en las historias 
de la velocidad y el desplazamiento (figura 6.8.6a). Tal pulso pronunciado no existe en los 
movimientos del terreno registrados en lugares alejados de la region cercana a la falla, como 
el registro Taft obtenido en el Condado de Kern, California, para el sismo del 21 de julio de 
1952^(figura 6.8.6b). 

Las relaciones u go /u go y u go /u go son muy diferentes entre los componentes norma- 
les de la falla para movimientos cercanos y lejanos a esta. Como resulta evidente en los 











, pulg u , pulg/s 


Seccion 6.8 Caracteristicas del espectro de respuesta 


227 



Figura 6.8.5 (a) Desplazamiento del ten'eno de El Centro; (b) respuesta de deformacion 

de un sistema de 1GDL con T„ = 30 s y f = 2%; (c) sistema muy flexible. 


(a) 



0 5 10 15 

Tiempo, s 


(b) 



Tiempo, s 


Figura 6.8.6 Componente normal de la falla de los movimientos del terreno registrados 
en (a) la estacion de recepcion Rinaldi, sismo de Northridge 1994 y (b) Taft, sismo del 
condado de Kern 1952. 


valores maximos que se indican en la figura 6.8.6, la relation u go /u go para los movimientos 
cercanos a la falla es mucho mayor que la relation para los movimientos alejados de ella, 
mientras que la relation u go /u go para los movimientos cercanos a la falla es mucho menor. 
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Figura 6.8.7 Espectros de respuesta idealizados para el componente normal de la falla 
de tres registros de movimiento del terreno cercanos a la falla (LP89Lex: Presa Lexington, 
1989 en el sismo de Loma Prieta; NR94rrs: Estacion de recepcion Rinaldi, 1994 en el sismo 
de Northridge; y KB95tato: Estacion Takatori, 1994 en el sismo de Hygogo-Ken-Nanbu (o 
Kobe) y del registro Taft de 1952; f = 5%. 


Como resultado, los espectros de respuesta para los movimientos cercanos y lejanos a la 
falla son muy diferentes en forma. En la figura 6.8.7 se muestran las versiones idealizadas 
de los espectros de respuesta para los componentes normales de la falla de un movimiento 
alejado de esta (el movimiento Taft de la figura 6.8.6a) y para tres movimientos cercanos a 
la falla (incluyendo el de la figura 6.8.6b) de sismos con magnitudes similares. La compara- 
cion de los registros indica que la region sensible a la velocidad es mucho mas estrecha y se 
mueve en un periodo mas largo para los movimientos cercanos a la falla, y que sus regiones 
sensibles a la aceleracion y el desplazamiento son mucho mas amplias que las correspon- 
dientes a los movimientos alejados de ella. A pesar de estas diferencias, los investigadores 
han demostrado que las tendencias de respuesta identificadas anteriormente a partir de las 
tres regiones espectrales de los movimientos del terreno alejados de la falla, suelen ser vali- 
das para las regiones espectrales de los correspondientes movimientos del terreno cercanos 
a ella. Esta afirmacion se retomara en la seccion 22.3.3. 

Ahora se abordara el amortiguamiento que tiene una influencia significativa en el 
espectro de respuesta del sismo (figuras 6.6.4 a 6.6.6). La curva de amortiguamiento cero 
esta marcada por variaciones abruptas, lo cual indica que la respuesta es muy sensible a pe- 
quenas diferencias en el periodo de vibracion natural. La introduction del amortiguamiento 
hace que la respuesta sea mucho menos sensible al periodo. 

El amortiguamiento reduce la respuesta de una estructura, como es de esperarse, y la 
reduction lograda con una cantidad dada de amortiguamiento es diferente en las tres regio- 
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nes espectrales. En el lfmite cuando T n —>■ 0, el amortiguamiento no afecta a la respuesta 
porque la estructura se mueve de manera rfgida con el terreno. En el otro llmite cuando 
T n —» oo, el amortiguamiento de nuevo no afecta a la respuesta porque la masa estructural 
permanece inmovil mientras el terreno se mueve debajo de ella. Entre las tres regiones de 
periodos definidas con anterioridad, el efecto del amortiguamiento tiende a ser mayor en 
la region del espectro sensible a la velocidad. En esta region espectral, el efecto de amorti¬ 
guamiento depende de las caracteristicas del movimiento del terreno. Si el movimiento del 
terreno es casi armonico durante muchos ciclos (por ejemplo, el registro de la Ciudad de 
Mexico que se muestra en la figura 6.1.3), el efecto del amortiguamiento serfa muy impor- 
tante para los sistemas cercanos a la “resonancia” (capitulo 3). Si el movimiento del terreno 
es de corta duration con solo unos pocos ciclos principals (por ejemplo, el registro de 
Parkfield, California, que se muestra en la figura 6.1.3), la influencia del amortiguamiento 
serfa pequena, como en el caso de las excitaciones de pulso (capitulo 4). 

En la figura 6.8.8 se muestra la pseudo-aceleracion maxima A(f), normalizada en re¬ 
lation con A(f = 0) y representada como una funcion de £ para varios valores de T„. Estos 
son algunos de los datos del espectro de respuesta de las figuras 6.6.4 y 6.6.5 que vuelven 
a representarse en un formato diferente. Observe que el efecto del amortiguamiento es mas 
fuerte para los valores mas pequenos de amortiguacion. Esto significa que si la fraction de 
amortiguamiento se incrementa de 0 a 2%, la reduction en la respuesta es mayor que la 
reduction correspondiente debida a un aumento del amortiguamiento de 10% a 12%. El 
efecto del amortiguamiento en la reduction de la respuesta depende del periodo T„ del sis- 
tema, pero no hay una tendencia tiara que pueda observarse en la figura 6.8.8. Este es otro 
indicio de la complejidad de la respuesta estructural a los sismos. 

El movimiento de una estructura y las fuerzas asociadas podrfan reducirse al aumen- 
tar el amortiguamiento efectivo de la estructura. La adicion de amortiguadores logra este 
objetivo sin cambiar demasiado los periodos naturales de vibration de la estructura. Existen 
muchas estructuras a las que se les han anadido amortiguadores viscoelasticos; por ejemplo, 
se instalaron 10,000 amortiguadores en toda la altura de cada torre del World Trade Center 



Figura 6.8.8 Variation de la pseudo- 
aceleracion maxima con el amortigua¬ 
miento, para sistemas con T„ = 0.2, 
0.5, 1, 3 y 5 s; movimiento del terreno 
de El Centro. 
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en Nueva York para reducir el movimiento inducido por el viento dentro de un intervalo 
confortable para los ocupantes. En los ultimos anos ha existido un creciente interes en el 
desarrollo de amortiguadores adecuados para estructuras en las regiones propensas a los 
sismos. En virtud de que el amortiguamiento inherente en la mayorfa de las estructuras es 
muy pequeno, su respuesta a los sismos puede reducirse en gran medida al agregar amor¬ 
tiguadores. Estos pueden ser de mucha utilidad para mejorar la seguridad sismica de una 
estructura existente. Este tema se abordara de nuevo en el capitulo 7. 


6.9 ESPECTRO DE DISENO ELASTICO 

En esta seccion se presenta el concepto del espectro de diseno sismico para los sistemas 
elasticos y se presenta un procedimiento para construirlo a partir de los valores maximos 
estimados de la aceleracion, la velocidad y el desplazamiento del terreno. 

El espectro de diseno debe satisfacer ciertos requisitos, ya que esta pensado para di- 
senar nuevas estructuras o para evaluar la seguridad sismica de las estructuras existentes, a 
fin de que puedan resistir a sismos futuros. Con este proposito, el espectro de respuesta para 
un movimiento del terreno registrado durante un sismo pasado es inapropiado. La variacion 
en el espectro de respuesta, como se ve en la figura 6.6.4, es caracteristica de esa excitacion 
particular. El espectro de respuesta para otro movimiento del terreno registrado en el mismo 
sitio durante un sismo diferente tambien es irregular, pero los picos y los valles no se pre- 
sentan necesariamente en los mismos periodos. Esto es evidente en la figura 6.9.1, donde se 
representan los espectros de respuesta para movimientos de suelo registrados en el mismo 
sitio durante tres sismos pasados. Del mismo modo, no es posible predecir la variacion 
del espectro de respuesta en todos sus detalles para un movimiento del terreno que puede 
producirse en el future. Asi, el espectro de diseno debe consistir en un conjunto de curvas 
suaves o en una serie de lineas rectas con una curva para cada nivel de amortiguamiento. 



Figura 6.9.1 Espectros de respuesta 
para el componente norte-sur de los 
movimientos de suelo registrados en 
la subestacion del distrito de riego del 
Valle Imperial, El Centro, California; 
durante los sismos del 18 de mayo de 
1940, 9 de febrero de 1956 y 8 de abril 
de 1968. ? = 2%. 
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El espectro de diseno debe, en un sentido general, ser representativo de los movimien- 
tos del terreno registrados en el sitio durante los sismos pasados. Si no ha habido registros 
en el sitio, el espectro de diseno debe basarse en los movimientos del terreno registrados en 
otras instalaciones con condiciones similares. Los factores que deben intentarse hacer coin- 
cidir en la selection incluyen la magnitud del sismo, la distancia del lugar a la falla causan- 
te, el mecanismo de falla, la geologfa en la trayectoria de desplazamiento de las ondas sfs- 
micas desde la fuente hasta el sitio, y las condiciones locales del terreno en el sitio. Si bien 
este enfoque es factible para algunas partes del mundo, como California y Japon, donde 
existen numerosos registros de los movimientos del terreno, en muchas otras regiones se ve 
obstaculizado por la falta de un numero suficiente de tales registros. En estas situaciones es 
necesario hacer concesiones en el enfoque, tomando en cuenta los datos de los movimientos 
sismicos que se registraron en condiciones diferentes a las del sitio. Un analisis detallado 
de estos temas esta mas alia del alcance de este libro. La presentation aqui se centra en el 
limitado aspecto de como desarrollar un espectro de diseno que sea representativo de una 
serie (o conjunto) disponible de movimientos del terreno registrados. 

El espectro de diseno se basa en el analisis estadistico de los espectros de respuesta 
para un conjunto de movimientos del terreno. Suponga que / es el numero de movimientos 
del terreno en el conjunto, el i-esimo movimiento del terreno se indica por u‘ g (t) y u l , ii' go 
y ii' go son su desplazamiento, velocidad y aceleracion maximos, respectivamente. Cada mo¬ 
vimiento del terreno se normaliza (escalado hacia arriba o hacia abajo) de manera que todos 
los movimientos del terreno tengan la misma aceleracion maxima, es decir ii go ; tambien es 
posible elegir otras bases para la normalization. El espectro de respuesta para cada mo¬ 
vimiento del terreno normalizado se calcula mediante los procedimientos descritos en la 
seccion 6.6. En cada periodo T„ hay tantos valores espectrales como el numero / de registros 
de movimiento del terreno en el conjunto: /)', V y A‘ (i = 1,2,...,/), son las ordenadas 
espectrales de deformation, pseudo-velocidad y pseudo-aceleracion. Estos datos se gene- 
raron para un conjunto de 10 registros sismicos, y en la figura 6.9.2 se presentan aspectos 
seleccionados de los resultados. Las cantidades u go , ii go y ii go en las escalas normalizadas 
de la figura 6.9.2 son los valores promedio del desplazamiento, la velocidad y la acelera¬ 
cion maximos del terreno (promediados durante los / movimientos del terreno). El analisis 
estadistico de estos datos proporciona la distribution de probabilidad para la ordenada es- 
pectral, su valor medio y su desviacion estandar en cada periodo T n . Las distribuciones de 
probabilidad se muestran en forma esquematica en tres valores seleccionados de T„, lo que 
indica que el coeficiente de variation (= desviacion estandar -r valor medio) varia con T„. 
A1 conectar todos los valores medios, se obtiene el espectro de respuesta promedio. Asi- 
mismo, si se conectan todos los valores medios mas una desviacion estandar, se obtiene el 
espectro de respuesta media mas una desviacion estandar. Observe que estos dos espectros 
de respuesta son mucho mas uniformes que el espectro de respuesta para un movimiento de 
tierra individual (figura 6.6.4). Como se muestra en la figura 6.9.2, una curva de espectro 
uniforme se presta mucho mejor a la idealization mediante una serie de lineas rectas que el 
espectro para un movimiento del terreno individual (figura 6.8.3). 

Los investigadores han desarrollado procedimientos para construir tales espectros de 
diseno, a partir de los parametros del movimiento del terreno. Uno de estos procedimientos, 
que se ilustra en la figura 6.9.3, se resumira mas adelante. Los valores de periodo recomen- 
dados T a = s, T b = g s, T e = 10 s y 7} = 33 s, asf como los factores de amplification a A , 
a v y a D para las tres regiones espectrales, se desarrollaron mediante el analisis previo de un 
conjunto mayor de movimientos del terreno registrados en tierra firme (roca, roca suave y 


232 


Respuesta sismica de sistemas lineales Capftulo 6 



Figura 6.9.2 Espectros de la media y la media mas una a con distribuciones de probabili- 
dad para V en T n = 0.25, 1 y 4 s; f = 5%. Las lineas discontinuas muestran un espectro de 
diseno idealizado. (Basado en los datos numericos de R. Riddell y Newmark NM, 1979). 



Figura 6.9.3 Construccion del espectro de diseno elastico. 
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TABLA 6.9.1 FACTORES DE AMPLIFICACION: ESPECTROS 
DE DISENO ELASTICO 


Amorti- Mediana (percentil 50) Uno Sigma (percentil 84.1) 
guamiento, f - - 


(%) 


ay 

a D 

OlA 

ay 

a D 

1 

3.21 

2.31 

1.82 

4.38 

3.38 

2.73 

2 

2.74 

2.03 

1.63 

3.66 

2.92 

2.42 

5 

2.12 

1.65 

1.39 

2.71 

2.30 

2.01 

10 

1.64 

1.37 

1.20 

1.99 

1.84 

1.69 

20 

1.17 

1.08 

1.01 

1.26 

1.37 

1.38 


Fuente: N. M. Newmark y W. J. Hall, Earthquake Spectra and Design, 
Earthquake Engineering Research Institute, Berkeley, California, 1982, 
pp. 35 y 36. 

TABLA 6.9.2 FACTORES DE AMPLIFICACION: ESPECTROS 
DE DISENO ELASTICO 3 



Mediana (percentil 50) 

Uno Sigma (percentil 84.1) 

U-A 

3.21 - 0.68 In f 

4.38- 1.04 In f 

ay 

2.31 - 0.41 In f 

3.38 - 0.67 In f 

a D 

1.82- 0.27 In f 

2.73 - 0.45 In i; 


Fuente: N. M. Newmark y W. J. Hall, Earthquake Spectra and Design, 
Earthquake Engineering Research Institute, Berkeley, California, 1982, 
pp. 35 y 36. 


sedimentos competentes). Los factores de amplification para dos probabilidades diferentes 
de no excedencia, 50% y 84.1%, se proporcionan en la tabla 6.9.1 para varios valores de 
amortiguamiento y en la tabla 6.9.2 como una funcion de la fraction de amortiguamiento. 
La probabilidad de no excedencia del 50% representa el valor de la media de las ordenadas 
espectrales y la del 84.1% se aproxima al valor de la media mas una desviacion estandar 
suponiendo una distribution de probabilidad logarftmica normal para las ordenadas espec¬ 
trales. 

Observe que los valores de periodo T a , T b , T e y 7} son fijos; los valores en la figura 
6.9.3 corresponden a terreno firme. Los valores de periodo T, y T rj se determinan median- 
te las intersecciones de las ramas de la constante A (= a A ii go ), la constante V (= a v u go ), 
y la constante D (= a D u go ) del espectro. Como a A , a v y a D son funciones de f (tablas 6.9.1 y 
6.9.2), T c y T rj dependeran de la fraction de amortiguamiento. 

Resumen. Ahora se resume un procedimiento para construir un espectro de diseno 
con referencia a la figura 6.9.3: 

1. Trace las tres lineas discontinuas que corresponden a los valores maximos de la 
aceleracion ii go , la velocidad u go , y el desplazamiento u go del suelo para el movimiento 
del terreno de diseno. 

2. Obtenga de las tablas 6.9.1 o 6.9.2 los valores de a A , a v y a D para el £ seleccionado. 
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3. Multiplique ii go por el factor de amplificacion a A para obtener la linea recta b-c que 
representa un valor constante A de pseudo-aceleracion. 

4. Multiplique u go por el factor de amplificacion a v para obtener la lrnea recta c-d que 
representa un valor constante V de pseudo-velocidad. 

5. Multiplique u go por el factor de amplificacion a D para obtener la linea recta d-e que 
representa un valor constante D de deformacion. 

6. Trace la linea A = ii go para los periodos mas cortos que T a y la linea D = u go para los 
periodos mas largos que T f . 

7. Complete el espectro con las lineas de transicion a-b y e-f 

Ahora se ilustrara el uso de este procedimiento mediante la construccion del espectro 
de diseno del percentil 84.1 para sistemas con amortiguamiento del 5%. Por conveniencia, 
se selecciona un valor maximo de aceleracion ii go = lg; el espectro resultante puede esca- 
larse mediante ij para obtener el espectro de diseno correspondiente a ii go = rj g. Tenga en 
cuenta tambien que no se proporcionan estimaciones especificas para la velocidad maxima 
u g° y el desplazamiento maximo u go del terreno; por lo tanto, se usan los valores tipicos 
u go /iig 0 = 48 pulg/s/g y u go Xu go /u 2 = 6,recomendados para el terreno firme. Para 
ii go = lg, estas proporciones dan ii go = 48 pulg/s y u go = 36 pulg. 

El espectro de diseno que se muestra en la figura 6.9.4 se determina mediante los 
siguientes pasos: 

1. Se grafican los parametros maximos para el movimiento del terreno: ii go = lg, u g0 = 
48 pulg/s y u go = 36 pulg. 

2. A partir de la tabla 6.9.1 se obtienen los factores de amplificacion para el espectro del 
percentil 84.1, con 5% de amortiguamiento: a A = 2.71, a v = 2.30 y a D = 2.01. 

3-5. La ordenada para la rama de la constante A es A = lg X 2.71 = 2.7lg, para la rama 
de la constante V: V = 48 X 2.30 = 110.4 y para la rama de la constante D: D = 36 X 
2.01 = 72.4. Las tres ramas se dibujan de la manera mostrada. 

6. Se grafica la linea A = lg para T n < ^ s y D = 36 pulg para T„ > 33 s. 

7. Se dibuja la linea de transicion b-a para conectar el punto A = 2.71g en T n = | s 
con ii go = 1 g en I„ = ^ s. De manera similar, se traza la linea de transicion e-f para 
conectar el punto D = 72.4 en T„ = 10 s con u go = 36 pulg en T n = 33 s. 

A1 conocer el espectro de diseno de pseudo-velocidad (figura 6.9.4), se determinan el 
espectro de diseno de pseudo-aceleracion y el espectro de diseno de deformacion utilizando la 
ecuacion (6.6.6), y se representan en las figuras 6.9.5 y 6.9.6, respectivamente. Observe que A 
se aproxima ii go = I g en T„ = 0 y D tiende a u go = 36 pulg en T n = 50 s. El espectro de diseno 
puede definirse por completo mediante valores numericos para T a , T h . T c , T d , T e y T f y ecuaciones 
para A(T n ), V(T n ) o fXT n ) en cada rama del espectro. Como se ha mencionado antes, algunos 
de estos periodos ( T a , T h ,T e y T f ) son fijos, pero ottos (T c y Tf) dependen del amortiguamiento. 
Las intersecciones de A = 2.7lg, V = 110.4 pulg/s y D = 72.4 pulg, se determinan a partir de 
la ecuacion (6.6.6): T c = 0.66 s y T d = 4.12 s para / = 5%. En la figura 6.9.5 se proporcionan 
ecuaciones que describen diversas ramas del espectro de diseno de pseudo-aceleracion. 

Si se repite la construccion anterior del espectro de diseno para valores adicionales 
de la fraction de amortiguamiento, se obtienen las figuras 6.9.7 a 6.9.10. Entonces, este 
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Figura 6.9.4 Construccion del espectro de diseno elastico (percentil 84.1) para movimien- 
tos del terreno con ii go = lg, u go = 48 pulg/s y u go = 36 pulg; f = 5%. 



Figura 6.9.5 Espectro de diseno elastico de pseudo-aceleracion (percentil 84.1) para 
movimientos del terreno con U go = lg, u go = 48 pulg/s y u go = 36 pulg; f = 5%. 
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Figura 6.9.6 Espectro de diseno de deformacion (percentil 84.1) para movimientos del 
terreno con ti go = lg, u go = 48 pulg/s y u go = 36 pulg; f = 5%. 



T , s 

n 


Figura 6.9.7 Espectro de diseno de pseudo-velocidad para movimientos del terreno con 
u go = lg, u go = 48 pulg/s y u go = 36 pulg; f = 1,2, 5, 10 y 20%. 
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es el espectro de diseno para movimientos de suelo en terreno firme con ii go = lg, u g0 = 
48 pulg/s y u go = 36 pulg en tres formas diferentes: pseudo-velocidad, pseudo-aceleracion 
y deformacion. Observe que el espectro de diseno de pseudo-aceleracion se ha graficado en 
dos formatos: escalas logarftmicas (figura 6.9.8) y escalas lineales (figura 6.9.9). 

El espectro de diseno elastico proporciona una base para calcular la fuerza y la defor¬ 
macion de diseno para los sistemas de 1GDL que deben disenarse para permanecer elas- 
ticos. Con este proposito, el espectro de diseno se utiliza en la misma forma que se uso el 
espectro de respuesta para calcular la respuesta maxima; vea los ejemplos del 6.2 al 6.6. 
Sin embargo, pueden evitarse los errores al leer las ordenadas espectrales de una grafica 
logarftmica de cuatro escalas, ya que las funciones simples de T n definen diferentes ramas 
del espectro en las figuras 6.9.4 a 6.9.6. 

Los parametros que entran en la construccion del espectro de diseno elastico deben 
seleccionarse considerando los factores que influyen en el movimiento del terreno mencio- 
nados con anterioridad. Por lo tanto, la seleccion del parametro del movimiento del terreno 
de diseno ii go , u g0 , y u go debe basarse en la magnitud del sismo, la distancia a la falla sfsmi- 
ca, el mecanismo de falla, la geologfa en la trayectoria de la onda y las condiciones locales 
del sitio. Los resultados de la investigation sobre estos factores y aspectos relacionados 



Figura 6.9.8 Espectro de diseno de pseudo-aceleracion (percentil 84.1) para movimientos de 
tierra con ii go = lg, ii go = 48 pulg/s y u go = 36 pulg; f = 1, 2, 5, 10 y 20%. 
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Figura 6.9.9 Espectro de diseno de pseudo-aceleracion (percentil 84.1) para movimientos 
del terreno con ti go = lg, u go = 48 pulg/s y u go = 36 pulg; f = 1, 2, 5, 10 y 20%. 



Figura 6.9.10 Espectro de diseno de deformacion (percentil 84.1) para movimientos del 
terreno con u go = lg, u go = 48 pulg/s y u go = 36 pulg; f = 1, 2, 5, 10 y 20%. 
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estan disponibles; se usan para determinar los espectros de diseno dependientes del sitio 
en proyectos importantes. De manera analoga, los valores numericos de los factores de 
amplification a A , ot v y a D deben elegirse en concordancia con el contenido de la frecuencia 
esperada para el movimiento del terreno. 

Los valores seleccionados de ti go , u go , y u go son consistentes con ii go /u go = 48 pulg/ 
s/g y ii go x u go /u 2 go = 6. Estas razones se consideran representativas de los movimientos 
de suelo en terreno firme. Para tales sitios, el espectro resultante puede escalarse de modo 
que se ajuste a la aceleracion maxima estimada del terreno. Entonces, si esta estimation es 
0.4g, el espectro de las tiguras 6.9.7 a 6.9.9 multiplicado por 0.4 da el espectro de diseno 
para el sitio. Un enfoque tan simple puede ser razonable si no se tiene planeado un analisis 
especifico del sitio con amenaza stsmica. 


6.10 COMPARACION DE LOS ESPECTROS DE DISENO Y RESPUESTA 

La comparacion del espectro de diseno “estandar” desarrollado en la seccion 6.9 para el te¬ 
rreno firme con un espectro de respuesta real para condiciones del terreno similares resulta 
instructiva. En la figura 6.10.1 se muestra un espectro de diseno estandar para ii go = 0.319g, 
la aceleracion maxima para el movimiento del terreno de El Centro; los valores implicit os 
para u g0 y u go son 15.3 pulg/s y 11.5 pulg, respectivamente, con base en las razones estan¬ 
dar mencionadas en el parrafo anterior. En la figura 6.10.1 tambien se muestra el espectro 
de respuesta para el movimiento del terreno de El Centro; recuerde que los valores maximos 
reales de este movimiento son u g0 = 13.04 pulg/s y u go = 8.40 pulg. El espectro de respuesta 
de El Centro concuerda bien con el espectro de diseno en la region sensible a la aceleracion, 
en gran parte debido a que las aceleraciones maximas coinciden. Sin embargo, los dos 
espectros son muy diferentes en la region sensible a la velocidad debido a las diferencias 
(15.3 pulg/s contra 13.04 pulg/s) en la velocidad maxima del terreno. De manera similar, 
son incluso mas diferentes en la region sensible al desplazamiento a causa de las diferencias 
mas grandes (11.5 pulg contra 8.4 pulg) en el desplazamiento maximo del terreno. 

El espectro de respuesta para un movimiento individual del terreno difiere del espec¬ 
tro de diseno, aun cuando los valores maximos ii go , ii go y u go de los dos espectros coinciden. 
En la figura 6.10.2 se compara el espectro de respuesta para el movimiento de El Centro 
con el espectro de diseno para los parametros de movimiento del terreno ii go = 0.319g, u go 
= 13.04 pulg/s y u go = 8.40 pulg (los mismos que para el movimiento de El Centro). Se 
incluyen dos espectros de diseno: el espectro del percentil 50 y el espectro del percentil 
84.1. La concordancia entre los espectros de respuesta y de diseno es ahora mejor, porque 
los parametros de movimiento del terreno coinciden. Sin embargo, siguen existiendo dife¬ 
rencias significativas: en la region sensible a la aceleracion, el espectro de respuesta esta 
cerca del espectro de diseno del percentil 84.1; en las regiones sensibles a la velocidad y al 
desplazamiento, el espectro de respuesta esta entre los dos espectros de diseno para algunos 
periodos y por debajo del espectro de diseno de la mediana para otros periodos. 

Tales diferencias eran de esperarse porque el espectro de diseno no esta disenado de 
modo que coincida con el espectro de respuesta para cualquier movimiento del terreno en 
particular, sino que se construye para representar las caracterfsticas promedio de muchos 
movimientos. Estas diferencias se deben a la variabilidad inherente en los movimientos del 
terreno, tal como se refleja en las distribuciones de probabilidad de los factores de amplifi¬ 
cation y en las respuestas; vea la figura 6.9.2. 
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Figura 6.10.1 Comparacion del espectro de diseno estandar ( U go = 0.319g) con el espec- 
tro de respuesta elastico para el movimiento del terreno de El Centro; f = 5%. 



Figura 6.10.2 Comparacion de los espectros de diseno ( U go = 0.319g, u g0 =13.04 
pulg/s, u go = 8.40 pulg) con el espectro de respuesta elastico para el movimiento del terre¬ 
no de El Centro; f = 5%. 
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6.11 DISTINCTION ENTRE LOS ESPECTROS DE DISENO Y DE RESPUESTA 

Un espectro de diseno difiere conceptualmente de un espectro de respuesta en dos formas 
importantes. En primer lugar, el variable espectro de respuesta es una grafica de la respuesta 
maxima de todos los sistemas de 1GDL posibles y, por lo tanto, es una description de un 
movimiento del terreno en particular. Por su parte, el espectro de diseno uniforme es una 
especificacion del nivel de fuerza, o deformation, de diseno sfsmico como una funcion del 
periodo de vibration natural y de la fraction de amortiguamiento. Esta diferencia concep¬ 
tual entre los dos espectros debe reconocerse, aunque en algunas situaciones sus formas 
pueden ser similares. Tal es el caso del espectro de diseno cuando se determina mediante un 
analisis estadfstico de varios espectros de respuesta comparables. 

En segundo lugar, para algunos sitios un espectro de diseno es la envolvente de dos es¬ 
pectros de diseno elastico diferentes. Considere un sitio en el sur de California que podrfa verse 
afectado por dos tipos de sismos: un sismo de magnitud 6.5 que se origina en una falla cercana 
y otro de magnitud 8.5 en la lejana falla de San Andres. El espectro de diseno para cada sismo 
podrfa determinarse mediante el procedimiento desarrollado en la seccion 6.9. Las ordenadas y 
las formas de los dos espectros de diseno serfan distintas, como se muestra esquematicamente 
en la figura 6.11.1, debido a las diferencias en la magnitud del sismo y en la distancia del sitio a 
la falla causante del sismo. El espectro de diseno para este sitio se define como la envolvente 
de los espectros de diseno para los dos diferentes tipos de sismo. Observe que la porcion de 
periodo corto del espectro de diseno se rige por el sismo en la zona, mientras que la porcion 
de periodo largo del espectro de diseno esta controlada por el sismo distante. 

Antes de abandonar el tema se enfatiza en que en esta presentation limitada sobre la cons¬ 
truction de espectros de diseno elastico solo se han considerado los metodos que estan directa- 
mente relacionados con la dinamica estructural que se ha estudiado hasta ahora. En contraste, 
los metodos modernos para construir espectros de diseno se basan en el analisis probabilfstico 
del riesgo sfsmico, que considera la tasa historica de actividad telurica en todas las fallas que 
contribuyen a la amenaza sfsmica en el sitio, lo que conduce al espectro de peligro uniforme. 



Figura 6.11.1 Espectro de diseno definido como la envolvente de los espectros de diseno 
para sismos que se originan en dos fallas diferentes. 
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6.12 ESPECTROS DE RESPUESTA DE VELOCIDAD Y ACELERACION 

Ahora se retoma el espectro de respuesta de velocidad relativa y el espectro de respuesta 
de aceleracion que se introdujeron en la section 6.5. Enun sentido, hay poca motivation 
para estudiar estos espectros “verdaderos” debido a que no son necesarios para determinar 
las deformaciones y las fuerzas maximas en un sistema; para este fin, basta con el espectro 
de respuesta de pseudo-aceleracion (o pseudo-velocidad o deformation). Sin embargo, se 
incluye un breve analisis de estos espectros “verdaderos” debido a que, en las publicaciones 
previas, no siempre se ha establecido la diferencia entre ellos y los espectros “pseudo”, por 
lo que en ocasiones se utilizan de manera indistinta. 

Para estudiar la relation entre estos espectros se escribiran en forma matematica. La 
respuesta de deformation de un sistema lineal de 1GDL a un movimiento arbitrario del 



0.02 0.1 1 10 50 

T ,v s 


Figura 6.12.1 (a) Comparacion entre los espectros de respuesta de pseudo-velocidad y 

velocidad relativa; f = 10%; (b) relation V/u D para f = 0, 10 y 20%. 
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terreno con condiciones iniciales nulas esta dada por la integral de convolution, ecuacion 
(4.2.2), adaptada para la excitation sfsmica: 


u(t) = 



ii g (r)h(t — r) dr 


( 6 . 12 . 1 ) 


donde la funcion de respuesta al impulso unitario, li(t~ r), esta dada por la ecuacion (4.1.7). 
Por lo tanto, 


1 f‘ 

u(t) = - — / n g (r)e _?<u ” (r_T) sen[ftJo(f - r)] dr 
u>d Jo 

Si se usan los teoremas de calculo pai'a diferenciar bajo la integral se llega a 

u(t) = - t;co n u(t) - f u g {x)e~^ Wn(t ~ x) cos[oi D (t - r)] dr 
Jo 


( 6 . 12 . 2 ) 


(6.12.3) 


Es posible obtener una ecuacion para la aceleracion ii'(t) de la masa al diferenciar la ecua¬ 
cion (6.12.3) y sumarle la aceleracion del terreno u g (t). Sin embargo, la ecuacion de movi- 
miento para el sistema (ecuacion 6.2.1) proporciona una alternativa mas conveniente: 

u‘ (f) = - colu(t) - 2 t;co n u(t) (6.12.4) 


Como se definio con anterioridad, el espectro de velocidad relativa y el espectro de acelera¬ 
cion son graficas de u* 0 , y ii' 0 , los valores maximos de u{t) y li 1 (t), respectivamente, como 
funciones de T„. 


6.12.1 Espectros de pseudo-velocidad y velocidad relativa 

En la figura 6.12.1a el espectro de respuesta de velocidad relativa se compara con el espec¬ 
tro de respuesta de pseudo-velocidad, tanto para el movimiento de El Centro como para 
los sistemas con £ = 10%. Este ultimo espectro es tan solo una de las curvas de la figura 
6.6.4 presentada en una forma diferente. Cada punto en el espectro de respuesta de velo¬ 
cidad relativa representa la velocidad maxima de un sistema de 1GDL obtenida de la u(t) 
que se determina mediante los metodos numericos del capitulo 5. Las diferencias entre 
los dos espectros dependen del periodo natural del sistema. Para los sistemas de periodo 
largo, V es menor que u 0 y las diferencias entre los dos valores son grandes. Esto puede 
entenderse si se reconoce que a medida que T n se vuelve mas grande, la masa del sistema 
permanece inmovil mientras que el terreno se mueve debajo de ella. Asf, cuando T„ —>oo,D 
— » u go (vea la seccion 6.8 y la figura 6.8.5) y u,, — > u go . Ahora, D — > u go implica que V — » 0 
por la ecuacion (6.6.1). Estas tendencias se confirman mediante los resultados presentados 
en la figura 6.12.1a. Para los sistemas de periodo corto, V excede a u 0 , y las diferencias 
crecen a medida que T„ se acorta. Para los sistemas de periodo medio, las diferencias entre 
V y u 0 son pequenas en un amplio intervalo de T n . 

En la figura 6.12.1b. la relacion V/ii 0 se grafica pai'a tres valores de amortiguamiento, 
f = 0, 10 y 20%. Las diferencias entre los dos espectros, como lo indica el tamano de la 
variacion entre la relacion V /u 0 y la unidad, son mas pequenas para los sistemas no amorti- 
guados y aumenta con el amortiguamiento. Esto puede explicarse a partir de las ecuaciones 
(6.12.2) y (6.12.3) si se observa que para £ = 0, «(/) y co„u(t) son iguales, excepto por los 
terminos de seno y coseno en el integrando. Con amortiguamiento, el primer termino de la 
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T n , s 


Figura 6.12.2 (a) Comparacion entre los espectros de respuesta de pseudo-aceleracion y 

aceleracion; f = 10%; (b) relacion de A/U‘ 0 para f = 0, 10 y 20%. 


ecuacion (6.12.3) contribuye a u(t), lo que sugiere que u(t) diferiria de m„u{t) a un mayor 
grado. En el intervalo de periodos medios V puede tomarse como una aproximacion a u a 
para el intervalo practico de amortiguamiento. 

6.12.2 Espectros de pseudo-aceleracion y aceleracion 

Los espectros de respuesta de pseudo-aceleracion y aceleracion son identicos para los siste¬ 
mas sin amortiguamiento. Esto es evidente a partir de la ecuacion (6.12.4), que se especifica 
para los sistemas no amortiguados como 

ii’(t) = —Qjru(t) (6.12.5) 

Por lo tanto, los valores maximos de los dos lados son iguales, es decir, 

rig = ur n u 0 = ar n D = A (6.12.6) 

Con amortiguamiento, la ecuacion (6.12.5) no es valida en todo momento, sino solo en los 
instantes de tiempo cuando ii(t) = 0, en particular cuando u(t) alcanza su pico u„. En este 
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instante, ~cc%u 0 representa la aceleracion real de la masa. Sin embargo, el valor maximo ii ' 0 
de u\t) no se produce en el mismo instante, a menos que £ = 0. Los valores maximos ii„ y 
A se producen al mismo tiempo y son iguales solamente para £ = 0. 

De acuerdo con la ecuacion (6.12.4), es de esperar que las diferencias entre A y u„ 
aumenten a medida que se incrementa el amortiguamiento. Esta expectativa se confirma 
con los datos presentados en la figura 6.12.2, donde se grafican los espectros de pseudo- 
aceleracion y aceleracion para el movimiento del terreno de El Centro con £ = 10% y se 
presenta la relacion A jii' n para tres valores de amortiguamiento. La diferencia entre los dos 
espectros es pequena para los sistemas de periodo corto y solo tiene cierta importancia para 
los sistemas de periodo largo con grandes valores de amortiguamiento. Asf, para un amplio 
intervalo de condiciones, la pseudo-aceleracion puede tratarse como una aproximacion a la 
aceleracion verdadera. 

A medida que el periodo de vibracion natural T„ de un sistema se aproxima al infinito, 
la masa del sistema permanece inmovil mientras el terreno se mueve debajo de ella. Asf, 
cuando T„ — ¥■ oo, ii„ — > 0 y D —> u go , esto ultimo implica que A —> 0 por la ecuacion (6.6.3). 
Tanto A como ( U,) 0 —> 0 cuando T n —> oo, pero a velocidades diferentes, como lo evidencia 
la relacion A ju l 0 graficada como una funcion de T n ; A — » 0 a un ritmo mucho mas rapido 
debido a que T 2 se encuentra en el denominador de la ecuacion (6.6.3). 

Otra forma de ver las diferencias entre los dos espectros consiste en recordar que mA 
es igual al valor maximo de la fuerza de resistencia elastica. En contraste, mu', es igual al 
valor maximo de la suma de las fuerzas elasticas y de amortiguamiento. Como se ve en 
la figura 6.12.3b, la pseudo-aceleracion es menor que la aceleracion real, puesto que es la 
parte de la aceleracion verdadera que proporciona la fuerza elastica. 

A modo de aclaracion, se observa que la adopcion generalizada del prefijo pseudo es 
enganosa en cierto sentido. El significado literal de pseudo (falso) no es en realidad apro- 
piado, puesto que se trata de aproximaciones y no de conceptos falsos o inapropiados (en 
ningun sentido). De hecho, son pocas las ocasiones en que existe la necesidad de utilizar 
los “pseudo”-espectros como aproximaciones a los espectros “verdaderos”, porque estos 
ultimos pueden calcularse mediante los mismos procedimientos numericos que se utilizan 
para los primeros. Ademas, como se destaco con anterioridad, las cantidades pseudo pro- 
porcionan los valores exactos de las deformaciones y fuerzas deseadas. 
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APENDICE 6: EL CENTRO, MOVIMIENTO DELTERRENO DE 1940 

En la figura 6.1.4 se muestra el componente norte-sur del movimiento del terreno registrado 
en un sitio de El Centro, California, durante el sismo del Valle Imperial, California, el 18 de 
mayo de 1940. En el presente libro se utiliza esta version particular del registro y es necesa- 
ria para resolver algunos de los problemas al final de capftulo. Los valores numericos de la 
aceleracion del terreno en unidades de g, la aceleracion debida a la gravedad, se presentan en 
la tabla A6.1. Esta incluye 1559 puntos de datos en espaciamientos de tiempo iguales a 0.02 
s, de modo que pueda leerse fila por fila; el primer valor esta en t = 0.02 s; la aceleracion en 
el instante t = 0 es cero. Estos datos tambien estan disponibles en formato electronico 
en el Servicio Nacional de Informacion de Ingenierfa Sfsmica (NISEE) de la Universidad de 
California en Berkeley, en la siguiente direccion de internet: <http: //nisee.berkeley.edu/data/ 
strong_motion/a.k.chopra/index.html>. 
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TABLA A6.1 DATOS DE LA ACELERACION DEL SUELO 


0.00630 

0.00364 

0.00099 

0.00428 

0.00758 

0.01087 

0.00682 

0.00277 

-0.00128 

0.00368 

0.00864 

0.01360 

0.00727 

0.00094 

0.00420 

0.00221 

0.00021 

0.00444 

0.00867 

0.01290 

0.01713 

-0.00343 

-0.02400 

-0.00992 

0.00416 

0.00528 

0.01653 

0.02779 

0.03904 

0.02449 

0.00995 

0.00961 

0.00926 

0.00892 

-0.00486 

-0.01864 

-0.03242 

-0.03365 

-0.05723 

-0.04534 

-0.03346 

-0.03201 

-0.03056 

-0.02911 

-0.02766 

-0.04116 

-0.05466 

-0.06816 

-0.08166 

-0.06846 

-0.05527 

-0.04208 

-0.04259 

-0.04311 

-0.02428 

-0.00545 

0.01338 

0.03221 

0.05104 

0.06987 

0.08870 

0.04524 

0.00179 

-0.04167 

-0.08513 

-0.12858 

-0.17204 

-0.12908 

-0.08613 

-0.08902 

-0.09192 

-0.09482 

-0.09324 

-0.09166 

-0.09478 

-0.09789 

-0.12902 

-0.07652 

-0.02401 

0.02849 

0.08099 

0.13350 

0.18600 

0.23850 

0.21993 

0.20135 

0.18277 

0.16420 

0.14562 

0.16143 

0.17725 

0.13215 

0.08705 

0.04196 

-0.00314 

-0.04824 

-0.09334 

-0.13843 

-0.18353 

-0.22863 

-0.27372 

-0.31882 

-0.25024 

-0.18166 

-0.11309 

-0.04451 

0.02407 

0.09265 

0.16123 

0.22981 

0.29839 

0.23197 

0.16554 

0.09912 

0.03270 

-0.03372 

-0.10014 

-0.16656 

-0.23299 

-0.29941 

-0.00421 

0.29099 

0.22380 

0.15662 

0.08943 

0.02224 

-0.04495 

0.01834 

0.08163 

0.14491 

0.20820 

0.18973 

0.17125 

0.13759 

0.10393 

0.07027 

0.03661 

0.00295 

-0.03071 

-0.00561 

0.01948 

0.04458 

0.06468 

0.08478 

0.10487 

0.05895 

0.01303 

-0.03289 

-0.07882 

-0.03556 

0.00771 

0.05097 

0.01013 

-0.03071 

-0.07156 

-0.11240 

-0.15324 

-0.11314 

-0.07304 

-0.03294 

0.00715 

-0.06350 

-0.13415 

-0.20480 

-0.12482 

-0.04485 

0.03513 

0.11510 

0.19508 

0.12301 

0.05094 

-0.02113 

-0.09320 

-0.02663 

0.03995 

0.10653 

0.17311 

0.11283 

0.05255 

-0.00772 

0.01064 

0.02900 

0.04737 

0.06573 

0.02021 

-0.02530 

-0.07081 

-0.04107 

-0.01133 

0.00288 

0.01709 

0.03131 

-0.02278 

-0.07686 

-0.13095 

-0.18504 

-0.14347 

-0.10190 

-0.06034 

-0.01877 

0.02280 

-0.00996 

-0.04272 

-0.02147 

-0.00021 

0.02104 

-0.01459 

-0.05022 

-0.08585 

-0.12148 

-0.15711 

-0.19274 

-0.22837 

-0.18145 

-0.13453 

-0.08761 

-0.04069 

0.00623 

0.05316 

0.10008 

0.14700 

0.09754 

0.04808 

-0.00138 

0.05141 

0.10420 

0.15699 

0.20979 

0.26258 

0.16996 

0.07734 

-0.01527 

-0.10789 

-0.20051 

-0.06786 

0.06479 

0.01671 

-0.03137 

-0.07945 

-0.12753 

-0.17561 

-0.22369 

-0.27177 

-0.15851 

-0.04525 

0.06802 

0.18128 

0.14464 

0.10800 

0.07137 

0.03473 

0.09666 

0.15860 

0.22053 

0.18296 

0.14538 

0.10780 

0.07023 

0.03265 

0.06649 

0.10033 

0.13417 

0.10337 

0.07257 

0.04177 

0.01097 

-0.01983 

0.04438 

0.10860 

0.17281 

0.10416 

0.03551 

-0.03315 

-0.10180 

-0.07262 

-0.04344 

-0.01426 

0.01492 

-0.02025 

-0.05543 

-0.09060 

-0.12578 

-0.16095 

-0.19613 

-0.14784 

-0.09955 

-0.05127 

-0.00298 

-0.01952 

-0.03605 

-0.05259 

-0.04182 

-0.03106 

-0.02903 

-0.02699 

0.02515 

0.01770 

0.02213 

0.02656 

0.00419 

-0.01819 

-0.04057 

-0.06294 

-0.02417 

0.01460 

0.05337 

0.02428 

-0.00480 

-0.03389 

-0.00557 

0.02274 

0.00679 

-0.00915 

-0.02509 

-0.04103 

-0.05698 

-0.01826 

0.02046 

0.00454 

-0.01138 

-0.00215 

0.00708 

0.00496 

0.00285 

0.00074 

-0.00534 

-0.01141 

0.00361 

0.01863 

0.03365 

0.04867 

0.03040 

0.01213 

-0.00614 

-0.02441 

0.01375 

0.01099 

0.00823 

0.00547 

0.00812 

0.01077 

-0.00692 

-0.02461 

-0.04230 

-0.05999 

-0.07768 

-0.09538 

-0.06209 

-0.02880 

0.00448 

0.03777 

0.01773 

-0.00231 

-0.02235 

0.01791 

0.05816 

0.03738 

0.01660 

-0.00418 

-0.02496 

-0.04574 

-0.02071 

0.00432 

0.02935 

0.01526 

0.01806 

0.02086 

0.00793 

-0.00501 

-0.01795 

-0.03089 

-0.01841 

-0.00593 

0.00655 

-0.02519 

-0.05693 

-0.04045 

-0.02398 

-0.00750 

0.00897 

0.00384 

-0.00129 

-0.00642 

-0.01156 

-0.02619 

-0.04082 

-0.05545 

-0.04366 

-0.03188 

-0.06964 

-0.05634 

-0.04303 
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-0.02972 

-0.01642 

-0.00311 

0.01020 

-0.00139 

-0.02714 

-0.00309 

0.02096 

0.03507 

0.03357 

0.03207 

0.03057 

-0.00942 

-0.03231 

-0.02997 

-0.03095 

-0.00775 

-0.01449 

-0.02123 

0.01523 

0.12987 

0.09864 

0.06741 

0.03618 

-0.05922 

-0.12112 

-0.18303 

-0.12043 

0.08373 

0.03745 

0.06979 

0.10213 

-0.06794 

-0.03310 

-0.03647 

-0.03984 

0.13350 

0.05924 

-0.01503 

-0.08929 

-0.01061 

-0.03674 

-0.06287 

-0.08899 

0.08446 

0.05023 

0.01600 

-0.01823 

-0.02970 

-0.01071 

0.00829 

-0.00314 

-0.04051 

-0.01388 

0.01274 

0.00805 

-0.03432 

-0.06324 

-0.09215 

-0.12107 

0.06177 

0.04028 

0.01880 

0.04456 

0.00517 

-0.05317 

-0.03124 

-0.00930 

0.02935 

0.04511 

0.06087 

0.07663 

0.00680 

0.02611 

0.04543 

0.01571 

-0.00633 

0.02724 

0.06080 

0.03669 

0.02210 

0.05098 

0.07985 

0.06915 

0.05822 

0.09009 

0.12196 

0.10069 

-0.00564 

-0.02690 

-0.04817 

-0.06944 

-0.12170 

-0.12494 

-0.16500 

-0.20505 

0.03455 

0.08247 

0.07576 

0.06906 

0.12175 

0.10616 

0.09057 

0.07498 

0.03378 

0.00549 

-0.02281 

-0.05444 

-0.02855 

-0.06243 

-0.03524 

-0.00805 

-0.01879 

-0.00389 

0.01100 

0.02589 

0.01766 

0.03069 

0.04372 

0.02165 

-0.02819 

-0.02001 

-0.01182 

-0.02445 

-0.07707 

-0.08620 

-0.09533 

-0.06276 

0.05301 

0.03176 

0.01051 

-0.01073 

0.01985 

-0.01726 

-0.05438 

-0.01204 

0.02975 

-0.01288 

0.01212 

0.03711 

0.00342 

-0.02181 

—0.04704 

-0.07227 

-0.00407 

0.03549 

0.07504 

0.11460 

0.00182 

-0.05513 

0.04732 

0.05223 

0.02705 

-0.01779 

-0.06263 

-0.10747 

-0.04668 

-0.02027 

0.00614 

0.03255 

-0.03322 

-0.00315 

0.02691 

0.01196 

0.02239 

0.04215 

0.06191 

0.08167 

-0.05274 

-0.02544 

0.00186 

0.02916 

-0.02074 

0.00722 

0.03517 

-0.00528 

-0.03646 

-0.01989 

-0.00332 

0.01325 

-0.00563 

0.01536 

0.03635 

0.05734 

0.01589 

-0.01024 

-0.03636 

-0.06249 

-0.08200 

-0.04980 

-0.01760 

0.01460 

-0.01550 

-0.00102 

0.01347 

0.02795 

-0.00041 

-0.01952 

-0.00427 

0.01098 


0.02350 

0.03681 

0.05011 

0.02436 

0.04501 

0.06906 

0.05773 

0.04640 

0.03250 

0.03444 

0.03637 

0.01348 

-0.03192 

-0.02588 

-0.01984 

-0.01379 

0.05170 

0.08816 

0.12463 

0.16109 

0.00495 

0.00420 

0.00345 

0.00269 

-0.05782 

0.00479 

0.06740 

0.13001 

-0.03517 

-0.17247 

-0.13763 

-0.10278 

-0.00517 

0.02950 

0.06417 

0.09883 

-0.16355 

-0.06096 

0.04164 

0.01551 

-0.05430 

-0.01961 

0.01508 

0.04977 

-0.05246 

-0.08669 

-0.06769 

-0.04870 

0.02966 

0.06246 

-0.00234 

-0.06714 

0.03024 

0.05243 

0.02351 

-0.00541 

-0.08450 

-0.04794 

-0.01137 

0.02520 

0.07032 

0.09608 

0.12184 

0.06350 

0.01263 

0.03457 

0.03283 

0.03109 

0.09239 

0.05742 

0.02245 

-0.01252 

-0.01402 

-0.04374 

-0.07347 

-0.03990 

0.01258 

-0.01153 

-0.03564 

-0.00677 

0.05845 

0.04775 

0.03706 

0.02636 

0.07943 

0.05816 

0.03689 

0.01563 

-0.09070 

-0.11197 

-0.11521 

-0.11846 

-0.15713 

-0.10921 

-0.06129 

-0.01337 

0.06236 

0.08735 

0.11235 

0.13734 

0.08011 

0.08524 

0.09037 

0.06208 

-0.04030 

-0.02615 

-0.01201 

-0.02028 

-0.04948 

-0.03643 

-0.02337 

-0.03368 

0.01446 

0.00303 

-0.00840 

0.00463 

-0.00042 

-0.02249 

-0.04456 

-0.03638 

-0.03707 

-0.04969 

-0.05882 

-0.06795 

-0.03018 

0.00239 

0.03496 

0.04399 

-0.03198 

-0.05323 

0.00186 

0.05696 

0.03031 

0.07265 

0.11499 

0.07237 

0.03517 

0.03323 

0.01853 

0.00383 

-0.09750 

-0.12273 

-0.08317 

-0.04362 

0.07769 

0.04078 

0.00387 

0.00284 

0.05715 

0.06206 

0.06698 

0.07189 

-0.15232 

-0.12591 

-0.09950 

-0.07309 

0.00859 

-0.01537 

-0.03932 

-0.06328 

-0.00300 

0.00335 

0.00970 

0.01605 

0.03477 

-0.01212 

-0.01309 

-0.01407 

0.05646 

0.08376 

0.01754 

-0.04869 

-0.04572 

-0.08617 

-0.06960 

-0.05303 

0.02982 

0.01101 

-0.00781 

-0.02662 

0.03159 

0.00584 

-0.01992 

-0.00201 

-0.04780 

-0.03311 

-0.04941 

-0.06570 

0.04680 

0.07900 

0.04750 

0.01600 

0.04244 

0.05692 

0.03781 

0.01870 

0.02623 

0.04148 

0.01821 

-0.00506 
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-0.00874 

-0.03726 

-0.06579 

-0.02600 

0.02429 

-0.01026 

-0.04480 

-0.01083 

-0.01564 

-0.00626 

-0.01009 

-0.01392 

0.00733 

-0.00632 

-0.01997 

0.00767 

0.02403 

0.01642 

0.00982 

0.00322 

-0.10228 

-0.07847 

-0.05466 

-0.03084 

0.02483 

0.01809 

-0.00202 

-0.02213 

0.07459 

0.06203 

0.04948 

0.03692 

0.03037 

0.03626 

0.04215 

0.04803 

0.03611 

0.03166 

0.00614 

-0.01937 

-0.05899 

-0.04052 

-0.02206 

-0.00359 

-0.00441 

-0.00923 

-0.01189 

-0.01523 

0.01431 

0.00335 

-0.00760 

-0.01856 

0.01016 

-0.00590 

-0.02196 

-0.00121 

0.00424 

0.00196 

-0.00031 

-0.00258 

-0.01396 

-0.01750 

-0.02104 

-0.02458 

-0.04889 

-0.03559 

-0.02229 

-0.00899 

-0.01383 

0.01314 

0.04011 

0.06708 

-0.02733 

-0.04621 

-0.03155 

-0.01688 

0.05559 

0.03253 

0.00946 

-0.01360 

-0.02685 

-0.01161 

0.00363 

0.01887 

0.03015 

0.03113 

0.00388 

-0.02337 

-0.00095 

0.01146 

0.02388 

0.03629 

-0.05207 

-0.03715 

-0.02222 

-0.00730 

0.04256 

0.04507 

0.04759 

0.05010 

0.00467 

-0.00738 

-0.00116 

0.00506 

-0.04135 

-0.06096 

-0.08058 

-0.06995 

-0.01310 

-0.00063 

0.01185 

0.02432 

-0.00932 

-0.02884 

-0.04837 

-0.06790 

0.02851 

0.04779 

0.02456 

0.00133 

-0.03120 

-0.01262 

0.00596 

0.02453 

0.06452 

0.03019 

-0.00414 

-0.03848 

-0.03231 

-0.03028 

-0.02824 

-0.00396 

-0.04843 

-0.06562 

-0.05132 

-0.03702 

0.02698 

0.03379 

0.04061 

0.04742 

0.01598 

0.01574 

0.00747 

-0.00080 

0.03009 

0.03989 

0.03478 

0.02967 

0.04931 

0.05550 

0.06168 

-0.00526 

-0.03681 

-0.03678 

-0.03675 

-0.03672 

0.05866 

0.03556 

0.01245 

-0.01066 

-0.02131 

-0.00946 

0.00239 

-0.00208 

-0.00851 

-0.00503 

-0.00154 

0.00195 

0.03590 

0.04818 

0.06045 

0.07273 

-0.04134 

-0.03199 

-0.03135 

-0.03071 

0.01570 

0.02714 

0.03858 

0.02975 

0.03061 

0.03304 

0.01371 

-0.00561 

-0.01353 

-0.01261 

-0.01170 

-0.00169 

0.04838 

0.03749 

0.02660 

0.01571 

0.00136 

0.01052 

0.01968 

0.02884 

0.00759 

0.02310 

0.00707 

-0.00895 


0.01380 

0.05359 

0.09338 

0.05883 

-0.01869 

-0.02655 

-0.03441 

-0.02503 

0.01490 

0.04372 

0.03463 

0.02098 

0.03532 

0.03409 

0.03287 

0.03164 

-0.00339 

0.02202 

-0.01941 

-0.06085 

-0.00703 

0.01678 

0.01946 

0.02214 

-0.00278 

0.01656 

0.03590 

0.05525 

-0.00145 

0.04599 

0.04079 

0.03558 

0.05392 

0.04947 

0.04502 

0.04056 

-0.04489 

-0.07040 

-0.09592 

-0.07745 

0.01487 

0.01005 

0.00523 

0.00041 

-0.01856 

-0.02190 

-0.00983 

0.00224 

-0.00737 

0.00383 

0.01502 

0.02622 

0.01953 

0.04027 

0.02826 

0.01625 

-0.00486 

-0.00713 

-0.00941 

-0.01168 

-0.02813 

-0.03167 

-0.03521 

-0.04205 

0.00431 

0.01762 

0.00714 

-0.00334 

0.04820 

0.02932 

0.01043 

-0.00845 

-0.00222 

0.01244 

0.02683 

0.04121 

-0.01432 

-0.01504 

-0.01576 

-0.04209 

0.03411 

0.03115 

0.02819 

0.02917 

-0.05062 

-0.03820 

-0.02579 

-0.01337 

0.01047 

-0.01535 

-0.04117 

-0.06699 

0.00762 

0.02254 

0.03747 

0.04001 

0.04545 

0.04080 

0.02876 

0.01671 

0.01128 

0.01750 

-0.00211 

-0.02173 

-0.05931 

-0.04868 

-0.03805 

-0.02557 

0.03680 

0.04927 

0.02974 

0.01021 

-0.04862 

-0.02934 

-0.01006 

0.00922 

-0.02190 

-0.04513 

-0.06836 

-0.04978 

0.04311 

0.06169 

0.08027 

0.09885 

-0.07281 

-0.05999 

-0.04717 

-0.03435 

0.02032 

0.00313 

-0.01406 

-0.03124 

-0.02272 

-0.00843 

0.00587 

0.02017 

0.05423 

0.03535 

0.01647 

0.01622 

-0.00907 

0.00072 

0.01051 

0.02030 

0.02457 

0.03075 

0.03694 

0.04313 

-0.07220 

-0.06336 

-0.05451 

-0.04566 

-0.01765 

0.00143 

0.02051 

0.03958 

-0.03376 

-0.05687 

-0.04502 

-0.03317 

-0.00654 

-0.01101 

-0.01548 

-0.01200 

0.00051 

-0.00092 

0.01135 

0.02363 

0.02847 

-0.01579 

-0.06004 

-0.05069 

-0.03007 

-0.01863 

-0.00719 

0.00425 

0.02092 

0.02334 

0.02576 

0.02819 

-0.02494 

-0.02208 

-0.01923 

-0.01638 

0.00833 

0.01834 

0.02835 

0.03836 

0.00482 

-0.00607 

-0.01696 

-0.00780 

-0.00504 

-0.03893 

-0.02342 

-0.00791 

-0.02498 

-0.04100 

-0.05703 

-0.02920 
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-0.00137 

0.02645 

0.05428 

0.03587 

0.01746 

-0.00096 

-0.01937 

-0.03778 

-0.02281 

-0.00784 

0.00713 

0.02210 

0.03707 

0.05204 

0.06701 

0.08198 

0.03085 

-0.02027 

-0.07140 

-0.12253 

-0.08644 

-0.05035 

-0.01426 

0.02183 

0.05792 

0.09400 

0.13009 

0.03611 

-0.05787 

-0.04802 

-0.03817 

-0.02832 

0.02970 

0.03993 

0.05017 

0.06041 

0.07065 

0.08089 

-0.00192 

-0.08473 

-0.01846 

-0.00861 

-0.03652 

-0.06444 

-0.06169 

-0.05894 

-0.05618 

-0.06073 

-0.06528 

-0.04628 

-0.02728 

-0.00829 

0.01071 

0.02970 

0.03138 

0.03306 

0.03474 

0.03642 

0.04574 

0.05506 

0.06439 

0.07371 

0.08303 

0.03605 

-0.01092 

-0.05790 

-0.04696 

-0.03602 

-0.02508 

-0.01414 

-0.03561 

-0.05708 

-0.07855 

-0.06304 

-0.04753 

-0.03203 

-0.01652 

-0.00102 

0.00922 

0.01946 

-0.07032 

-0.05590 

-0.04148 

-0.05296 

-0.06443 

-0.07590 

-0.08738 

-0.09885 

-0.06798 

-0.03710 

-0.00623 

0.02465 

0.05553 

0.08640 

0.11728 

0.14815 

0.08715 

0.02615 

-0.03485 

-0.09584 

-0.07100 

-0.04616 

-0.02132 

0.00353 

0.02837 

0.05321 

-0.00469 

-0.06258 

-0.12048 

-0.09960 

-0.07872 

-0.05784 

-0.03696 

-0.01608 

0.00480 

0.02568 

0.04656 

0.06744 

0.08832 

0.10920 

0.13008 

0.10995 

0.08982 

0.06969 

0.04955 

0.04006 

0.03056 

0.02107 

0.01158 

0.00780 

0.00402 

0.00024 

-0.00354 

-0.00732 

-0.01110 

-0.00780 

-0.00450 

-0.00120 

0.00210 

0.00540 

-0.00831 

-0.02203 

-0.03575 

-0.04947 

-0.06319 

-0.05046 

-0.03773 

-0.02500 

-0.01227 

0.00046 

0.00482 

0.00919 

0.01355 

0.01791 

0.02228 

0.00883 

-0.00462 

-0.01807 

-0.03152 

-0.02276 

-0.01401 

-0.00526 

0.00350 

0.01225 

0.02101 

0.01437 

0.00773 

0.00110 

0.00823 

0.01537 

0.02251 

0.01713 

0.01175 

0.00637 

0.01376 

0.02114 

0.02852 

0.03591 

0.04329 

0.03458 

0.02587 

0.01715 
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Figura A6.1 Papel grafico con cuatro escalas logarftmicas. 
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PROBLEMAS 

*6.1 Determine la respuesta de deformacion u(t), para 0^r< 15 s, de un sistema de 1GDL con 
periodo natural T n = 2 s y fraccion de amortiguamiento £ = 0 al movimiento de El Centro en 
1940. Los valores de la aceleracion del terreno estan disponibles en el apendice 6 para todo 
A t = 0.02 s. Implemente el algoritmo numerico del tiempo escalonado de la section 5.2. Gra- 
fique u(t) y compare la grafica con la figura 6.4.1. 

*6.2 Resuelva el problema 6.1 para f = 5%. 

*6.3 Resuelva el problema 6.2 mediante el metodo de la diferencia central. 

6.4 Deduzca ecuaciones para los espectros de respuesta de deformacion, pseudo-velocidad y pseu- 
do-aceleracion para una aceleracion del terreno ti g (r) = ii go S(t), donde 8(f) es la funcion delta 
de Dirac y u go es el incremento en la velocidad o la magnitud del impulso de aceleracion. 
Grafique los espectros para f = 0 y 10%. 

6.5 Un sistema no amortiguado de 1GDL se somete al movimiento del terreno ii g (t) que consiste en 
una secuencia de dos impulsos de aceleracion, cada uno con un incremento de velocidad ii go , 
como se muestra en la figura P6.5. 

(a) Grafique la respuesta de desplazamiento del sistema t d /T n = i, j y 1. Para cada caso, 
muestre la respuesta a los impulsos individuales y la respuesta combinada. 

(b) Determine el espectro de respuesta de deformacion para esta excitacion graficando 
u 0 /(it g0 /a>n ) como una funcion del t d /T„. Indique por separado el maximo que ocurre durante 
t < t d y durante t > t d . 

(c) Determine el espectro de respuesta de pseudo-velocidad para esta excitacion con t d = 0.5 s 
graficando V/u go como una funcion de/„ = 1 /T n . 

u g u g 




6.6 Repita el problema 6.5 considerando que los dos pulsos de velocidad actuan en la misma direc- 
cion (figura P6.6). 

6.7 Considere un movimiento del terreno armonico u g (t) = ii go sen(2jTt/T). 

(a) Deduzca las ecuaciones para A y u‘„ en terminos del periodo de vibracion natural 7’„ y la 
fraccion de amortiguamiento f del sistema de 1GDL. A es el valor maximo de la pseudo- 
aceleracion y ii',, es el valor maximo de la aceleracion verdadera. Considere solo la respuesta 
de estado estacionario. 

(b) Demuestre que A y ii], son identicas para los sistemas no amortiguados, pero diferentes para 
los sistemas amortiguados. 

(c) Muestre mediante graficas los dos espectros de respuesta representando los valores norma- 
lizados A/ii go y n'o/M go contra T n /T, la relation del periodo de vibracion natural del sistema y el 
periodo de la excitacion. 


*Indica que la solution del problema requiere una computadora. 
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6.8 Ciertos tipos de movimientos cercanos a la falla pueden representai'se mediante un ciclo sinusoidal 
completo de aceleracion del terreno (figura P 6 . 8 ) o un ciclo cosenoidal completo de acelera¬ 
cion del terreno (figura P6.9). Si se supone que la velocidad y el desplazamiento del terreno 
son iguales a cero en el tiempo cero, grafique la velocidad y el desplazamiento del terreno como 
una funcion del tiempo. Determine el espectro de respuesta de pseudo-aceleracion para sistemas 
no amortiguados. Grafique este espectro contra t d /T n . ( ;,Hn que difiere el espectro de respuesta de 
la aceleracion verdadera? 


u u 




6.10 Un voladizo vertical de 10 pies de largo, hecho de un tubo de acero con 6 pulg de diametro 
nominal estandar, soporta un peso de 3000 libras en su extremo, como se muestra en la figura 
P6.10. Las propiedades de la tuberia son: diametro exterior = 6.625 pulg, diametro interior = 
6.065 pulg, espesor = 0.280 pulg, momenta de inercia de la seccion transversal I = 28.1 pulg 4 , 
modulo deYoung E = 29,000 ksi y peso = 18.97 lb/pie de longitud. Determine la deformacion 
y el esfuerzo flexionante maximos en el voladizo, debidos al sismo de El Centro; suponga que 
f = 5%. 


(~) 3000 lb 

\ O 

«5 0) 

* T) 
so q 
-O 

^ 5 ; Figura P6.10 

6.11 (a) Un tanque lleno de agua se sostiene sobre una torre en voladizo de 80 pies de alto. Se 
idealiza como un sistema de 1GDL con peso w = 100 kips, rigidez lateral k = 4 kips/pulg y 
fraccion de amortiguamiento f = 5%. La torre que soporta al tanque debe disenarse para el 
movimiento del terreno caracterizado por el espectro de diseno de la figura 6.9.5, escalado a 
una aceleracion maxima del terreno de 0.5g. Determine los valores de diseno de la deformacion 
lateral y la fuerza cortante en la base. 

(b) El disenador estructural considero que la deformacion calculada para el sistema del inciso 
(a) era excesiva, por lo que decidio darle rigidez a la torre aumentando su tamano. Determine 
los valores de diseno de la deformacion y la fuerza cortante basal para el sistema modifica- 
do si su rigidez lateral es de 8 kips/pulg; suponga que la fraccion de amortiguamiento sigue 
siendo de 5%. Comente sobre la forma en que el aumento de la rigidez del sistema afecta los 
requisitos de diseno. ^Cual es el inconveniente de darle mas rigidez al sistema? 
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(c) Si la torre con mas rigidez debe sostener un tanque que pesa 200 kips, determine los re¬ 
quisites de diseno; suponga, para los propositos de este ejemplo, que la fraction de amorti- 
guamiento sigue siendo de 5%. Comente sobre la forma en que el aumento de peso afecta los 
requisites de diseno. 

6.12 Resuelva el problema 6.11 modificado como sigue: w = 16 kips en el inciso (a) y w = 32 kips 
en el inciso (c). 

6.13 Resuelva el problema 6.11 modificado como sigue: w = 1600 kips en el inciso (a) y w = 3200 
kips en el inciso (c). 

6.14 Un edificio de un nivel. hecho con concreto reforzado, se idealiza para el analisis estructural 
como un marco sin masa que soporta una carga muerta de 10 kips al nivel de la viga. El marco 
tiene 24 pies de ancho y 12 pies de altura. Cada columna, fija en la base, tiene una section 
transversal de 10 pulg cuadradas. El modulo de Young del concreto es de 3 x 10 3 ksi y la frac¬ 
tion de amortiguamiento del edificio se calcula como del 5%. Si el edificio debe disenarse para 
el espectro de diseno de la figura 6.9.5, escalado a un valor maximo de la aceleracion de 0.5g, 
determine los valores de diseno de la deformation lateral y los momentos flexionantes en las 
columnas correspondientes a dos condiciones: 

(a) La section transversal de la viga es mucho mas grande que la de las columnas, de modo que 
la viga puede considerarse rfgida a la flexion. 

(b) La section transversal de la viga es mucho mas pequena que la de las columnas, por lo que 
puede despreciarse la rigidez de la viga. Comente sobre la influencia que tiene la rigidez de la 
viga en las cantidades de diseno. 

6.15 Las columnas del marco del problema 6.14 en la condition (a) (es decir, con la viga rfgida) se 
articulan en la base. Para el mismo diseno sfsmico, determine los valores de diseno de la defor¬ 
mation lateral y los momentos flexionantes sobre las columnas. Comente sobre la influencia 
que tiene el tipo de apoyo de las columnas en la deformation y los momentos flexionantes de 
diseno. 

6.16 Determine la respuesta maxima del edificio industrial de un nivel del ejemplo 1.2 al movimien- 
to de suelo caracterizado por el espectro de diseno de la figura 6.9.5, escalado a una aceleracion 
maxima del terreno de 0.25g. 

(a) En el caso de la excitation norte-sur, determine el desplazamiento lateral del techo y los 
momentos flexionantes en las columnas. 

(b) En el caso de la excitation este-oeste, determine el desplazamiento lateral del techo y la 
fuerza axial en cada soporte. 

6.17 El pequeno edificio de un nivel, hecho de concreto reforzado, que se muestra en la figura P6.17, 
se idealiza como un marco sin masa que soporta una carga muerta total de 10 kips al nivel de 
la viga. Cada columna de 10 pulg cuadradas se articula en la base, la viga puede asumirse 
como rfgida a la flexion, y E = 3 x 10 3 ksi. Determine la respuesta maxima de esta estructura 
al movimiento del terreno caracterizado por el espectro de diseno de la figura 6.9.5, escalado a 
una aceleracion maxima del terreno de 0.25g. Las cantidades de respuesta que interesan son el 
desplazamiento en la parte superior del marco y los momentos flexionantes en las dos colum¬ 
nas. Dibuje el diagrama del momento flexionante. 



Figura P6.17 
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6.18 Un marco de acero de un solo nivel, con claro de 24 pies y altura de 12 pies, tiene las siguientes 
propiedades: los momentos de inercia de la section transversal de la viga y las columnas son 
4 = 160 pulg 4 e 4 = 320 pulg 4 , respectivamente; el modulo de elasticidad para el acero es de 30 
X 10 3 ksi. Para los propositos del analisis dinamico, se considera que el marco no tiene masa y 
que soporta un peso de 100 kips concentrados al nivel de la viga; las columnas estan empotradas 
en la base y la fraccion de amortiguamiento se estima en 5%. Determine los valores maximos 
del desplazamiento lateral al nivel de la viga y los momentos flexionantes a lo largo del marco, 
debido al espectro de diseno de la figura 6.9.5, escalado a una aceleracion maxima de 0.5g. 

6.19 Resuelva el problema 6.18 suponiendo que las columnas se articulan en la base. Comente so- 
bre la influencia que tiene el tipo de apoyo en las columnas en la deformacion y los momentos 
flexionantes de diseno. 

6.20 La tolva de cenizas de la figura 6.20 consiste en un receptaculo montado en una plataforma 
rfgida, la cual esta soportada por cuatro columnas de 24 pies de largo. El peso de la plataforma, 
la tolva y su contenido es de 100 kips y puede tomarse como una masa concentrada situada a 6 
pies por encima de la parte inferior de la plataforma. Las columnas se apoyan en la direccion 
longitudinal, es decir, normal al piano de la hoja de papel, pero no tienen un soporte lateral 
en la direccion transversal. Las propiedades de las columnas son: A = 20 pulg 2 , E — 29,500 
ksi, / = 2000 pulg 4 y S — 170 pulg 3 . Si se considera que la fraccion de amortiguamiento es de 
5%, encuentre el desplazamiento lateral y el esfuerzo maximos en las columnas debido a la 
gravedad y al sismo caracterizado por el espectro de diseno de la figura 6.9.5, escalado a |g y 
actuando en la direccion transversal. Considere que las columnas se empotran en la base y a la 
plataforma rigida. Desprecie la deformacion axial de las columnas y los efectos de la gravedad 
sobre la rigidez lateral. 



6 ' 


24' 


Figura P6.20 


6.21 La estructura del ejemplo 1.7 se somete a la aceleracion rotacional ii g9 = 8(f) del cimiento. 
Deduzca una ecuacion para la rotation u 9 (t) de la losa del techo en terminos de I a , k x , k y , by d. 
No tome en cuenta el amortiguamiento. 

6.22 Para el sistema descrito en los ejemplos 1.7 y 2.4, se requiere determinar la respuesta maxima 
debida a la aceleracion rotacional del terreno u g9 (vea la figura E1.7) con t, = 5%. El espectro 
de diseno para la aceleracion traslacional del suelo (b/2)ti g0 esta dado por la figura 6.9.5, es¬ 
calado a una aceleracion maxima del terreno de 0.05g. Determine el desplazamiento en cada 
esquina de la losa del techo, el par de torsion en la base y los momentos flexionantes sobre los 
ejes x y y en la base de cada columna. 

6.23 Para el diseno sfsmico en un sitio, los valores maximos de aceleracion, velocidad y desplaza¬ 
miento del terreno se han estimado como: u g0 = 0.5g, u go pulg/s y u go = 18 pulg. Consideran- 
do sistemas con una fraccion de amortiguamiento del 2%, construya los espectros de diseno de 
los percentiles 50 y 84.1. 
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(a) Grafique ambos espectros, juntos, en un papel logantmico de cuatro escalas. 

(b) Grafique el espectro de pseudo-aceleracion del pereentil 84.1 en escala log-log y determine 
las ecuaciones de A(T n ) para cada rama del espectro y los valores de periodo en las intersec- 
ciones de las rarnas. 

(c) Grafique el espectro del inciso (b) en una escala lineal-lineal (la escala T„ debe cubrir el 
intervalo de 0 a 5 s). 




Respuesta sismica 
de los sistemas inelasticos 


AVANCE 

Se ha demostrado hasta ahora que el cortante basal maximo inducido en un sistema elas- 
tico lineal por el movimiento del suelo es V b = ( A/g)w , donde w es el peso del sistema 
y A es la ordenada del espectro de pseudo-aceleracion correspondiente al periodo natural 
de vibracion y al amortiguamiento del sistema (capitulo 6). Sin embargo, la mayorfa de 
los edificios estan disenados para un cortante basal menor que el cortante basal elastico 
asociado con el movimiento del terreno mas fuerte que puede ocurrir en el sitio. Lo ante¬ 
rior queda claro en la figura 7.1, donde el coeficiente de cortante basal A/ g, tornado del 



Periodo natural de vibracion T , s 

n 


Figura 7.1 Comparacion de los 
coeficientes de cortante basal del 
espectro de diseno elastico y del Codigo 
International de Construction. 
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espectro de diseno de la figura 6.9.5 y escalado con un factor de 0.4 para que corresponda 
a una aceleracion maxima del terreno de 0.4g, se compara con el coeficiente de cortan- 
te basal especificado en el Codigo International de Construction 2000. Esta disparidad 
implica que los edificios disenados para las fuerzas del codigo se deforman mas alia del 
limite del comportamiento elastico lineal cuando se someten a movimientos del terreno 
representados en el espectro de diseno en 0.4g. Por lo tanto, no debe sorprender que los 
edificios sufran danos durante movimientos del terreno intensos. Sin embargo, si un sismo 
causa danos que son demasiado graves economicamente como para repararlos (figuras 
7.2 y 7.3) o provoca el derrumbe de un edificio (figura 7.4), es evidente que el diseno era 
erroneo. El reto para el ingeniero es disenar estructuras de modo que el dano se controle 
a un grado aceptable. 

Por lo tanto, la respuesta de las estructuras que se deforman en su intervalo inelastico 
durante movimientos intensos del terreno es de vital importancia en la ingenierfa si'smica, 
y en este capitulo se aborda dicho tema. Despues de hablar sobre el sistema elastoplastico y 
los parametros que describen al sistema, se presenta la ecuacion de movimiento y se iden- 
tifican los diversos parametros que describen el sistema y la excitation. Mas adelante, se 
comparan las respuestas a los sismos de los sistemas elasticos e inelasticos con el objeto 
de comprender la forma en que la cedencia influye en la respuesta estructural. Despues, se 
presenta un procedimiento para determinar el espectro de respuesta para la fuerza de ceden¬ 
cia asociado con los valores especificados del factor de ductilidad, junto con un analisis de la 
forma en que el espectro puede utilizarse para determinar la fuerza y la deformation de 
diseno para los sistemas inelasticos. El capitulo termina con un procedimiento mediante el 
cual se determina el espectro de diseno para los sistemas inelasticos a partir del espectro de 
diseno elastico, seguido por un analisis sobre la importancia de distinguir entre los espec- 
tros de diseno y de respuesta. 


7.1 RELACIONES FUERZA-DEFORMACION 
71.1 Pruebas de laboratorio 

Desde la decada de 1960 se han realizado cientos de pruebas de laboratorio para determinar 
el comportamiento fuerza-deformacion de los componentes estructurales bajo condiciones 
sismicas. Durante un sismo, las estructuras se someten a un movimiento oscilatorio con de¬ 
formacion ciclica. Se han llevado a cabo pruebas ciclicas que simulan esta condition sobre 
elementos estructurales, ensambles de elementos, modelos de estructuras a escala reducida 
y pequenas estructuras a escala real. Los resultados experiment ales indican que el compor¬ 
tamiento fuerza-deformacion ciclico para una estructura depende del material (figura 7.1.1) 
y del sistema estructural. Las graficas de fuerza-deformacion muestran los ciclos de histere- 
sis bajo deformaciones ciclicas debidas a un comportamiento inelastico. 

Desde la decada de 1960 muchos estudios de simulation por computadora se han 
enfocado en la respuesta sismica de los sistemas de 1GDL, para los que su comportamiento 
fuerza-deformacion esta definido por una version idealizada de las curvas experimentales, 
como se muestra en la figura 7.1.1. En este capitulo se utilizara el comportamiento idealiza- 
do de fuerza-deformacion mas sencillo. 
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(a) 



(b) 


Figura 7.2 El edificio de Servicios del Condado Imperial, que constaba de seis niveles, se vio afec- 
tado por el sismo del Valle Imperial, California, el 15 de octubre de 1979. El edificio se encontraba 
en El Centro, California, a 9 km de la falla causante del sismo con magnitud de 6.5; la aceleracion 
maxima del terreno cerca del edificio fue de 0.23g. Las columnas del primer nivel, hechas de concreto 
reforzado, sufrieron deformaciones excesivas en las partes superior e inferior generando articulacio- 
nes parciales. Las cuatro columnas en el extremo derecho se derrumbaron, por lo que dicho extremo 
del edificio descendio cerca de 6 pulg; vea los detalles. El edificio fue demolido. (Cortesfa de K. V. 
Steinbrugge Collection, Earthquake Engineering Research Center de la Universidad de California en 
Berkeley). 
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(c) (d) 


Figura 7.3 La Torre O’Higgin’s, construida en 2009, es un edificio de 21 pisos, esta hecho de concreto 
reforzado y cuenta con un sistema resistente ante cargas laterales asimetrico (en planta) constituido por muros 
de cortante y columnas resistentes que es discontinuo y muy irregular en la altura. Situado en Concepcion, a 
65 millas del punto de ruptura inicial de la falla que ocasiono el sismo de magnitud 8.8 en la region costera 
de Maule, Chile, el 27 de febrero de 2010, el edificio experimento un movimiento muy fuerte. El dano fue tan 
extenso, incluyendo el colapso del doceavo piso, que el edificio debera demolerse: (a) cara este; (b) cara sureste; 
(c) cara sur; y (d) cara sureste: los tres pisos superiores y la sala de maquinas. (Cortesia de Francisco Medina). 
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(b) 


Figura 7.4 Centro de cuidados psiquiatricos diumos: (a) antes y (b) despues del sismo de magnitud 6.4 en 
San Fernando, California, el 9 de febrero de 1971. El sistema estructural de este edificio de dos niveles, hecho 
de concreto reforzado, era un marco resistente al momento. Sin embargo, los muros de mamposterfa anadi- 
dos en el segundo piso incrementaron de manera significativa la rigidez y la resistencia de ese nivel. El primer 
piso del edificio se derrumbo por completo. (Fotograffa de V. V. Bertero en la coleccion W. G. Godden, del 
Servicio Nacional de Information de Ingenierfa Sismica de la Universidad de California, Berkeley). 
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(a) 


P T 

kN kips 



(b) 


Figura 7.1.1 (continua en la pdgina siguiente) 
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Figura 7.1.1 Relaciones de fuerza-deformacion para componentes estructurales de distintos ma- 
teriales: (a) acero estructural (de H. Krawinkler, V. V. Bertero y E. R Popov, “Inelastic Behavior 
of Steel Beam to Column Subassemblages”, reporte No. EERC 71-7 , Universidad de California, 
Berkeley, 1971); (b) concreto reforzado [de E. P. Popov y V. V. Bertero, “On Seismic Behavior of 
Two R/C Structural Systems for Tall Buildings”, en Structural and Geotechnical Mechanics (ed. 
W. J. Hall), Prentice Hall, Englewood Cliffs, N. J., 1977]; (c) mamposterfa [de M. J. N. Priestley, 
“Masonry”, en Design of Earthquake Resistant Structures (ed. E. Rosenblueth), Pentech Press, 
Plymouth, R. U., 1980]. 


71.2 Idealizacion elastoplastica 

Considere la relation fuerza-deformacion de una estructura durante la aplicacion ini¬ 
tial de carga que se muestra en la figura 7.1.2. Resulta conveniente idealizar esta curva 
mediante una relation fuerza-deformacion eldsticoplastica perfecta (o elastoplastica por ra- 
zones de brevedad) porque esta aproximacion permite, como se vera mas adelante, el desa- 
rrollo de los espectros de respuesta de una manera similar a los sistemas elastico lineales. 


fs 



Figura 7.1.2 Curva de fuerza-deformacion durante 
la aplicacion inicial de carga: real e idealizacion 
elastoplastica. 
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Figura 7.1.3 Relacion elastoplastica de fuerza- 
deformacion. 


La aproximacion elastoplastica a la curva de fuerza-deformacion real es trazada, como se 
muestra en la figura 7.1.2, de modo que las areas bajo las dos curvas sean iguales en un 
valor seleccionado para el desplazamiento maximo u m . En la aplicacion inicial de carga este 
sistema idealizado es elastico-lineal con rigidez k, siempre y cuando la fuerza sea menor 
que f y . La cedencia comienza cuando la fuerza alcanza el valor de f y . la resistencia a la 
cedencia. La deformacion a la que empieza la cedencia es u y , la deformation de cedencia. 
La cedencia ocurre a una fuerza constante/j, (es decir, la rigidez es cero). 

En la figura 7.1.3 se muestra un ciclo tipico de carga, descarga y recarga de un 
sistema elastoplastico. La resistencia a la cedencia es la misma en las dos direcciones 
de deformacion. La descarga desde un punto de deformacion maxima tiene lugar a lo 
largo de una trayectoria paralela a la rama elastica inicial. Del mismo modo, la recarga 
desde un punto de deformacion minima tiene lugar a lo largo de una trayectoria paralela 
a la rama elastica inicial. La relacion ciclica de fuerza-deformacion es dependiente de la 
trayectoria; para la deformacion u en el tiempo t la fuerza de restauradora/ s depende de 
la historia previa del movimiento del sistema y de si la deformacion esta aumentando o 
disminuyendo. Por lo tanto, la fuerza de restauradora es una funcion implicita de defor¬ 
macion: f s = fin). 

7.1.3 Sistema lineal correspondiente 

Se desea evaluar la deformacion maxima de un sistema elastoplastico debida a un movi¬ 
miento sismico y comparar esta deformacion con la deformacion maxima producida por la 
misma excitacion en el sistema lineal correspondiente. Se define que este sistema elastico 
tiene la misma rigidez que el sistema elastoplastico durante su aplicacion inicial de carga; 
vea la figura 7.1.4. Ambos sistemas tienen la misma masa y el mismo amortiguamiento. 
Por lo tanto, el periodo natural de vibracion del sistema lineal correspondiente es igual al 
periodo del sistema elastoplastico bajo oscilaciones pequenas (w < u y ). A may ores ampli¬ 
tudes de movimiento, el periodo natural de vibracion no esta definido para los sistemas 
inelasticos. 
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Figura 7.1.4 Sistema elastoplastico y su sistema 
lineal correspondiente. 


7.2 RESISTENCIA A LA CEDENCIA NORMALIZADA, FACTOR DE REDUCCION 
DE LA RESISTENCIA A LA CEDENCIA Y FACTOR DE DUCTILIDAD 

La resistencia a la cedencia normalizada f y de un sistema elastoplastico se define como 

Jy = f -J = - (7.2.1) 

jo 

donde/„ y u a son los valores maximos de la fuerza restauradora y la deformacion inducidas 
por el sismo, respectivamente, en el sistema lineal correspondiente. (Para simplificar, se 
utiliza la notation/ 0 en lugar de la f So empleada en capitulos anteriores). La segunda parte 
de la ecuacion (7.2.1) resulta obvia, porque/, = ku y y f 0 = ku a . Es posible interpretar a f a como 
la resistencia minima requerida para que la estructura permanezca elastica-lineal durante 
el movimiento del terreno. Una resistencia a la cedencia normalizada menor que la unidad 
implica que la resistencia a la cedencia del sistema es menor que la resistencia minima 
requerida para que el sistema permanezca elastico durante el movimiento del terreno. Tal 
sistema cedera y se deformara dentro del intervalo inelastico. La resistencia a la cedencia 
normalizada de un sistema que permanece elastico lineal es igual a la unidad, porque tal 
sistema puede interpretarse como un sistema elastoplastico con/ v = f 0 . Este sistema se de¬ 
formara exactamente a la deformacion de cedencia durante el movimiento del suelo. 

De manera alternativa, f , puede relacionarse con f 0 a traves de un factor de reduccion 
de resistencia a la cedencia R y definido por 

f 0 u 0 

R y = ^ = - (12.2) 

Jy u y 

Obviamente, R y es el reciproco de f y \ R y es igual a 1 para los sistemas elastico lineales y los 
valores de R y mayores que 1 implican que el sistema no es lo suficientemente resistente para 
permanecer elastico durante el movimiento del terreno. Tal sistema cedera y se deformara 
dentro del intervalo inelastico. 

La deformacion pico, o maxima absoluta (sin tomar en cuenta el signo algebraico), 
del sistema elastoplastico debida a un movimiento de terreno se indica mediante u m . Resulta 
significativo normalizar u, n en relacion con la deformacion de cedencia del sistema: 

li = — (7.2.3) 

Uy 

Esta relacion adimensional se denomina factor de ductilidad. Para los sistemas que se de- 
forman en el intervalo inelastico, por definition, u m excede a u y y el factor de ductilidad es 
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mayor que la unidad. El sistema lineal correspondiente puede interpretarse como un sistema 
elastoplastico con f y = f„, lo que implica que el factor de ductilidad es igual a uno. A conti¬ 
nuation, se relacionan las deformaciones maximas u,„ con las u„ de los sistemas elastoplas¬ 
tico y lineal coiTespondientes. Su relation puede expresarse como 


U ]n 
U o 


t-^fy 


_ri_ 

Ry 


Esta ecuacion se deduce directamente de las ecuaciones (7.2.1) a (7.2.3). 


(7.2.4) 


7.3 ECUACION DE MOVIMIENTO Y PARAMETROS DE CONTROL 

La ecuacion que describe un sistema inelastico, ecuacion (1.7.5), se repite aqui por conve- 
niencia: 


mu + cii + fs(u) = —miig(t) (7.3.1) 

donde la fuerza restauradora f s (u ) para un sistema elastoplastico se muestra en la figura 
7.1.3. La ecuacion (7.3.1) se resuelve numericamente usando los procedimientos del capf¬ 
tulo 5 para determinar ii(t). Los resultados de respuesta que se presentan en este capftulo se 
obtuvieron por el metodo de la aceleracion media usando un paso de tiempo At = 0.02 s, 
el cual se subdivide a su vez para detectar la transition de la rama elastica a la plastica, y 
viceversa, en la relation fuerza-deformacion (section 5.7). 

Para una ii g (t ) dada, u(t) depende de tres parametros del sistema: co n , f y u y , ademas de 
la forma de la relation fuerza-deformacion; aquf, se ha seleccionado la forma elastoplastica. 
Para demostrar este hecho, la ecuacion (7.3.1) se divide entre m para obtener 

u +2 t,m n u + (D„u y fs(u) = ~u s (t) (7.3.2) 


donde 



/s(«) 


fs(u) 

fy 


(7.3.3) 


A partir de la ecuacion (7.3.2) es evidente que u(t) depende de w n , f y u y . La cantidad co n 
es la frecuencia natural (T„ = 2jt / m n es el periodo natural) del sistema inelastico dentro de 
su intervalo elastico lineal (es decir, u < u y ). Tambien es la frecuencia natural del sistema 
lineal correspondiente. Asimismo, se hara referencia a o>„ y T„ como la frecuencia y el pe¬ 
riodo de una oscilacion pequena del sistema inelastico, respectivamente. De manera similar, 
f es el coeficiente de amortiguamiento del sistema basado en el amortiguamiento crftico 
2mm n del sistema inelastico dentro de su intervalo elastico lineal. Tambien es el coeficiente 
de amortiguamiento del sistema lineal correspondiente. La funcion fsiu) describe la rela¬ 
tion fuerza-deformacion en una forma parcialmente adimensional, como se muestra en la 
figura 7.3.1a. 

Para una u g (t) dada, el factor de ductilidad /x depende de tres parametros del siste¬ 
ma: m„, f y fy, recuerde que f\ es la resistencia a la cedencia normalizada del sistema 
elastoplastico. Lo anterior puede demostrarse de la siguiente manera. En primer lugar, la 
ecuacion (7.3.2) se reescribe en terminos de ji(t) = u(t)/u y . Si se sustituye u(t) = n v /x(t). 




Seccion 7.4 Efectos de la cedencia 


267 




P 


Figura 7.3.1 Relaciones de fuerza-deformacion en forma normalizada. 


u(t) = u y ii(t), y ii(t) = u y fi(t ) en la ecuacion (7.3.2) y se divide entre u y resulta 

'll + + co^fs (yu.) = — col —— (7.3.4) 

a y 

donde a y =f y /m puede interpretarse como la aceleracion de la masa necesaria para producir 
la fuerza elastica f y , y /s(/x es la relacion de fuerza-deformacion en forma adimensional 
(figura 7.3.1b). La relacion de aceleracion U g (f)/a y es el coeficiente entre la aceleracion del 
terreno y una medida de la resistencia a la cedencia de la estructura. La ecuacion (7.3.4) 
indica que una duplication de las aceleraciones del suelo ii g (t ) produce la misma respuesta 
/z(f) que la reduction a la mitad de la resistencia a la cedencia. 

En segundo lugar, en la ecuacion (7.3.4) se observa que para una ii g (t) dada y una de- 
terminada forma de /s(/r), por ejemplo elastoplastica, n(t) depende de a>„, £ y a y . A su vez, 
a y depende de co m f y f y \ esto puede demostrarse al sustituir la ecuacion (7.2.1) en la defini¬ 
tion de a y = f y /m para obtener a y = co^u 0 f y , y al observar que la deformation maxima del 
sistema lineal correspondiente u a depende de o>„ y f. Ahora se ha demostrado que para una 
ii.jd) dada, /i depende de w n , ( y f y . 

7.4 EFECTOS DE LA CEDENCIA 

Para entender como se ve afectada la respuesta de los sistemas de 1GDL por una action 
inelastica o la cedencia, en esta seccion se compara la respuesta de un sistema elastoplastico 
con la de su sistema lineal correspondiente. La excitation seleccionada es el movimiento 
del terreno de El Centro que se muestra en la figura 6.1.4. 

74.1 Historia de la respuesta 

La figura 7.4.1 muestra la respuesta de un sistema elastico lineal con peso w, periodo natural 
de vibration T n = 0.5 s y amortiguamiento nulo. La variation de la deformation en el tiem- 
po muestra que el sistema oscila alrededor de su position de equilibrio no deformada y la 
deformation maxima, u 0 = 3.34 pulg; esta es tambien la ordenada del espectro de respuesta 
de deformation para T n = 0.5 s y ( = 0 (figura 6.6.6). En la figura tambien se muestra la 
variation en el tiempo de la fuerza restauradora elastica / v ; el valor maximo de esta fuerza 
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Figura 7.4.1 Respuesta de un sistema lineal con T„ = 0.5 s y f = 0 al movimiento del terreno 
de El Centro. 


f„ esta dado por f 0 /w = 1.37. Esta es la resistencia minima requerida para que la estructura 
permanezca elastica. Ademas, observe a partir de la ecuacion (7.3.1) que para los sistemas 
no amortiguados,/ s (t)/u; = —ii'(t)/g m , recuerde que ii‘ es la aceleracion total de la masa. Asf, 
el valor maximo de esta aceleracion es ii'„ = 1.37g; tambien es la ordenada del espectro de 
aceleracion para T n = 0.5 s y ( = 0. 

En la figura 7.4.2 se muestra la respuesta de un sistema elastoplastico que tiene la 
misma masa y rigidez inicial que el sistema elastico lineal, con resistencia normalizada f y 
= 0.125(o factor de reduction de la resistencia a la cedencia R y = 8). La resistencia a la 
cedencia de este sistema es f y = 0.125 f 0 , donde/ 0 = 1.37u; (figura 7.4.1); por lo tanto, 
f y = 0.125(1.37w) = 0.171u;. Para mostrar mas detalles, solo se presentan los primeros 
10 s de la respuesta en la figura 7.4.2, la cual esta organizada en cuatro partes: (a) muestra la 
deformation u{t), (b) presenta la fuerza restauradora f s (t) y la aceleracion u'(t), (c) identifica 
los intervalos de tiempo durante los cuales el sistema cede, y (d) muestra la relation fuerza- 
deformacion para un ciclo de movimiento. En el initio, hasta el punto b. la deformation es 
pequena,/ s < /, y el sistema vibra dentro de su intervalo elastico lineal. Ahora se seguira 
con detalle un ciclo de vibration a partir del punto a, cuando tanto u corno f s son iguales a 
cero. En este punto el sistema es elastico-lineal y permanece asf hasta el punto b. Cuando 
la deformation alcanza la deformation de cedencia por primera vez, identificada como b, 
comienza la cedencia. De b a c el sistema esta cediendo (figura c), la fuerza es constante en 
f y (figura b) y el sistema esta en la rama plastica b-c de la relation de fuerza-deformacion 
(figura d). En c, un maximo local de la deformation, la velocidad es cero y la deformation 
comienza a invertirse (figura a), el sistema empieza a descargarse elasticamente a lo largo 
de c-d (figura d) y no cede durante este tiempo (figura c). La descarga continua hasta el 
punto d (figura d), cuando la fuerza restauradora llega a cero. Despues, el sistema comienza 
a deformarse y cargarse en la direction opuesta, lo cual continua hasta que f s llega a —f y en 
el punto e (figuras b y d). Ahora, la cedencia comienza en la direction opuesta y continua 
hasta el punto /(figura c); / = —f y durante este lapso de tiempo (figura b) y el sistema se 
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(a) 


fytw = 0.171 
(b) 

fy/W =-0.171 


+ Cedencia -i 


n n n 

n 


- Cedencia-' 

a 1 U 

u u 

U 

(C) 


Tiempo, s 



Deformation u, pulg 


Figura 7.4.2 Respuesta de un sistema elastoplastico con T n = 0.5 s, £ = 0 y f y — 0.125 al movi- 
miento del terreno de El Centro: (a) deformation; (b) fuerza restauradora y aceleracion; (c) interva¬ 
ls de tiempo de cedencia; (d) relation de fuerza-deformacion. 


mueve a lo largo de la rama plastica e-/(figura d). En el mmimo local/para la deformacion, 
la velocidad es cero y la deformacion comienza a invertirse (figura a); el sistema empieza 
a cargarse elasticamente a lo largo def-g (figura d) y no cede durante ese tiempo (figura c). 
La recarga lleva la fuerza restauradora en el sistema a cero en g, y continua a lo largo de esta 
rama elastica hasta que la fuerza restauradora llega a +f y . 

La variacion en el tiempo de la deformacion del sistema de cedencia difiere de la del 
sistema elastico. A diferencia del sistema elastico (figura 7.4.1), el sistema inelastico des¬ 
pues de ceder no oscila alrededor de su posicion de equilibrio inicial. La cedencia hace que 
el sistema se distorsione de su posicion de equilibrio inicial y oscile en torno a una nueva 
posicion de equilibrio hasta que esta es desplazada por otro episodio de cedencia. Por lo 
tanto, despues de que el terreno ha dejado de moverse, el sistema se detendra en una posi¬ 
cion en general diferente de su posicion de equilibrio inicial (es decir, la deformacion, se 
mantiene permanente). Asf, una estructura que ha experimentado una considerable cedencia 
durante un sismo puede no estar exactamente vertical al final del movimiento. Por ejemplo, 
el techo de la pergola que se muestra en la figura 1.1.1 se desplazo 9 pulg en relation con 
su posicion original al final del sismo de Caracas, Venezuela, el 29 de julio de 1967; este 
desplazamiento permanente resulto de la cedencia de las columnas tubulares. En contraste, 
un sistema lineal vuelve a su posicion inicial de equilibrio despues del decaimiento de la 
vibration fibre cuando el terreno deja de vibrar. La deformacion maxima, 1.71 pulg, del 
sistema elastoplastico es diferente de la deformacion maxima, 3.34 pulg, del sistema lineal 






















Deformation m, pulg 
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correspondiente (figuras 7.4.1 y 7.4.2); ademas, en cada caso, estos valores maximos se 
alcanzan en diferentes momentos. 

A continuation se examina la manera en que la respuesta de un sistema elastoplastico 
se ve afectada por su resistencia a la cedencia. Considere cuatro sistemas de 1GDL, todos 
con propiedades identicas en su intervalo elastico lineal: T„ = 0.5 s y ( = 5%, pero que 
difieren en su resistencia a la cedencia: f y = 1, 0.5, 0.25 y 0.125. f y = 1 implica un sistema 
elastico lineal; es el sistema lineal correspondiente para los otros tres sistemas elastoplas- 
ticos. La diminution de los valores de f y indica una menor resistencia a la cedencia f y . 
La respuesta de deformation de estos cuatro sistemas para el movimiento de terreno de El 
Centro se presenta en la figura 7.4.3. El sistema elastico lineal (f y = 1) oscila alrededor de 
su position de equilibrio y su deformacion maxima es u 0 = 2.25 pulg. El valor maximo 
correspondiente de la fuerza restauradora es f D = ku a = 0.919w, la resistencia minima 
requerida para que un sistema con T n = 0.5 y £ = 5% permanezca elastico durante el mo¬ 
vimiento del terreno seleccionado. Por lo tanto, se espera que los otros tres sistemas con 
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Figura 7.4.3 Respuesta de deformacion y cedencia de cuatro sistemas debido al movimiento del 
terreno de El Centro; T„ = 0.5 s, f = 5% y f y = 1, 0.5, 0.25 y 0.125. 
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menor resistencia a la cedencia (f y = 0.5 f a , 0.25 f 0 y 0.125/ o , respectivamente) se deformen 
en el intervalo inelastico. Esta expectativa se confirma mediante la figura 7.4.3, donde se 
identifican los intervalos de tiempo de cedencia para estos sistemas. Como era de espe- 
rarse por intuicion, los sistemas con una resistencia a la cedencia inferior ceden con mas 
frecuencia y durante intervalos mas largos. Con mas cedencia, la deformacion permanente 
u p de la estructura despues de que el terreno deja de vibrar tiende a aumentar, pero esta 
tendencia no puede ser perfecta. Para los valores de T„ y f seleccionados, las deformacio- 
nes maximas u rn de los tres sistemas elastoplasticos son mas pequenas que la deformacion 
maxima u a del sistema lineal correspondiente. Sin embargo, esto no siempre se cumple, 
porque los valores relativos de u m y u„ dependen del periodo natural de vibracion T„ del 
sistema, de las caracterfsticas del movimiento del terreno y, en menor grado, del amorti- 
guamiento del sistema. 

El factor de ductilidad de un sistema elastoplastico puede calcularse utilizando la 
ecuacion (7.2.4). Por ejemplo, las deformaciones maximas de un sistema elastoplastico 
con f y = 0.25 y del sistema lineal correspondiente son u m = 1.75 pulg y u„ = 2.25 pulg, 
respectivamente. Si se sustituye u m , u D y f y en la ecuacion (7.2.4), se obtiene el factor de 
ductilidad: p = (l/0.25)(1.75/2.25) = 3.11. Esta es la demanda de ductilidad impuesta 
sobre el sistema elastoplastico por el movimiento del terreno. Lo anterior representa un 
requisito en el diseno del sistema, en el sentido de que su capacidad de ductilidad (es 
decir, la capacidad de deformarse mas alia del limite elastico) debe exceder a la demanda de 
ductilidad. 

74.2 Demanda de ductilidad, deformaciones maximas y resistencia 
a la cedencia normalizada 

En esta seccion se examina la forma en que la demanda de ductilidad y la relacion entre u m 
y m„ dependen del periodo de vibracion natural T„ y de la resistencia a la cedencia norma¬ 
lizada f y o de su reciproco, el factor de reduccion de resistencia a la cedencia R y . La figura 
7.4.4a es una grafica de u m como una funcion de T„ para cuatro valores de f y = 1, 0.5, 0.25 
y 0.125; u u es igual que u m para f y = 1. (Observe que u„ y u m se han dividido entre el des- 
plazamiento maximo del terreno u go = 8.4 pulg, vea la figura 6.1.4). En la figura 7.4.4b se 
muestra la relacion de u m /u 0 . La figura 7.4.5 muestra la grafica del factor de ductilidad p 
contra T n para los mismos cuatro valores de f y , p = I si f y = I. Las historias de respuesta 
presentadas en la figura 7.4.3 para sistemas con T„ = 0.5 s y £ = 5%, proporcionan el valor 
u„ = 2.25 pulg y u m = 1.62, 1.75 y 2.07 pulg para f y = 0.5, 0.25 y 0.125, respectivamente. 
En la figura 7.4.4a se identifican dos de estos cuatro puntos. Las demandas de ductilidad 
p para los tres sistemas elastoplasticos son 1.44, 3.11 (calculado en la seccion 7.4.1) y 
7.36, respectivamente. Estos tres puntos se identifican en la figura 7.4.5. En estas graficas 
tambien se identifican los valores de periodo T a , T h , T c , T d , T e y 7’, que definen las distintas 
regiones espectrales presentadas en la seccion 6.8. 

Ahora se estudiaran las tendencias de cada region espectral con base en los datos 
de las figuras 7.4.4 y 7.4.5. Para los sistemas de periodo muy largo (T„ > 7}) en la region del 
espectro sensible al desplazamiento, la deformacion u m de un sistema elastoplastico es in- 
dependiente de f y y es, en esencia, igual a la deformacion maxima u a del sistema lineal 
correspondiente; la relacion de u m /u 0 — 1. Esta observacion puede explicarse de la siguiente 
manera: para una masa fija, tal sistema es muy flexible y, como se menciono en la seccion 
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Figura 7.4.4 (a) Deformaciones maximas u m y u Q de un sistema elastoplastico y del sistema lineal correspon- 

diente debidas al movimiento del terreno de El Centro; (b) relacion de u m /u Q . T n varfa; £ = 5% y f y = 1, 0.5, 0.25 
y 0.125. 
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Figura 7.4.5 Demanda de ductilidad para un sistema elastoplastico debida al movimiento del 
terreno de El Centro; £ = 5% y f y = 1, 0.5, 0.25 y 0.125, o R y = 1, 2, 4 y 8. 


6.8, su masa se mantiene inmovil mientras el suelo se mueve debajo de ella. Experimenta 
una deformation maxima igual al desplazamiento maximo del terreno, independientemente 
de f y . Asf, u rn — u a — u g0 y la ecuacion (7.2.4) da /x — 1 / f y o /x — R y , un resultado confir- 
mado por la figura 7.4.5. 

Para los sistemas con T„ en la region del espectro sensible a la velocidad, u m puede 
ser mayor o menor que u 0 (es decir, u m /u a puede o no exceder a 1); ambos se ven afectados 
de manera irregular por las variaciones de f y \ la demanda de ductilidad u puede ser mayor 
o menor que R y \ y la influencia de f y , aunque pequena, no es despreciable. 

Para los sistemas en la region del espectro sensible a la aceleracion, u m es mayor que 
u a , y u m /u 0 aumenta con la disminucion de f y (es decir, con la reduccion de la resistencia a 
la cedencia) y de T n . Por lo tanto, de acuerdo con la ecuacion (7.2.4), la demanda de ducti¬ 
lidad puede ser mucho mayor que R y , una observacion que se confirma con la figura 7.4.5. 
Este resultado implica que la demanda de ductilidad en los sistemas de periodo muy corto 
puede ser grande, incluso si su resistencia esta solo un poco por abajo de la necesaria para 
que el sistema permanezca elastico. 

En los parrafos anteriores se ha examinado la demanda de ductilidad y la relacion 
entre las deformaciones maximas u m y u 0 para los sistemas elastoplastico y lineal corres- 
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pondientes, asf como su dependencia de T„ y f y o R y . Los investigadores han demostrado 
que estas relaciones identificadas en las distintas regiones del espectro de respuesta para un 
movimiento del terreno son validas para las regiones espectrales correspondientes en otros 
movimientos del terreno. Por otra parte, los valores de periodo T a , T h , T c , T d , T e y T f que 
separan estas regiones varfan de un movimiento del terreno a otro, como se menciona en la 
section 6.8. 


7.5 ESPECTRO DE RESPUESTA PARA LA DEFORMACION DE CEDENCIA 
Y LA RESISTENCIA A LA CEDENCIA 

Para fines de diseno se desea determinar la resistencia a la cedencia f y (o la deformation 
de cedencia u y ) del sistema necesario para limitar la demanda de ductilidad impuesta por 
un movimiento del terreno a un valor especificado. En su artfculo de 1960, A. S. Veletsos 
y N. M. Newmark desarrollaron un espectro de respuesta para los sistemas elastoplasticos 
que proporciona facilmente la information deseada. A continuation se presenta un proce- 
dimiento para determinar este espectro, que es fundamental para comprender la respuesta 
sfsmica y el diseno inelastico de estructuras. 

7.5.1 Definiciones 

Se grafican los espectros de respuesta para las cantidades 

Dy Uy Vy COfj Uy Ay Uy (7.5.1) 

Tenga en cuenta que D y es la deformation de cedencia u y del sistema elastoplastico, y no su 
deformation maxima u m . Una gratica de D y contra T n para valores fijos del factor de ducti¬ 
lidad fi y se denomina espectro de respuesta de deformacion a la cedencia. De acuerdo con 
las definiciones de los sistemas elastico lineales (section 6.6), las graficas similares de V y y 
A y se llaman espectro de respuesta de pseudo-velocidad y espectro de respuesta de pseudo- 
aceleracion, respectivamente. 

Estas definiciones de D y , V y y A y para los sistemas elastoplasticos son consistentes con 
las definiciones de D, V y A para los sistemas lineales. Esto es evidente al interpretar un 
sistema lineal con deformacion maxima u„ como un sistema elastoplastico con deformacion 
de cedencia u y = u 0 . Entonces, las ecuaciones (7.5.1) para el sistema elastoplastico son 
equivalentes a las ecuaciones (6.6.1) y (6.6.3) para los sistemas lineales. 

Las cantidades D y , V y y A y pueden presentarse en una sola gratica tetralogarftmica, del 
mismo modo que para los sistemas lineales. Esto es posible porque dichas cantidades se 
relacionan a traves de 

— = Uy = C0 U Dy O W~Ay = Vy = ^Dy (7.5.2) 

CQfi 2* Tt J. n 

y estas relaciones son analogas a la ecuacion (6.6.6) que relaciona a D, Vy A para los sis¬ 
temas lineales. 

La resistencia a la cedencia de un sistema elastoplastico es 



(7.5.3) 
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donde w es el peso del sistema. Este resultado puede obtenerse utilizando la ecuacion 
(7.5.1) de la manera siguiente: 



fy = kUy = m{CO„Uy) 


g 


Observe que la ecuacion (7.5.3) es analoga a la ecuacion (6.7.2), la cual se repite aquf por 
conveniencia: 


fo = —w 
g 


(7.5.4) 


donde A es el espectro de respuesta de pseudo-aceleracion para los sistemas elastico lineales. 

75.2 Resistencia a la cedencia para una ductilidad especificada 

Para obtener la resistencia a la cedencia de un sistema elastoplastico con un factor de duc¬ 
tilidad especificado se requiere un procedimiento de interpolacion, puesto que la respuesta 
de un sistema con una resistencia a la cedencia seleccionada arbitrariamente coincide muy 
pocas veces con el valor deseado de ductilidad. Esto es evidente si se consideran los resul- 
tados de respuesta de la figura 7.4.3 para cuatro sistemas, todos con los mismos valores de 
T„ = 0.5 sy( = 5%, pero con diferentes resistencias a la cedencia, segun lo define la resisten¬ 
cia a la cedencia normalizada f y = 1, 0.5, 0.25 y 0.125. Los factores de ductilidad para estos 
cuatro sistemas son 1, 1.44, 3.11 y 7.36 (seccion 7.4.2). Claramente, estos resultados no pro- 
porcionan el valor f y correspondiente a un factor de ductilidad especificado, por ejemplo, 4. 

Sin embargo, estos resultados proporcionan la base para obtener la information de- 
seada. Conducen a una grafica que muestra a f y (o R y ) como funciones de /x para valores 
fijos de T n y £. Las lineas continuas en la figura 7.5.1 muestran esas graficas para varios 
valores de T n y £ = 5%. En la grafica de T n = 0.5 s se identifican tres de los cuatro pares 
de valores de f y y /i mencionados en el parrafo anterior. Con el proposito de desaiTollar una 
idea de las tendencias, para cada f y se muestran dos valores del factor de ductilidad: u^/u y , 
donde es la deformacion maxima en la direccion positiva, y u m /u y , donde u~ es el valor 
absoluto de la mayor deformacion en la direccion negativa. La linea continua representa a 
/x, el mayor de los dos valores del factor de ductilidad. 

Contrario a la intuition, el factor de ductilidad /x no siempre aumenta monotonamente 
a medida que disminuyen las resistencias normalizadas f y . En particular, es posible que mas 
de una resistencia a la cedencia corresponda a una /x dada. Por ejemplo, la grafica de T n = 2 s 
tiene dos valores de f y correspondientes a /x = 5. Este fenomeno peculiar se produce cuan- 
do las curvas ufju y y u m /u y se cruzan (por ejemplo, los puntos a o b en la figura 7.5.1). Con 
frecuencia, dicho punto corresponde a un mfnimo local del factor de ductilidad, lo que per- 
mite mas de un valor de f y para un valor de u ligeramente mayor. En cada valor de /x, solo 
es relevante para el diseno la mayor f y , o la mayor resistencia a la cedencia. 

La resistencia a la cedencia/,. de un sistema elastoplastico para un factor de ductilidad 
/x especificado, puede obtenerse usando el valor correspondiente de f y y la ecuacion (7.2.1). 
Para asegurar la precision, este valor de f y se obtiene mediante un procedimiento iterativo, 
no a partir de una grafica como la figura 7.5.1. Con base en los pares de datos disponibles 
(f y , /x), la interpolacion suponiendo una relation lineal entre f y y log(/x) conduce a f y , que 
corresponde a la /x especificada. Para determinar el factor de ductilidad se calcula la historia 
de respuesta del sistema con esta f y . Si esta lo suficientemente cerca de la /x especificada 
(por ejemplo en un 1%) el valor de ~J v se considera satisfactorio; de lo contrario, se modifica 
hasta obtener una concordancia satisfactoria. 
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Factor de ductilidad fi 


Figura 7.5.1 Relacion entre la resistencia normalizada (o factor de reduccion) y el factor de 
ductilidad debidos al movimiento del terreno de El Centro; f = 5%. 


7.5.3 Construccion del espectro de respuesta de ductilidad constante 

El procedimiento para construir el espectro de respuesta de los sistemas elastoplasticos 
correspondientes a niveles especificados del factor de ductilidad se resume como una se- 
cuencia de pasos: 

1. Defina numericamente el movimiento del terreno iijt). 

2 . Seleccione y fije el coeficiente de amortiguamiento f para el cual va a graficarse el 
espectro. 

3. Seleccione un valor para T n . 

4. Determine la respuesta de u(t) del sistema lineal con T n y C, igual a los valores selec- 
cionados. A partir de u(t), determine la deformacion maxima u 0 y la fuerza maxima 
f„ = ku a . Tales resultados para T n = 0.5 s y f = 5% se muestran en la figura 7.4.3a. 

5 . Determine la respuesta u(t) de un sistema elastoplastico con los mismos T n y £ y la 
resistencia a la cedencia/y = f y f 0 , con una f y < I scleccionada. A partir de u(t) 
determine la deformacion maxima u,„ y el factor de ductilidad asociado con base en la 
ecuacion (7.2.4). Repita este tipo de analisis para valores suficientes de f y para desa- 
nollar los puntos de datos ( f\ . /i que cubran el intervalo de ductilidades de interes. 
Tales resultados se muestran en la figura 7.4.3 para f y = 0.5, 0.25 y 0.125, proporcio- 
nando tres puntos de datos para el caso de T n = 0.5 en la figura 7.5.1. 
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bO 

II 

£ 




Figura 7.5.2 Espectro de respuesta de ductilidad constante para los sistemas elastoplasticos 
y el movimiento del terreno de El Centro; fi = 1, 1.5, 2, 4 y 8; £ = 5%. 



Figura 7.5.3 Espectro de respuesta de ductilidad constante para los sistemas elastoplasticos 
y el movimiento del terreno de El Centro; \i = 1, 1.5, 2, 4 y 8; £ = 5%. 
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6. a. Para una pi seleccionada, determine el valor defy a partir de los resultados del paso 

5, utilizando el procedimiento descrito en la seccion 7.5.2. Si mas de un valor de f y 
corresponde a un valor particular de pi, se elige el valor mas grande de f\. 
b. Determine las ordenadas espectrales correspondientes al valor de f y determinado 
en el paso 6a. La ecuacion (7.2.1) da u y , a partir de la cual pueden determinarse D y , 
V y y A y utilizando la ecuacion (7.5.1). Estos datos proporcionan un punto en las 
graficas del espectro de respuesta de las figuras 7.5.2 y 7.5.3. 

7. Repita los pasos del 3 al 6 para un intervalo de T n resultante en el espectro valido para 
el valor pi elegido en el paso 6a. 

8. Repita los pasos del 3 al 7 para varios valores de pi. 

El espectro de respuesta construido mediante este procedimiento para los sistemas 
elastoplasticos con f = 5% que se someten al movimiento del terreno de El Centro se pre- 
senta para pi = 1, 1.5, 2,4 y 8 en dos formas diferentes: una grafica lineal de A y j g contra T„ 
(figura 7.5.2) y una grafica tetralogaritmica que muestra a £> v , V y y A y (figura 7.5.3). 


7.6 RESISTENCIA A LA CEDENCIA Y DEFORMACION A PARTIR 
DEL ESPECTRO DE RESPUESTA 


Dada la excitacion, por ejemplo el movimiento del terreno de El Centro y las propiedades T„ 
y £ de un sistema de 1GDL, se desea determinar una resistencia a la cedencia para el sistema 
que sea consistente con un factor de ductilidad pi. El valor de A y /g correspondiente a T n , f y 
pi se lee en el espectro de las figuras 7.5.2 o 7.5.3, y se sustituye en la ecuacion (7.5.3) para 
obtener la resistencia a la cedencia f y deseada. Es posible deducir una ecuacion para la de¬ 
formacion maxima en terminos de A y de la manera siguiente. A partir de la ecuacion (7.2.3): 


U ffi H y 


donde 



Al unir las ecuaciones (7.6.1) y (7.6.2) se obtiene 



(7.6.1) 

(7.6.2) 


(7.6.3) 


Como ejemplo, para T„ = 0.5 s, f = 5% y pi = 4, la figura 7.5.2 da A y /g = 0.179. A partir 
de la ecuacion (7.5.3), f y = 0.179 w. De la ecuacion (7.6.2), u y = (0.5/27r) 2 0.179g = 0.438 
pulg y la ecuacion (7.6.1) da u m = 4(0.438) = 1.752 pulg. 


7.7 RELACION RESISTENCIA A LA CEDENCIA-DUCTILIDAD 

La resistencia a la cedencia f y requerida para que un sistema de 1GDL experimente 
una deformacion inelastica es inferior a la resistencia minima necesaria para que la estructu- 
ra permanezca elastica. En la figura 7.5.2 se muestra que la resistencia a la cedencia reque- 
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Figura 7.7.1 Resistencia normalizada / v de sistemas elastoplasticos como una funcion del 
periodo natural de vibracion T n para u = 1, 1.5, 2, 4 y 8; f = 5%; movimiento del terreno de El 
Centro. 


rida se reduce al aumentar los valores del factor de ductilidad. Incluso pequenas cantidades 
de deformation inelastica, correspondientes a/< = 1.5, producen una reduction significativa 
en la resistencia requerida. Con valores crecientes de u se consiguen reducciones mayores, 
pero a un ritmo mas lento. 

Para estudiar estas reducciones cuantitativamente, en la figura 7.7.1 se muestra la re¬ 
sistencia a la cedencia normalizada f y y el factor de reduction de resistencia a la cedencia 
R y de los sistemas elastoplasticos como una funcion de T n para cuatro valores de //. Estos 
son tan solo los datos de la figura 7.5.2 (o figura 7.5.3) graficados en una forma diferente. 
A partir de la figura 7.5.2, para cada valor de T m la curva // = I da f a /w y la curva para otra 
fi da el cociente f y /w correspondiente. La resistencia normalizada f\ se calcula a partir de 
la ecuacion (7.2.1). Por ejemplo, considere los sistemas con T n = 0.5 s; f 0 = 0.919)/; yf = 
0.1 19w para u = 4; la coiTespondiente f y = 0.195. Tales calculos para /; = 1, 1.5, 2, 4 y 8 
dan f y = 1, 0.442, 0.370, 0.195 y 0.120 (o 100, 44.2, 37.0, 19.5 y 12.0%), respectivamente; 
tres de estos puntos se identifican en la figura 7.7.1. La repetition de estos calculos para un 
intervalo de T n conduce a la figura 7.7.1, donde se identifican los valores de periodo T a , T h , T r . 
T d ,T e y 7}que definen las distintas regiones espectrales y que se introdujeron en la seccion 7.4. 

La implication practica de estos resultados es que una estructura puede disenarse para 
ser resistente a los sismos haciendola mas fuerte o mas ductil, o disenandola con una combi¬ 
nation economica de ambas propiedades. Considere de nuevo un sistema de 1GDL con T„ = 
0.5 s y £ = 5% que se diseno para el movimiento del terreno de El Centro. Si este sistema se 
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disena para una resistencia/, = 0.919 w o mayor, se mantendra dentro de su intervalo elastico 
lineal durante la excitation; entonces, no necesita ser ductil. Por otro lado, si puede desarrollar 
un factor de ductilidad de 8, deberfa disenarse solo para un 12% de la resistencia/, necesaria 
para el comportamiento elastico. De manera alternativa, puede disenarse para una resistencia 
igual al 37% d ef 0 y una capacidad de ductilidad de 2; o una resistencia igual al 19.5% de/ 0 y 
una capacidad de ductilidad de 4. En algunos tipos de materiales y elementos estructurales, la 
ductilidad es diffcil de conseguir, por lo que la economfa dicta un diseno para grandes fuerzas 
laterales; en otros, la ductilidad es mucho mas facil de obtener que la resistencia lateral, lo 
cual se ve reflejado en la practica del diseno. Si la combination de resistencia y ductilidad 
proporcionada es insuficiente, la estructura puede danarse de tal modo que la reparation no 
resulte economica (vea la figura 7.2), o puede colapsar (vea la figura 7.3). 

La reduction de la resistencia admisible para una ductilidad permisible especificada 
varfa con T„. Como se muestra en la figura 7.7.1. la resistencia normalizada f tiende a 1 (y 
el factor de reduction de resistencia a la cedencia R y tiende a 1), lo que implica que no hay 
reduction en el extremo de periodos cortos del espectro; y a f y = I /// (es decir, R y = pi) 
en el extremo de periodos largos del espectro. En el medio, la f determinada para un linico 
movimiento del suelo varfa de forma irregular. Sin embargo, es posible desarrollar curvas 
suaves para fines de diseno (section 7.10). 

La resistencia normalizada para un factor de ductilidad especificado tambien depende 
del coeficiente de amortiguamiento f, pero esta dependencia no es fuerte. Por lo tanto, suele 
ignorarse en las aplicaciones de diseno. 


7.8 EFECTOS RELATIVOS DE LA CEDENCIA Y EL AMORTIGUAMIENTO 

La figura 7.8.1 muestra el espectro de respuesta para los sistemas elastico lineales con 
tres valores de amortiguamiento viscoso: £ = 2, 5 y 10%. Para los mismos tres valores de 
amortiguamiento se presentan los espectros de respuesta para los sistemas elastoplasticos 
con dos factores de ductilidad diferentes: « = 4 y u = 8. En esta section se identifican los 
efectos relativos de la cedencia y el amortiguamiento a partir de estos resultados. 

Los efectos del amortiguamiento viscoso y la cedencia son similares en un sentido 
pero diferentes en otro. Se asemejan en el sentido de que ambos mecanismos reducen la 
pseudo-aceleracion y, por lo tanto, el valor maximo de la fuerza lateral para la que debe di¬ 
senarse el sistema. Por otra parte, las eficacias relativas de la cedencia y el amortiguamiento 
son bastante diferentes en las distintas regiones espectrales: 

1. El amortiguamiento tiene una influencia insignificante sobre la respuesta de los 
sistemas con T n > 7) en la region del espectro sensible al desplazamiento, mientras que para 
tales sistemas los efectos de la cedencia sobre la fuerza de diseno son muy importantes, pero 
en la deformation maxima u m son insignificantes (figura 7.4.4). 

2 . El amortiguamiento tiene una influencia insignificante en la respuesta de los sis¬ 
temas con T n < T a en la region del espectro sensible a la aceleracion, mientras que para tales 
sistemas los efectos de la cedencia sobre la deformation maxima y la demanda de ductili¬ 
dad son muy importantes (figuras 7.4.4 y 7.4.5), pero en la fuerza de diseno son pequenos. 
En el lfmite cuando T n tiende a cero, la pseudo-aceleracion A o A y se aproximara al valor 
maximo de la aceleracion del terreno, lo que implica que este parametro de respuesta no se 
ve afectado por el amortiguamiento o la cedencia. 
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Figura 7.8.1 Espectros de respuesta para los sistemas elastoplasticos y movimiento del terreno 
de El Centro; { = 2.5 y 10% y /j = 1. 4 y 8. 


3. El amortiguamiento es mas efectivo en reducir la respuesta de los sistemas con 
T n en la region del espectro sensible a la velocidad, donde la cedencia es aim mas efectiva. 

Asf, en general, los efectos de la cedencia no pueden considerarse en terminos de una 
cantidad fija de amortiguamiento viscoso equivalente. Si esto fuera posible, la respuesta 
maxima de los sistemas inelasticos podrfa determinarse directamente a partir del espectro 
de respuesta para los sistemas elastico lineales, lo cual habrfa sido conveniente. 

La eficacia del amortiguamiento en reducir la respuesta es menor para los sistemas 
inelasticos y disminuye conforme aumenta la deformation inelastica (figura 7.8.1). Por 
ejemplo, promediado en la region espectral sensible a la velocidad, el porcentaje de re¬ 
duction de la respuesta resultante de incrementar el amortiguamiento de 2% a 10% para 
los sistemas con fi = 4 es de aproximadamente la mitad de la reduction para los sistemas 
elastico linelaes. Asf, los amortiguadores viscoelasticos anadidos que se mencionaron en la 
seccion 6.8 pueden ser menos beneficos para la reduction de la respuesta en los sistemas 
inelasticos que en los sistemas elasticos. 


7.9 ENERGIA DISIPADA 

La energfa de entrada aplicada a un sistema inelastico por un sismo se disipa tanto por el 
amortiguamiento viscoso como por la cedencia. Tales cantidades de energfa se definen y 
analizan en esta seccion. Los diferentes terminos de energfa pueden definirse al integrar la 
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ecuacion de movimiento de un sistema inelastico, ecuacion (7.3.1), de la manera siguiente: 

pU p li pli pll 

I mii(t) du + I cii(t) du + I fs(u) du = — I mu g (t) du (7.9.1) 
Jo Jo Jo Jo 

El lado derecho de esta ecuacion es la entrada de energfa a la estructura dado el inicio de la 
excitacion sfsmica: 


£/(/) = — f mu g (t) du (7.9.2) 

Jo 

Esto es claro si se observa que a medida que la estructura se mueve a traves de un incre- 
mento del desplazamiento du, la energfa suministrada a la estructura por la fuerza efectiva 
p e f(t) = - mu g (t ) es 

dEj = ~mu g (t) du 


El primer termino en el lado izquierdo de la ecuacion (7.9.1) es la energfa cinetica de la 
masa asociada a su movimiento en relation con el terreno: 


pU p U 

EkW = I mu(t) du = I mu{t) du = 
Jo Jo 


(7.9.3) 


El segundo termino en el lado izquierdo de la ecuacion (7.9.1) es la energfa disipada por el 
amortiguamiento viscoso, definida anteriormente en la seccion 3.8: 


pU pU 

Eo(t) = / f D (t)du = I cu(t) du 
Jo Jo 


(7.9.4) 


El tercer termino en el lado izquierdo de la ecuacion (7.9.1) es la suma de la energfa disipa¬ 
da por la cedencia y la energfa de deformacion recuperable del sistema: 

[fs(t )] 2 


E s (t) = 


2k 


(7.9.5) 


donde k es la rigidez inicial del sistema inelastico. Asf, la energfa disipada por la cedencia 


es 


f 


Ey{t) = / fs(u) du - Es(t) 


(7.9.6) 


Con base en estas cantidades de energfa, la ecuacion (7.9.1) es una descripcion del balance 
de energfa para el sistema: 

EM = E K (t) + EM + E s (t) + E Y {t) (7.9.7) 


Paralelas con el analisis de la respuesta sfsmica de un sistema, estas cantidades de 
energfa pueden calcularse de manera conveniente al reescribir las integrales con respecto 
al tiempo. Asf 


EM 

E r (t) 


i: 

K“ 


c[u(t)]~ dt 


fs(u) dt 


~ E s (t) 


(7.9.8) 


La energfa cinetica E K y la energfa de deformacion E s en cualquier momento t pueden 
calcularse de manera conveniente a partir de las ecuaciones (7.9.3) y (7.9.5), respectivamente. 
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El analisis de energfa anterior es para una estructura cuya masa esta sometida a una 
fuerza p cl (?) = —mu t , no para una estructura cuya base se excita mediante la aceleracion 
u g (t). Por lo tanto, el termino de la energfa de entrada en la ecuacion (7.9.1) representa la 
energfa suministrada por p C [{t), no por u g (t), y el termino de la energfa cinetica en la ecua¬ 
cion (7.9.1) representa la energfa del movimiento en relacion con la base en vez del movi- 
miento total. En vista de que el desplazamiento y la velocidad relativos causan las fuerzas 
en una estructura, una ecuacion de energfa expresada en terminos del movimiento relativo 
es mas significativa que otra expresada en terminos de la velocidad y el desplazamiento ab¬ 
solutes. Ademas, la energfa disipada en el amortiguamiento viscoso o la cedencia depende 
solo del movimiento relativo. 




(a) 


(b) 


Figura 7.9.1 Variation en el tiempo de la energfa disipada por el amortiguamiento viscoso y la 
cedencia, asf como por la energfa cinetica mas la energfa de deformation; (a) sistema lineal, T n = 
0.5 s, £ = 5%; (b) sistema elastoplastico, T n = 0.5 s, £ = 5%, f y = 0.25. 
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En la figura 7.9.1 se muestra la variation en el tiempo de estas cantidades de energfa 
para dos sistemas de 1GDL sometidos al movimiento del terreno de El Centro. Los resultados 
presentados son para un sistema elastico lineal con periodo natural T„ = 0.5 s y coeficiente 
de amortiguamiento f = 0.05, y para un sistema elastoplastico con las mismas propiedades 
en la zona de deformation elastica y la resistencia normalizada f y = 0.25. Recuerde que la 
respuesta de deformation para estos dos sistemas se presenta en la figura 7.4.3. 

Los resultados de la figura 7.9.1 muestran que, en algun momento, la estructura disipa 
toda la energfa que se le suministra mediante el amortiguamiento viscoso y la cedencia. 
Esto lo indica el hecho de que la energfa cinetica y la energfa de deformation recuperable 
disminuyen cerca del final de la vibration del terreno. El amortiguamiento viscoso disipa 
menos energfa del sistema inelastico, lo que implica velocidades mas pequenas en relation 
con el sistema elastico. La figura 7.9.1 tambien indica que la entrada de energfa a un sistema 
lineal y a un sistema inelastico, ambos con los mismos T n y f, no son iguales. Ademas, la 
energfa de entrada varfa con T„ para ambos sistemas. 

La energfa de cedencia que se muestra en la figura 7.9.1b indica una demanda im- 
puesta sobre la estructura. Si esta cantidad de energfa puede disiparse a traves de la ce¬ 
dencia de la estructura, esta debe disenarse solo para f y = 0.25 (es decir, un cuarto de la 
fuerza desarrollada en el sistema lineal correspondiente). Sin embargo, la cedencia repetida 
que disipa la energfa causa danos a la estructura y la deja en una condition de deformation 
permanente al final del sismo. 


7.10 DISPOSITIVOS COMPLEMENTARIOS PARA LA DISIPACION DE ENERGIA 

Si una parte de esta energfa pudiera disiparse a traves de dispositivos complementarios que, 
de ser necesario, pudieran sustituirse con facilidad despues de un sismo, el dano estructural 
podrfa reducirse. Estos dispositivos pueden servir para reducir los costos en el diseno de 
nuevas estructuras y para la protection sfsmica de las estructuras existentes. Los disposi¬ 
tivos disponibles pueden clasificarse en tres categorfas principales: los amortiguadores de 
fluido viscoso y viscoelasticos, los amortiguadores metalicos histereticos y los amortigua¬ 
dores de friction. A continuation se describe solo uno de los varios dispositivos disponibles 
en cada categorfa. 

7.10.1 Amortiguadores de fluido viscoso y viscoelasticos 

En el amortiguador viscoso que se usa con mas frecuencia para la protection sfsmica de 
estructuras, un fluido viscoso, por lo general un lfquido a base de silicona, es forzado a fluir 
a traves de pequenos orificios dentro de un recipiente cerrado (figura 7.10.1a). La energfa 
se disipa debido a la friction entre el fluido y las paredes del orificio. La relation fuerza- 
velocidad del amortiguador, que es una funcion de la relation de carga, puede ser lineal o 
no lineal. En la figura 7.10.1b se muestra una relation fuerza-desplazamiento determinada 
experimentalmente para un amortiguador que esta sometido a una fuerza sinusoidal. Un 
lazo de histeresis elfptico indica una relation lineal de fuerza-velocidad, como se demostro 
analfticamente en la section 3.10. Los amortiguadores de fluidos viscosos se instalan den¬ 
tro del esqueleto de un marco de un edificio, por lo regular alineado con los contravientos 
(figura 7.10.1c), o entre las torres (o pilas) y la cubierta de un puente. 
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(a) (b) 



Figura 7.10.1 (a) Amortiguador de fluido viscoso: dibujo esquematico; (b) relacion fuerza- 

desplazamiento y (c) contravientos con amortiguador de fluido viscoso. [Creditos: (a) Cameron 
Black; (b) Cameron Black; y (c) Taylor Devices Inc.]. 
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mortero de 




Figura 7.10.2 (a) Contraviento restringido contra el pandeo (CRP); dibujos esquematicos, 

(b) relation fuerza-desplazamiento y (c) conravientos con CRP. [Creditos: (a) Ian Aiken, (b) Ca¬ 
meron Black; y (c) Ian Aiken]. 
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710.2 Amortiguadores metalicos histereticos 

Los amortiguadores metalicos disipan energia a traves del comportamiento histeretico de los 
metales cuando se deforman en su intervalo inelastico. Existe una amplia variedad de dispo¬ 
sitivos que se han desarrollado y probado para disipar la energia en los modos de deformation 
en flexion, en cortante o en tension. Entre ellos, el contraviento restringido contra el pandeo 
(CRP) se ha usado mucho en edificios de Japon (donde se desarrollo en un principio) y 
Estados Unidos. Tales dispositivos constan de un nucleo de acero confinado en un tubo de 
acero lleno de mortero (figura 7.10.2a). El nucleo de acero soporta la cai'ga axial, mientras 
que el material de relleno proporciona soporte lateral al nucleo e impide su pandeo. Para 
desarrollar los lazos de histeresis estables (figura 7.10.2b), los CRPs suelen instalarse en 
configuraciones de refuerzo tipo Chevron (figura 7.10.2c). 

710.3 Amortiguadores de friccion 

Los investigadores han desarrollado y probado varios tipos de dispositivos disipadores de 
energia, que utilizan la friccion como medio de disipacion. Estos dispositivos aumentan la 
capacidad de la estructura para disipar energia, pero no cambian demasiado los periodos 
naturales de vibration (aproximadamente entre 10 y 20%). Uno de estos dispositivos es la 
conexion atornillada con ranuras (CAR). La figura 7.10.3 incluye un diagrama esquematico 
de una CAR, el lazo de histeresis casi rectangular resultante, la CAR conectada a la parte 
superior de los contravientos tipo Chevron y una estructura de ensaye con 12 CAR. 


Placa exterior Pemo A325 con un diametro de 3/4" 




- 2-10 1 
Desplazamiento u, pulg 


(a) 


(b) 


Figura 7.10.3a, b (a) Diagrama esquematico de una conexion atornillada con ranuras (CAR); 
(b) diagrama de fuerza-desplazamiento de una CAR. (Adaptada de C. E. Grigorian y E. R Popov, 
1994). 
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Figura 7.10.3c, d (c) CAR en la parte superior de un contraviento tipo chevron en la estructura 
de ensaye; (d) estructura de ensaye con 12 CRA sobre la mesa vibradora de la Universidad de Ca¬ 
lifornia en Berkeley. (Cortesia de KV Steinbrugge Collection, Earthquake Engineering Research 
Center de la Universidad de California en Berkeley). 
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7.11 ESPECTRO DE DISENO INELASTICO 

En esta seccion se presenta un procedimiento para construir el espectro de diseno de los 
sistemas elastoplasticos con factores de ductilidad especificados. Esto podria lograrse al 
construir el espectro de respuesta con ductilidad constante (seccion 7.5.3) para muchos po- 
sibles movimientos del terreno en el sitio y, con base en estos datos, establecer el espectro 
de diseno asociado a una probabilidad de excedencia. Un enfoque mas sencillo consiste en 
desarrollar un espectro de diseno a ductilidad constante a partir del espectro de diseno elas- 
tico (seccion 6.9), para despues multiplicarlo por la resistencia normalizada f y o dividirlo 
entre el factor de reduccion de resistencia a la cedencia R y . 

711.1 Ecuaciones R v -fi-T n 

En la figura 7.11.1 se muestra el factor de reduccion de resistencia a la cedencia R y para sis¬ 
temas elastoplasticos como una funcion de T n para valores seleccionados de u. Estos datos 
para el movimiento del terreno de El Centro, que son el recfproco de los valores/,, de la figu¬ 
ra 7.7.1, se muestran en la figura 7.11.1a y la mediana de 20 movimientos del terreno en la 
figura 7.11.1b. Como se senalo en la seccion 7.7, la reduccion en la resistencia a la cedencia 
permitida para un factor de ductilidad especificado varfa con T n . En el extremo de periodos 
cortos del espectro, R y tiende a 1, lo que implica que no hay reduccion. En el extremo de 
periodos largo del espectro, R y tiende a u. En el medio, R y varfa con T„ de manera irregular 
para un solo movimiento del terreno, pero su mediana para el conjunto de movimientos 
de suelo varfa de manera relativamente suave con T n , por lo general aumentando en gran 


Sensible a 


(a) 

Sensible a 


Regiones espectrales 
Sensible al Sensible a 


(b) 

Sensible a 


Sensible al 


la aceleracion la velocidad desplazamiento la aceleracion la velocidad desplazamiento 



0.02 0.1 


1 

Periodo T,„ s 


10 


0.02 



Periodo T,,, s 


Figura 7.11.1 Factor de reduccion de resistencia a la cedencia R y para sistemas elastoplasticos 
como una funcion de T„ para n =■* 1, 1.5, 2, 4 y 8; f = 5%: (a) movimiento del terreno de El Cen¬ 
tro; (b) conjunto LMSR de movimientos del terreno (se presentan los valores medianos). 
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Figura 7.11.2 


Valores de diseno del factor de reduccion de la resistencia a la cedencia. 


medida con T„ en la region espectral sensible a la aceleracion, y solo un poco en la region 
sensible a la velocidad y en la parte de T d a 7} de la region sensible al desplazamiento; en el 
intervalo de periodos mayores a 7}, R y disminuye a medida que T„ aumenta y se acerca a /; 
en periodos muy largos. 

Con base en resultados similares a los presentados en la figura 7.11.1b, varios inves- 
tigadores han propuesto ecuaciones para la variacion de R y con T n y u. Una de las primeras 
propuestas mas sencillas relaciona a R y con li en diferentes regiones espectrales de la ma- 
nera siguiente: 

[1 T n < T a 

R y = V2^T T b < T n < T d (7.11.1) 

l /x T n > T c 

donde los periodos T a , T b , ..., 7} que separan las regiones espectrales son los definidos en 
las figuras 6.9.2 y 6.9.3, y T d se aclarara mas adelante. En la figura 7.11.2a se grafica la 
ecuacion (7.11.1) para varios valores de u en un formato log-log, donde las lineas rectas 
inclinadas se incluyen para proporcionar transiciones entre los tres segmentos constantes. 

7.11.2 Construccion del espectro de diseno a una ductilidad constante 

Se supone que el espectro de diseno elastico a-b-c-d-e-f mostrado en la figura 7.11.3 se 
desarrollo mediante el procedimiento descrito en la seccion 6.9. Este espectro de diseno 
elastico se divide entre R y para un valor elegido del factor de ductilidad u (ecuacion 7.11.1 
y figura 7.11.2) a fin de construir el espectro de diseno inelastico a'-b'-c'-d'-e'-f mostrado 
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en la figura 7.11.3. Esta aplicacion incluye los siguientes pasos: 

1. Divida la ordenada constante A del segmento b-c entre R y = ,/2/r — I para localizar 
el segmento b'-c'. 

2. Divida la ordenada constante V del segmento c-d entre R y = li para localizar el seg¬ 
mento c'-d'. 

3. Divida la ordenada constante D del segmento d-e entre R y = u para localizar el seg¬ 
mento d'-e'. 

4. Divida la ordenada en/entre R y = u para localizar /'. Una los puntos/' y e'. Dibuje 
D y = «,,„/// para T n > 33 s. 

5. Establezca la ordenada a' del espectro inelastico en T n ~J3 s igual a la ordenada de un 
punto a del espectro elastico. Esto es equivalente a R y = 1. Una los puntos a' y b'. 

6. Dibuje A y = ii go para T n < / s. 

Los valores de periodo asociados con los puntos a', b', e' y f son fijos, como se mues- 
tra en la figura 7.11.3, en los mismos valores que los puntos correspondientes del espectro 
elastico. Para los movimientos del terreno en terreno firme, T a = / s, T h = gS, T,, = 10 s y 
T f = 33 s (figura 6.9.3). T r y T d dependen del amortiguamiento, puesto que se determinan 
mediante los factores de amplification a A , u v y a D , los cuales dependen del amortigua¬ 
miento (tabla 6.9.1). Los valores de periodo 7/ y 7/ dependen de los valores utilizados 
para reducir los segmentos b-c, c-d y d-e del espectro de diseno elastico porque el R y varfa 
con [i. De acuerdo con los valores seleccionados para R y de la ecuacion (7.11.1) para las 
tres regiones del espectro, respectivamente, T, r es igual a T d pero T ; - es diferente de T c . T rr 
es diferente de T d si R y no es igual para las regiones espectrales c-d y d-e. Observe que la 
portion c-d-e-f del espectro se ha reducido en un factor constante ji. 



Figura 7.11.3 Construccion del espectro de diseno inelastico. 
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Considere movimientos del terreno en terreno firme con la aceleracion maxima ii,,„ = lg, 
la velocidad maxima ii g0 = 48 pulg/s y el desplazamiento maximo u go = 36 pulg. Se desea 
el espectro del percentil 84.1 para los sistemas elastoplasticos con un coeficiente de amor- 
tiguamiento f = 5% para un factor de ductilidad de fi = 2. El espectro de diseno para los 
sistemas elasticos con £ = 5% y el movimiento del terreno seleccionado se presentan en la 
figura 6.9.4 y se reproduce en la figura 7.11.4. El espectro inelastico para /r = 2 se determina 
mediante los siguientes pasos (con referenda a las figuras 7.11.3 y 7.11.4.): 

1. La ordenada A = 2.1 lg de la rama de la constante A se divide entre R y = /2/r — I 
= 1.732 para /i = 2, a fin de obtener la ordenada A y = 1.56g para el segmento b'-c'. 

2. La ordenada V = 110.4 pulg/s de la rama de la constante V se divide entre R y = /i = 
2, a fin de obtener la ordenada V y = 55.2 pulg/s para el segmento c'-d'. 

3. La ordenada D = 72.4 pulg de la rama de la constante D se divide entre R y = /i = 2 
para obtener la ordenada D y = 36.2 para el segmento d'-e'. 

4. La ordenada D = 36 pulg del punto / se divide entre R = /x = 2 a fin de obtener la 
ordenada D y = 18 pulg para el punto/'; los puntos/' y e' se unen mediante una lrnea 
recta. Este valor D y tambien define el espectro para T n > 33 s. 



T, s 
n 

Figura 7.11.4 Espectro de diseno inelastico (percentil 84.1) para movimientos del terreno 
con U go = lg, u go = 48 pulg/s y u go = 36 pulg; = 1.5, 2,4, 6 y 8; £ = 5%. 
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5. El punto a ', al igual que el punto a, se une al punto /:/. 

6 . Se dibuja la line a A y = U go = lg para T n <33 s. 

El espectro de diseno inelastico resultante para /x = 2 se muestra en la figura 7.11.4, junto 
con los espectros de diseno para otros valores de /x = 1, 1.5, 4, 6 y 8 construidos mediante 
el mismo procedimiento. 

Cuando se conoce el espectro de diseno de pseudo-velocidad (V y ) (figura 7.11.4), el 
espectro de diseno de pseudo-aceleracion (A v ) se construye mediante la ecuacion (7.5.2) y 
el espectro resultante se puede graficar en dos formatos: escalas logarftmicas (figura 7.11.5) 
y escalas lineales (figura 7.11. 6 ). El espectro de diseno de deformacion, determinado a par- 
tir de los datos A y de la figura 7.11.5 y la ecuacion (7.6.3), se presenta en la figura 7.11.7. 
Tambien se muestra u m contra T„ para /x = 1, 1.5, 2, 4, 6 y 8 . La curva /x = 1 tambien 
proporciona la deformacion u a del sistema si este permaneciera elastico. Por lo tanto, la 
relacion de u m /u„ puede determinarse a partir de la figura 7.11.7; esta se grafica contra T n 
en la figura 7.11. 8 . En un amplio intervalo de periodos, T n > T c , la deformacion maxima de 
un sistema inelastico es independiente de /x e igual a la deformacion maxima del sistema 
elastico (o lineal correspondiente). Para un T n mas corto, T„< T c , la deformacion maxima 
de un sistema inelastico excede la de un sistema elastico; para una fi fija, la relacion u m / 
u„ aumenta a medida que disminuye T n , y para un T n fijo, la relacion u m /u 0 aumenta con /x. 



Figura 7.11.5 Espectro de diseno (de pseudo-aceleracion) inelastico (percentil 84.1) para mo- 
vimientos del terreno con ii go = lg, Ug Q — 48 pulg/s, y u go = 36 pulg; fi= 1.5, 2,4, 6 y 8; £ = 5%. 
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Figura 7.11.6 Espectro de diseiio (de pseudo-aceleracion) inelastico (percentil 84.1) para mo- 
vimientos de suelo con ii go = lg, u go = 48 pulg/s y u go = 36 pulg; u = 1.5, 2, 4. 6 y 8; f = 5%. 



0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 1 2 5 10 20 50 

T , s 

n 

Figura 7.11.7 Espectro de diseno (de deformacion) inelastico (percentil 84.1) para movimien- 
tos del terreno con U go = lg, u go = 48 pulg/s, y u go = 36 pulg; = 1.5, 2, 4, 6 y 8; £ = 5%. 
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Los investigadores han desarrollado resultados para los sistemas de 1GDL con diferen- 
tes relaciones inelasticas de fuerza-deformacion (vea la seccion 7.1.1), similares a los datos 
presentados en este capitulo para los sistemas elastoplasticos. En particular, han demostrado 
que el espectro de diseno para los sistemas elastoplasticos suele ser conservador y, por lo tan- 
to, puede usarse para los sistemas bilineales y para los sistemas con degradation de rigidez. 

7.11.3 Ecuaciones que relacionan a f y con f D y a u m con u D 

Si se usan las ecuaciones (7.2.2), (7.2.4) y (7.11.1), es posible desarrollar relaciones simples 
entre las deformaciones maximas u 0 y u m , y entre las resistencias a la cedencia rcqucridas /’, 
y f y para los sistemas elasticos y elastoplasticos; estas relaciones dependen de las regiones 
espectrales (figura 7.11.2): 


1. En la region de periodos T„ < T a , R y = 1, lo que implica que 

fy = fo = (7.11.2) 



0 0.5 1 1.5 2 

T , s 

n 


Figura 7.11.8 Relation u m /u 0 de las deformaciones maximas u m y u 0 del sistema elastoplastico 
y del sistema lineal correspondiente graficada contra T n \ fi = 1, 1.5, 2, 4, 6 y 8. 
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Asf, la resistencia requerida para el sistema elastoplastico es la misma para toda /x, 
igual a la resistencia minima necesaria para que el sistema permanezca elastico (figura 
7.11.5). La deformacion maxima del sistema elastoplastico es /x veces la del sistema elasti¬ 
co (figura 7.11.8). Si f y <f 0 (es decir, si se proporciona menos resistencia), la demanda de 
ductilidad seria grande (figura 7.4.5). 


2. Para la region de periodos T b < T n < T c <, R y = y/2ji ■ 

fo 


fy = 


Mm — 




1 , lo que implica que 

(7.11.3)f 


s/2 /x - 1 V2/r - 1 

Por lo tanto, la resistencia requerida para el sistema elastoplastico es la resistencia mi¬ 
nima necesaria para que el sistema permanezca elastico dividida entre /x — 1 = 1, 2.65 
y 3.87 para /x = 1, 4 y 8, respectivamente. La deformacion maxima del sistema elastoplas¬ 
tico es mayor que la del sistema elastico en un factor de ii/^/2/i — 1 = 1, 1.51 y 2.06 para 
/x = 1, 4 y 8, respectivamente. 


3. Para el intervalo de periodos T n > T c , R y = /x, lo que implica que 

fy=- u m =u 0 (7.11.4) 

Asi, la resistencia requerida para el sistema elastoplastico es la demanda de resisten¬ 
cia para el sistema elastico dividida entre /x (figura 7.11.6). Las deformaciones maximas de 
los dos sistemas son iguales (figura 7.11.8). 

Es posible desarrollar relaciones similares entre f y y f 0 , y entre u m y u„ a fin de pro- 
porcionar transiciones entre las relaciones deducidas con anterioridad para las tres regiones 
espectrales. 


7.12 APLICACIONES DEL ESPECTRO DE DISENO 

El espectro de diseno inelastico, desaiTollado en la seccion anterior, proporciona una base 
conveniente para abordar las preguntas que plantea el diseno de nuevas estructuras y la 
evaluation de la seguridad de las estructuras existentes. En esta seccion se analizan tres de 
estas aplicaciones. 

7.12.1 Diseno estructural para la ductilidad permisible 

Primero, considere un sistema de 1GDL que debe disenarse para una ductilidad permisi¬ 
ble /x, lo cual se ha decidido sobre la base de la deformacion permisible y la capacidad de 
ductilidad que pueden alcanzar los materiales y del detallado del diseno seleccionados. Se 
desea determinar la resistencia a la cedencia y la deformacion de diseno para el sistema. 
El valor de A y /g correspondiente a la /x permisible y a los valores conocidos de T n y f, se 
leen a partir del espectro de las figuras 7.11.5 o 7.11.6. La resistencia a la cedencia minima 
necesaria para limitar la demanda de ductilidad a la ductilidad permisible esta dada por la 
ecuacion (7.5.3), que se repite aquf por conveniencia: 


t Aunque no hay bases razonables para hacerlo, la ecuacion (7.11.3a) para T b < T„< T c . puede deducirse al 
igualar las areas bajo las relaciones de fuerza-deformacion para los sistemas elasticos y elastoplasticos (figura 7.1.4). 
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fy = —w (7.12.1) 

g 

La deformacion maxima esta dada por la ecuacion (7.6.3), que puede expresarse en 
terminos de A, el espectro de diseno de pseudo-aceleracion para sistemas elasticos. Con este 
proposito se utiliza la relacion 


*> = 


A 

A~y 


(7.12.2) 


que proviene de la sustitucion de las ecuaciones (7.5.4) y (7.12.1) en la ecuacion (7.2.2). A1 
unir las ecuaciones (7.6.3) y (7.12.2), resulta 


u m 




(7.12.3) 


La deformacion del sistema inelastico puede determinarse convenientemente mediante la 
ecuacion (7.6.3) usando el espectro de diseno inelastico, o por medio de la ecuacion (7.12.3) 
empleando el espectro de diseno elastico. La relacion R y -/j,-T„ necesaria en el ultimo caso 
esta disponible en la ecuacion (7.11.1) y en la figura 7.11.2. 


Ejemplo 7.1 

Considere un marco de un solo nivel con peso concentrado ujyun periodo natural de vibracion 
en el intervalo elastico lineal, T„ = 0.25 s. Determine la deformacion y la fuerza laterales (en 
terminos de w ) para las que debe disenarse el marco ( 1 ) si se requiere que el sistema perma- 
nezca elastico, (2) si el factor de ductilidad permisible es de 4, y (3) si el factor de ductilidad 
permisible es de 8 . Suponga que f = 5% y un comportamiento de fuerza-deformacion elasto- 
plastico. El sismo de diseno tiene una aceleracion maxima de 0.5g y su espectro de diseno 
elastico esta dado por la figura 6.9.5 multiplicada por 0.5. 


Solucion Paraun sistema con T n = 0.25 s, A = (2.71g)0.5 = 1.355g apartir de la figura 6.9.5 
y R y = a/ 2M — 1 de la ecuacion (7.11.1) o de la figura 7.11.2. Entonces, la ecuacion (7.12.2) 
da A y = 1.355g/^/2 /i — 1 y la ecuacion (7.12.1) conduce a 


fy = 


1.355k; 


V2/x- 1 

A1 sustituir los datos conocidos en la ecuacion (7.12.3) resulta 

2 




■s/2\i - 1 V 2jt 


0.25 , 

— 1.355g = 




V2p - 1 


0.828 


(a) 

(b) 


Observe que las ecuaciones (a) y (b) son equivalentes a la ecuacion (7.11.3). Si se sustituye 
iu = 1, 4 y 8 en las ecuaciones (a) y (b) se obtienen los siguientes resultados. 


M 

fy/w 

u m (pulg) 

1 

1.355 

0.828 

4 

0.512 

1.252 

8 

0.350 

1.710 
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7.12.2 Evaluation de una estructura existente 

Considere el problema de estimar la deformacion de una estructura existente en la cual 
debe evaluarse su desempeno. Para ilustrar la aplicacion del espectro de diseno elastico en 
la solucion de este problema, se considera la estructura mas sencilla posible, un sistema de 
1GDL. La masa m, la rigidez inicial k en pequenos desplazamientos y la resistencia a la ce- 
dencia f y de la estructura se determinan a partir de sus caracterfsticas: dimensiones, tamano 
de los elementos y el detallado de diseno (refuerzos en estructuras de concreto reforzado, 
conexiones de las estructuras de acero, etcetera). El periodo de pequenas oscilaciones T n se 
calcula a partir de k y in conocidas, y el coeficiente de amortiguamiento f se estima por el 
metodo presentado en el capitulo 11. 

Para un sistema con T„ y f conocidos, A se lee a partir del espectro de diseno elastico. 
Con base en el valor conocido de/), A y se obtiene al invertir la ecuacion (7.12.1): 



(7.12.4) 


Con A y A y conocidas, R y se calcula a partir de la ecuacion (7.12.2). De acuerdo con 
estas R y y T„ determinadas anteriormente, /i se calcula a partir de la ecuacion (7.11.2) o de 
la figura 7.11.2. Al sustituir A, T n , R y y n en la ecuacion (7.12.3), se obtiene una estimacion 
de la deformacion maxima u m . 

Ejemplo 7.2 

Considere un marco de un solo nivel con un peso concentrado w, T n = 0.25 s y f y = 0.512 w. 
Suponga que £ = 5% y que el comportamiento de fuerza-deformacion es elastoplastico. Deter¬ 
mine la deformacion lateral para el sismo de diseno definido en el ejemplo 7.1. 

Solucion Para un sistema con T n = 0.25 s, A — (2.71g)0.5 = 1.355g con base en la figura 
6.9.5. La ecuacion (7.12.4) da 


Ay fy 0.512W 


= 0.512 


gw w 


w 


y la ecuacion (7.12.2) conduce a 



Si se conoce a R y , /jl puede calcularse a partir de la ecuacion (7.11.1) para T n = 0.25 s: 



1 + (2.646) 2 
2 


El u m deseado se calcula sustituyendo estos valores de p y R y en la ecuacion (7.12.3): 
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712.3 Diseno de estructuras basado en el desplazamiento 

El espectro de diseno inelastico tambien es util para el diseno directo de estructuras basado 
en el desplazamiento. El objetivo es determinar la rigidez inicial y la resistencia a la ceden- 
cia de la estructura necesarias para limitar la deformacion a un valor aceptable. Es posible 
implementar un procedimiento de diseno, aplicado a un sistema elastoplastico de 1GDL 
(figura 7.12.1), como una secuencia de los pasos siguientes: 

1. Estime la deformacion de cedencia u y para el sistema. 

2. Determine la rotacion plastica 9 p aceptable de la articulacion en la base. 

3. Determine el desplazamiento de diseno u m a partir de 

u m = u y + hOp (7.12.5) 

y el factor de ductilidad de diseno con base en la ecuacion (7.2.3). 

4. Introduzca el espectro de diseno de deformacion (figura 7.11.7) con u m y /i conocidas 
para leer T n . Determine la rigidez elastica inicial 

k = (y~) m (7.12.6) 

5. Determine la resistencia a la cedencia requerida 

f y = ku y (7.12.7) 

6 . Seleccione el tamano de los elementos y el detallado (refuerzos en las estructuras de 
concreto reforzado, conexiones en las estructuras de acero, etcetera) para proporcio- 
nar la resistencia determinada a partir de la ecuacion (7.12.7). Para el diseno resultan- 
te de la estructura, calcule su rigidez elastica inicial k y la deformacion de cedencia 

Uy fy/k. 

7. Repita los pasos del 2 al 6 hasta encontrar una solucion satisfactoria. 


My 

1 



7Z7/. Figura 7.12.1 Sistema de 1GDL idealizado. 

Ejemplo 7.3 

Considere un viaducto largo de concreto reforzado que es parte de una autopista. El peso total 
de la superestmctura, 13 kips/pie, se sostiene sobre apoyos identicos de 30 pies de altura, espa- 
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ciados de manera uniforme a 130 pies. Cada apoyo consiste en una sola columna circular de 60 
pulg de diametro (figura E7.3a). Utilice el procedimiento de diseno basado en desplazamientos 
para disenar el reforzamiento longitudinal de la columna para el sismo de diseno definido en 
el ejemplo 7.1. 

Solucion Para el movimiento del terreno transversal, el viaducto puede idealizarse como un 
sistema de 1GDL (figura E7.3b); su rigidez lateral se calcula a partir de 


donde E es el modulo de elasticidad del concreto, I es el segundo momenta de area efecti- 
vo de la seccion transversal de concreto reforzado, y h es la longitud de la columna. Segun 
las disposiciones de diseno ACI 318-95 del American Concrete Institute, la El efectiva para las 
columnas circulares sometidas a una fuerza lateral esta dada por 



(b) 


donde I g es el segundo momento de area de la seccion transversal bruta, E c y E s son los modulos 
de elasticidad del concreto y el acero de refuerzo, respectivamente; p t es la cuantla de refuerzo 
longitudinal y y es la relacion de las distancias desde el centra de la columna hasta el centra de 
las barras de refuerzo exteriores y el borde de la columna. 

Se seleccionan las siguientes propiedades del sistema: resistencia del concreto = 4 ksi, 
resistencia del acero = 60 ksi y y = 0.9. La masa del sistema de 1GDL idealizado es la masa 
tributaria para un apoyo (es decir, la masa con longitud de 130 pies de la superestructura): 


w toyu 2 / 

- = -^7" = 4 -378 kip-s /pulg 
g 386 


El procedimiento paso a paso que se describio con anterioridad en esta seccion, ahora se 
implementa de la manera siguiente: 

1. Una estimacion inicial de u y = 1.80 pulg. 

2. La rotacion plastica aceptable en la base de la columna es 6 P = 0.02 rad. 

3. El desplazamiento de diseno dado por la ecuacion (7.12.5) es 

u m = u y + h0 p = 1.80 + 360 x 0.02 = 9.00 pulg 

y el factor de ductilidad de diseno es 


u,„ 9.00 



4. El espectro de diseno de deformacion para los sistemas inelasticos (figura 7.11.7) se 
muestra en la figura E7.3c para /z = 5. En correspondencia con u m — 9.00 pulg, este 
espectro da T n = 1.024 s y k se calcula mediante la ecuacion (7.12.6): 



5. La resistencia a la cedencia esta dada por la ecuacion (7.12.7): 


f y = ku y = 164.9 x 1.80 = 296.9 kips 
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w = 1690 kips 


_3 El 



T , s 

n 

(C) 


Figura E7.3 


6. Si se usa la ACI 318-95, entonces la columna circular se diseria para la fuerza axial de- 
bida a la carga muerta de 1690 kips por la superestructura mas 127 kips del peso propio 
de la columna y el momento Hector debido a la fuerza lateral = f y : M = hf y = 106,884 
kip-pulg. Para el diseno de columna resultante, p, = 3.6%, la resistencia a la flexion = 
120,528 kip-pulg y la fuerza lateral = 334.8 kips. Para p, = 3.6%, la ecuacion (b) da El 
= 1.57 X 10 9 kip-pulg 2 ; utilizando este valor de El, la ecuacion (a) da k — 101.1 kips/ 
pulg. La deformacion de cedencia es u y = f y /k = 334.8/101.1 = 3.31 pulg. 

7. Como la deformacion de cedencia calculada en el paso 6 difiere en gran medida de la 
estimacion inicial de u y = 1.80 pulg, es necesaria la iteracion. Los resultados de tales 
iteraciones se resumen en la tabla E7.3. 
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TABLA E7.3 PROCEDIMIENTO ITERATIVO PARA EL DISENO DIRECTO BASADO 
EN EL DESPLAZAMIENTO 


Iteracion 

Uy U m 

(pulg) (pulg) 

P 

T n 

(s) 

k 

(kips/pulg) 

fy 

(kips) 

Pt 

(%) 

f y de diseno k de diseno 
(kips) (kips/pulg) 

Uy 

(pulg) 

1 

1.80 

9.00 

5.00 

1.024 

164.9 

269.9 

3.60 

334.8 

101.1 

3.31 

2 

3.31 

10.5 

3.17 

1.196 

120.9 

400.5 

5.50 

442.8 

138.8 

3.19 

3 

3.19 

10.4 

3.26 

1.182 

123.8 

394.8 

5.40 

435.0 

136.8 

3.18 

4 

3.18 

10.4 

3.26 

1.181 

124.0 

394.3 

5.40 

435.0 

136.8 

3.18 


El procedimiento converge despues de cuatro iteraciones, dando un diseno de columna 
con p, = 5.4%. Esta columna tiene una rigidez inicial k = 136.8 kips/pulg y una resistencia a 
la cedencia lateral f y = 435.0 kips. 


7.13 COMPARACION DE LOS ESPECTROS DE RESPUESTA Y DE DISENO 

En esta seccion, el espectro de diseno presentado en la seccion 7.11 se compara con el 
espectro de respuesta para los sistemas elastoplasticos. Tal comparacion para los sistemas 
elasticos se presentaen la seccion 6.10, y los datos presentados enlas figuras 6.10.1 y 6.10.2 
se reproducen en las figuras 7.13.1 y 7.13.2. Ahora tambien se incluyen (1) el espectro de 



Figura 7.13.1 Comparacion del espectro de diseno estandar (ti go = 0.319g) con el espectro de 
respuesta para el movimiento del terreno de El Centro; ju = 1 y 8; £ = 5%. 
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Figura 7.13.2 Comparacion del espectro de diseno ( u go = 0.319g, u go = 13.04 pulg/s, u go = 
8.40 pulg) con el espectro de respuesta para el movimiento del terreno de El Centro; fi = 1 y 8; 
f = 5%. 


diseno inelastico para n = 8 determinado a partir del espectro de diseno elastico, usando el 
procedimiento descrito en la section 7.11 y (2) el espectro real del movimiento del terreno 
de El Centro para /x = 8, que se reproduce en la figura 7.5.3. 

Observe que las diferencias entre los espectros de diseno y de respuesta para los sis- 
temas elastoplasticos son mayores que las existentes entre los dos espectros de los sistemas 
elasticos. En el ultimo caso, las razones detras de estas diferencias se analizaron en la sec¬ 
cion 6.10. En los dos espectros de los sistemas elastoplasticos surgen discrepancias adicio¬ 
nales debido a que la variation irregular de f y con T n (figura 7.7.1) se aproximo mediante 
funciones simples (figura 7.11.1). Los errores introducidos por esta simplification son los 
responsables de las discrepancias adicionales en las regiones del espectro sensibles a la 
velocidad y al desplazamiento. 
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PROBLEMAS 


7.1 La relacion fuerza-deformacion lateral del sistema del ejemplo 6.3 se idealiza como elasto- 
plastica perfecta. En el intervalo de vibracion elastico lineal este sistema de 1GDL tiene las 
siguientes propiedades: rigidez lateral k = 2.112 kips/pulg y f = 2%. La resistencia a la ce- 
dencia/ y = 5.55 kips y el peso integrado w — 5200 lb. 

(a) Determine el periodo natural y el coehciente de amortiguamiento de este sistema a ampli¬ 
tudes menores que u y . 

(b) ^Estas propiedades pueden definirse para movimientos con mayores amplitudes? Explique 
su respuesta. 

(c) Determine el periodo natural y el coehciente de amortiguamiento del sistema lineal corres- 
pondiente. 

(d) Determine / y R y para este sistema sometido al movimiento del terreno de El Centro 
amplihcado por un factor de 3. 

7.2 Utilice el metodo de la diferencia central para determinar la respuesta de deformacion n(f) con 0 < 
t < 10 s, de un sistema elastoplastico de 1GDL no amortiguado con T n = 0.5 s y / = 0.125 para 
el movimiento del terreno de El Centro. Reproduzca la hgura 7.4.2 que muestra la relacion fuerza- 
deformacion en el inciso (d) para toda la duracion. 


*Indica que la solucion del problema requiere una computadora. 
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*7.3 Para un sistema con T n = 0.5 s, £ = 5% y el movimiento del terreno de El Centro, verifique 
la siguiente afirmacion: “la duplicacion de la aceleracion del terreno ii g (t) produce la misma 
respuesta n(t) que la reduction a la mitad de la resistencia a la cedencia”. Utilice las respuestas 
de deformacion-tiempo disponibles en la figura 7.4.3a-c y genere resultados similares para un 
sistema y una excitation adicionales, segun sea necesario. 

*7.4 Para un sistema con T„ = 0.5 s, f = 5% y el movimiento del terreno de El Centro, demuestre 
que si f y = 0.25, el factor de ductilidad /r no se ve afectado por un escalamiento del movi¬ 
miento del terreno. 

7.5 A partir de los resultados de respuesta presentados en la figura 7.4.3, calcule las demandas de 
ductilidad para f y = 0.5, 0.25 y 0.125. 

7.6 Para el sismo de diseno de un sitio, los valores maximos de aceleracion, velocidad y desplaza- 
miento del terreno se estiman como: ii go = 0.5g, u go = 24 pulg/s y u go =18 pulg. Construya el 
espectro de diseno del percentil 84.1 para los sistemas con un coeficiente de amortiguamiento 
de 2% y una ductilidad permisible de 3. Gralique al mismo tiempo los espectros elastico e 
inelastico usando (a) papel tetralogantmico, (b) papel log-log que muestre la pseudo-acele- 
racion en funcion del periodo de vibracion natural, T n y (c) papel lineal-lineal que muestre la 
pseudo-aceleracion en funcion de T n entre 0 y 5 s. Determine las ecuaciones A(7’„) para cada 
rama del espectro inelastico y los valores de periodo en las intersecciones de las ramas. 

7.7 Considere una torre vertical en voladizo que soporta un peso concentrado w en su parte supe¬ 
rior; suponga que la masa de la torre es insignificante, que f = 5% y que la relation fuerza- 
deformacion es elastoplastica. El sismo de diseno tiene una aceleracion maxima de 0.5g y el 
espectro de diseno elastico esta dado mediante la figura 6.9.5 multiplicada por 0.5. Para tres 
valores diferentes del periodo natural de vibracion en el intervalo elastico lineal, T n = 0.02, 
0.2 y 2 s, determine la deformacion y la fuerza laterales (en terminos de w) para las cuales 
debe disenarse la torre (i) si se requiere que el sistema permanezca elastico y (ii) si el factor de 
ductilidad permisible es de 2, 4 u 8. Comente de que manera se ven afectadas la deformacion 
y la fuerza de diseno por la cedencia estructural. 

7.8 Considere una torre vertical en voladizo con un peso concentrado w, T n = 2 s y f y = 0.112u\ 
Suponga que f = 5% y que la fuerza-deformacion se comporta de modo elastoplastico. Deter¬ 
mine la deformacion lateral para el espectro de diseno elastico de la figura 6.9.5, escalado hasta 
una aceleracion maxima del terreno de 0.5g. 

7.9 Resuelva el ejemplo 7.3 para una estructura identica, excepto por un cambio: los apoyos tienen 
13 pies de altura. 


*Indica que la solucion del problema requiere de una computadora. 




Sistemas generalizados 
de un solo grado de libertad 


AVANCE 

Hasta ahora en este libro se han considerado los sistemas de un solo grado de libertad que 
involucran masa concentrada en un solo punto (figuras 1.2.1 y 1.6.1) o la conversion de 
una masa rfgida distribuida (figura 1.1.3a), que es exactamente equivalente a una masa 
concentrada en un solo punto. Una vez que se determina la rigidez del sistema, la ecuacion 
de movimiento se formula con facilidad y los procedimientos para resolverla son los que se 
incluyen en los capitulos 2 a 7. 

En este capftulo se desarrolla el analisis de sistemas mas complejos que se tratan 
como sistemas de 1GDL y que se denominan sistemas generalizados de 1GDL. El analisis 
proporciona resultados exactos para ensambles de cuerpos rfgidos apoyados de tal modo 
que pueden sufrir una deflexion de una sola forma, pero solo da resultados aproximados 
para los sistemas con masa y flexibilidad distribuida. En este ultimo caso, la frecuencia 
natural aproximada es dependiente de la deflexion supuesta. La misma frecuencia tambien 
puede estimarse por el metodo clasico de Rayleigh, a partir del principio de conservation 
de la energfa; asimismo, este metodo proporciona information sobre el error cometido en la 
estimation de la frecuencia natural. 


8.1 SISTEMAS GENERALIZADOS DE 1GDL 

Por ejemplo, considere el sistema de la figura 8.1.1a que consiste en una barra rfgida, sin 
masa y soportada mediante una articulation en el extremo izquierdo; la barra tiene dos ma- 
sas concentradas, un resorte y un amortiguador unidos a ella; ademas, esta sometida a una 
fuerza externa variable en el tiempo pit). En vista de que la barra es rfgida, sus deflexiones 
pueden considerarse mediante un solo desplazamiento generalizado z.(t) a traves de una 
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Figura 8.1.1 Sistemas generalizados de 1GDL. 


funcion de forma fix), de la manera mostrada, y puede expresarse como 

u(x, t) = f(x)z(t) (8.1.1) 

Se tiene cierta libertad al elegir las coordenadas de desplazamiento y, de manera muy arbi- 
traria, se opto por elegir la rotacion z de la barra. Para este sistema, fix) = x se conoce con 
exactitud a partir de la configuracion del sistema y de como esta limitado por un soporte 
articulado. Este es un sistema de 1GDL, pero es diffcil reemplazar las dos masas por una 
masa equivalente agrupada en un solo punto. 

A continuacion considere, por ejemplo, el sistema de la figura 8.1.1b que consiste en 
una viga en voladizo con masa distribuida. Este sistema puede sufrir una deflexion en una 
infinita variedad de formas y, para su analisis exacto, debe tratarse como un sistema con 
grados infinitos de libertad. Tal analisis exacto, desarrollado en el capftulo 16, muestra que 
el sistema, a diferencia de un sistema de 1GDL, posee un numero infinito de frecuencias 
de vibracion naturales, cada una asociada con un modo natural de vibracion. Sin embargo, 
es posible obtener resultados aproximados que son precisos en un grado util para la mas 
baja de las frecuencias naturales (tambien conocida como fundamental)', esto se logra al 
restringir las deflexiones de la viga a una sola funcion de forma fix) que se aproxima al 
modo de vibracion fundamental. Las deflexiones de la viga estan dadas por la ecuaciones 
(8.1.1), donde la coordenada generalizada zit) es la deflexion de la viga en voladizo en una 
ubicacion seleccionada (por ejemplo, el extremo libre) como se muestra en la figura 8.1.1b. 

Los dos sistemas de la figura 8.1.1 se llaman sistemas generalizados de 1GDL por- 
que, en cada caso, los desplazamientos en todas las ubicaciones se definen en terminos de 
la coordenada generalizada z(t) a traves de la funcion de forma fix). Se demostrara que la 
ecuacion de movimiento de un sistema generalizado de 1GDL tiene la forma 

m'z + cz + kz = pit) (8.1.2) 

donde m, c,k y p(t) se definen como la masa, el amortiguamiento, la rigidez y la fuerza ex- 
citadora generalizados del sistema; estas propiedades estan asociadas con el desplazamiento 
generalizado zit) que se selecciono. La ecuacion (8.1.2) tiene la misma forma que la ecuacion 
estandar formulada en el capftulo 1 para un sistema de 1GDL con una sola masa concentrada. 
Asf, los procedimientos de analisis y los resultados de respuesta presentados en los capftulos 
2 al 7 pueden adaptarse con facilidad para determinar la respuesta zit) de los sistemas ge¬ 
neralizados de 1GDL. Con z(t) conocida, los desplazamientos en todos las ubicaciones del 
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sistema se establecen a partir de la ecuacion (8.1.1). Este procedimiento de analisis conduce 
a resultados exactos para el sistema de la figura 8.1.1a, porque la funcion de forma fix) se 
pudo determinar con exactitud; por otra parte, proporciona solo resultados aproximados para 
el sistema de la figura 8.1.1b porque estos se basan en una funcion de forma supuesta. 

El paso clave en el nuevo analisis descrito anteriormente es la evaluacion de las pro- 
piedades generalizadas fh , 5, k y p(t) para un sistema dado. Se han desarrollado proce- 
dimientos a fin de determinar estas propiedades para (1) los ensambles de cuerpos rfgidos 
que permitan la evaluacion exacta de la forma modificada (seccion 8.2) y (2) los sistemas de 
varios grados de libertad con masa distribuida o varias masas concentradas, que requieren 
una funcion de forma supuesta para satisfacer las condiciones de frontera del desplazamien- 
to (secciones 8.3 y 8.4). 


8.2 ENSAMBLES DE CUERPOS RIGIDOS 

En esta seccion se formula la ecuacion de movimiento para un ensamble de cueipos rfgidos con 
masa distribuida, soportado por resortes y amortiguadores puntuales, y sometido a diferentes 
fuerzas valuables en el tiempo. En la formulacion de la ecuacion de movimiento para tales 
sistemas generalizados de 1GDL la aplicacion de la Segunda ley del movimiento de Newton 
puede ser complicada, por lo que es mas facil utilizar el principio de D’Alembert e incluir las 
fuerzas de inercia en el diagrama de cuerpo libre. Las fuerzas de inercia distribuidas para un 
cuerpo rfgido con masa distribuida pueden expresarse en terminos de las fuerzas de inercia re- 
sultantes en el centra de gravedad, utilizando la masa total y el momento de inercia del cuerpo. 
En el apendice 8 se presentan estas propiedades para las placas rfgidas de tres configuraciones. 

Ejemplo 8.1 

El sistema que se muestra en la figura E8.1a consiste en una barra rfgida soportada mediante 
un punto de apoyo en O, con un resorte y un amortiguador conectados y sometida a la fuerza 
p(t). La masa m x de la parte OB de la barra se distribuye de manera uniforme a lo largo de su 
longitud. Las porciones OA y BC de la barra no tienen masa, pero en el punto medio de BC se 
anade una placa circular uniforme de masa m 2 . Seleccione una rotacion en sentido antihora- 
rio alrededor del punto de apoyo como el desplazamiento generalizado y tome en cuenta los 
desplazamientos pequenos para formular la ecuacion de movimiento del sistema generalizado 
de 1GDL, determine la frecuencia natural de vibracion y la fraccion de amortiguamiento, y 
evalue la respuesta dinamica del sistema sin amortiguamiento sometido a una fuerza p a aplica- 
da subitamente. ( ;,C6mo cambiarla la ecuacion de movimiento con una fuerza axial en la barra 
horizontal?, ( ;,cual es la carga de pandeo? 

Solucion 

1. Determine la funcion de forma. La barra en forma de L gira alrededor del punto de 
apoyo en O. Si se suponen deflexiones pequenas, la forma modificada es como se muestra en 
la figura E8.1b. 

2. Dibuje el diagrama de cuerpo libre y escriba la ecuacion de equilibria. En la figura 
E8.1c se muestran las fuerzas en el resorte y el amortiguador asociadas con los desplazamien¬ 
tos de la figura E8.1b, junto con las fuerzas de inercia. Si se iguala a cero la suma de los mo- 
mentos de todas las fuerzas alrededor de O, resulta 

.. ( L ..\ L .. .. ( L .\ L ( L A L ( 3L \ 3L L 

hd+[m\-0 \ -+l 26 + (m 2 L9)L + lm 2 -ej ^ + ( c -$ j f + ( k ^~ 9 ) - P(‘)j 
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Si se sustituye = m,L 2 /12 y I 2 = m 2 (L/ 8)“/2 = m 2 Lr /128 (vea el apendice 8), resulta 


miL 2 137 . . cL 2 x 9kL 2 


3 128 

La ecuacion de movimiento es 


+ - miL 1 6 +- 6 +- 0 — p(t) — 

1 4 16 F 2 


(a) 


m6 + £0 + k6 = p(t) 


(b) 


donde 


m i 137 


cL- 


m = I — + - mi )L" c = - k = 

1 3 128 ' ' 


9kL 2 

~J6~ 


p(t) = p(t)~ (c) 


3. Determine la frecuencia natural y la fraccion de amortiguamiento. 



(d) 


4. Resuelva la ecuacion de movimiento. 


P(t) 


p(t)L 



2 
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Si se adapta la ecuacion (4.3.2), la solucion de la ecuacion (b) con c = 0 es 

9(t) = 4r(l - cos co n t) = ^-(1 - cos (e) 

k 9kL 

5. Determine los desplazamientos. 

u(x,t)—x6(t) u(x ', f) = x'9(t) (f) 

donde 6{t) esta dado por la ecuacion (e). 

6. Incluya lafuerza axial. En la posicion desplazada de la barra, la fuerza axial Q intro¬ 
duce un momenta en sentido antihorario = QL9. Asf, la ecuacion (b) se convierte en 

m9 + £9 + (k — QL)9 = p(t) (g) 

Una fuerza axial de compresion disminuye la rigidez del sistema y, por lo tanto, su frecuencia 
de vibracion natural. Dichas cantidades se convierten en cero si la fuerza axial es 


Gcr = 


k 

L 


9k L 

lei” 


Esta es la carga axial critica o de pandeo para el sistema. 


8.3 SISTEMAS CON MASAY ELASTICIDAD DISTRIBUIDAS 


Como una ilustracion de la aproximacion de un sistema que tiene un numero infinito de 
grados de libertad mediante un sistema generalizado de 1GDL, considere la torre en vola- 
dizo mostrada en la figura 8.3.1. Esta torre tiene una masa m(x) por unidad de longitud y 
una rigidez a la flexion EI(x)\ la excitacion es el movimiento sfsmico del terreno u g {t). En 
esta seccion, primero se formula la ecuacion de movimiento para el sistema sin amortigua- 
miento; por lo general, el amortiguamiento se expresa mediante una fraccion de amortigua- 
miento estimada con base en datos experimentales de estructuras similares (capitulo 11). 
Despues, se resuelve la ecuacion de movimiento para establecer los desplazamientos y se 
desarrolla un procedimiento con el fin de determinar las fuerzas internas en la torre. Por 
ultimo, este procedimiento se aplica a la evaluacion de la respuesta maxima del sistema a 
un movimiento sfsmico del terreno. 




Figura 8.3.1 (a) Deflexiones y desplazamientos virtuales de la torre; (b) fuerzas de 

inercia; (c) fuerzas estaticas equivalentes. 
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8.3.1 Funcion de forma supuesta 


Se supone que el desplazamiento relativo al terreno puede expresarse mediante la ecuacion 
(8.1.1). El desplazamiento total de la torre es 

u r (x, t) = u(x, t) + u g (t) (8.3.1) 


La funcion de forma fix) en la ecuacion (8.1.1) debe satisfacer las condiciones 
de frontera del desplazamiento (figura 8.3.1a). Para esta torre, estas condiciones en 
su base son f(0) = 0 y f'(0) = 0. Dentro de estas restricciones podrfa elegirse una 
variedad de funciones de forma. Una posibilidad consiste en determinar la funcion de for¬ 
ma como las deflexiones de la torre debidas a algunas fuerzas estaticas. Por ejemplo, las 
deflexiones de una torre uniforme con rigidez a la flexion El, debidas a una fuerza unitaria 
lateral en la parte superior, son u(x) = (3 Lx 1 - x 3 )/6EI. Si se selecciona la coordenada gene- 
ralizada como la deflexion de algun punto de referencia conveniente, por ejemplo, la parte 
superior de la torre, entonces z = u(L) = L 3 /3EI, y 


u(x) = f(x)z 


fix) 


3 x 2 _ 1 x 3 

2 lJ 2 L 3 


(8.3.2a) 


Esta fix) satisface automaticamente las condiciones de frontera del desplazamiento en x = 
0, puesto que se determina a partir del analisis estatico del sistema. La fix) de la ecuacion 
(8.3.2a) tambien puede utilizarse como la funcion de forma para una torre no uniforme, a 
pesar de que se determino para una torre uniforme. No es necesario seleccionar la funcion 
de forma con base en las deflexiones debidas a fuerzas estaticas, y esta puede suponerse de 
manera directa; dos posibilidades son 

fix) = ^ y f{x) = 1 - cos ^ (8.3.2b) 

Las tres funciones de forma anteriores tienen f{L) = 1, aunque esto no es necesario. La 
precision de la formulacion del sistema generalizado de 1GDL depende de la funcion de 
forma fix) supuesta, en la que la estructura esta restringida a vibrar. Este tema se analizara 
mas adelante junto con la manera de seleccionar la funcion de forma. 


8.3.2 Ecuacion de movimiento 

Ahora se precede a formular la ecuacion de movimiento de la torre. En cada instante de 
tiempo el sistema esta en equilibrio bajo la accion de los momentos flexionantes inter- 
nos de resistencia y las fuerzas de inercia ficticias (figura 8.3.1b), que por el principio de 
D’Alembert son 

fi{x,t) = — mix)ii‘ix, t) 

Si se sustituye la ecuacion (8.3.1) para u‘ resulta 

fiix, t) = —m{x)[u{x, t ) + u s (t)] (8.3.3) 

La ecuacion de equilibrio dinamico de este sistema generalizado de 1GDL puede formular- 
se de manera conveniente solo por medio de principios del trabajo o la energia. Se prefiere 
usar el principio de los desplazamientos virtuales. Este principio establece que si el sistema 
en equilibrio se somete a los desplazamientos virtuales 8u(x), el trabajo virtual externo SW E 
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SWj = SW E 


(8.3.4) 


El trabajo virtual externo se debe a las fuerzas f){x, t) que actiian a traves de los desplaza- 
mientos virtuales 8u(x): 


8We = [ fi(x, t)8u(x) dx 
Jo 

que despues de sustituir la ecuacion (8.3.3) se convierte en 


8We = ~ I m(x)u(x, t)8u(x) dx — u„{t) I m(x)8u(x) dx 


l 


/ 


(8.3.5) 


El trabajo virtual interno se debe a los momentos flexionantes M(x, t) que actuan a traves 
de la curvatura 8k(x) asociada con los desplazamientos virtuales: 

SWj = f M(x, t)8ic(x) dx 
Jo 

Sustituyendo 

A4(x, t) = E1 (x)u"{x , t) 8k{x) = 8[u"(x)] 
donde u” = d 2 u/dx 2 da 


f 


8W!= EI(x)u (x, t)8[u (x)] dx 


(8.3.6) 


El trabajo virtual interno y externo se expresa enseguida en terminos de la coordenada 
z generalizada y la funcion de forma i J/(x). Con este proposito, de la ecuacion (8.1.1) se 
obtiene 


u"(x, t ) = i //"(x)z(t) ii(x, t) = i //(x)'z(t) 


(8.3.7) 


El desplazamiento virtual se selecciona en concordancia con la funcion de forma supuesta 
(figura 8.3.1a), de donde se obtiene la ecuacion (8.3.8a), y la curvatura virtual se define 
mediante la ecuacion (8.3.8b): 

8u(x) = i J/(x)8z 8[u"(x )] = i/f"(x)<5z (8.3.8) 

Si se sustituyen las ecuaciones (8.3.7b) y (8.3.8a) en la ecuacion (8.3.5), resulta 


1 f 


SWe = Sz z / m(x)[ijf(x)\ 2 dx + 


u g (0 [ 

Jo 


m(x)\fr(x) dx 


Al sustituir las ecuaciones (8.3.7a) y (8.3.8b) en la ecuacion (8.3.6), se obtiene 


8W r = 8z 


f 


El(x)[f'\x)] 2 dx 


(8.3.9) 


(8.3.10) 


Una vez especificadas las expresiones finales para 8W E y 8W h la ecuacion (8.3.4) da 


Sz | in'z + kz 


+ Lii„(t ) 


= 0 


(8.3.11) 
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donde 


m = 


k = 


L = 


f 

f 

f 


m(x)[\f (x)]“ dx 


El{x)W'(x)Y dx 


m(x)\j/(x) dx 


(8.3.12) 


Como la ecuacion (8.3.11) es valida para todos los desplazamientos virtuales Sz, se conclu- 
ye que 

m'z + kz = —LUg(t) (8.3.13a) 

Esta es la ecuacion de movimiento para la torre con una deflexion supuesta acorde con la 
funcion de forma J/(x). Para este sistema generalizado de 1GDL, la masa m, la rigidez k y 
la fuerza excitadora generalizadas —Lu g (t) estan definidas por la ecuacion (8.3.12). Si se 
divide la ecuacion (8.3.13a) entre m da 

z + 2l;a)„z + co 2 z = —f u g (t) (8.3.13b) 

donde se han incluido (o\ = k/m y un termino de amortiguamiento utilizando una 
fraccion de amortiguamiento estimada £. Esta ecuacion es igual a la ecuacion (6.2.1) para un 
sistema de 1GDL, excepto por el factor 

f = — (8.3.14) 

m 


8.3.3 Frecuencia de vibracion natural 

Una vez determinadas las propiedades generalizadas m y k. la frecuencia de vibracion na¬ 
tural del sistema esta dada por 


= — = 
m 


k Jq EI (x)[\[r"(x)] 2 dx 
Jq m(x)[ij/(x)\ 2 dx 


(8.3.15) 


8.3.4 Analisis de la respuesta 

La respuesta en coordenadas generalizadas z(t) del sistema a una aceleracion especifica del 
terreno puede determinarse resolviendo la ecuacion (8.3.13b); para ello pueden emplearse 
los metodos presentados en los capitulos 5 y 6. Entonces, la ecuacion (8.1.1) proporciona 
los desplazamientos u(x, t) de la torre respecto a la base. 

El siguiente paso consiste en calcular las fuerzas intemas (momentos flexionantes y cor- 
tantes) en la torre, asociadas con los desplazamientos u{x, t). El segundo de los dos metodos 
descritos en la seccion 1.8 se utiliza si se esta trabajando con una forma modificada J/(x) que 
es supuesta y no exacta, como en el caso de los sistemas generalizados de 1GDL. En este me- 
todo, las fuerzas intemas se calculan mediante un analisis estatico de la estructura sometida a 
fuerzas estdticas equivalentes. Estas fuerzas, denotadas por /' v (x), se definen como las fuerzas 
extemas que causarfan desplazamientos u(x). La teorfa de la viga elemental da 

fs(x) = [EI(x)u"(x)]" 


(8.3.16) 
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Como u varfa con el tiempo, tambien lo hara /’ s ; por lo que 

fs(x,t) = [. EI(x)u"(x,t )]" (8.3.17) 

que despues de susdtuir la ecuacion (8.1.1) se convierte en 

fs(x, t) = lEI{x)f"{x)]'z{t ) (8.3.18) 

Estas fuerzas externas, las cuales dependen de las derivadas de la funcion de forma supues- 
ta, daran fuerzas internas que suelen ser menos exactas que los desplazamientos, puesto que 
las derivadas de la funcion de forma supuesta son aproximaciones menos precisas que la 
misma funcion de forma. 

La mejor estimation, dentro de las restricciones de la funcion de forma supuesta para 
las fuerzas estaticas equivalentes es 

fs(x, t) = a>lm(x)f(x)z(t) (8.3.19) 

Es posible demostrar que esto es identico a la ecuacion (8.3.18) si la funcion de forma 
supuesta es exacta, como se vera en el capitulo 16. Con una funcion de forma aproximada, 
los dos conjuntos de fuerzas dados por las ecuaciones (8.3.18) y (8.3.19) no son iguales lo- 
calmente en todos los puntos a lo largo de la estructura, pero son globalmente equivalentes 
(vea la deduction 8.1). Ademas, la ecuacion (8.3.19) no involucra a las derivadas de la \f/(x) 
supuesta y, por lo tanto, es una mejor aproximacion que la proporcionada por la ecuacion 
(8.3.18). Las fuerzas internas pueden establecerse en cada instante de tiempo mediante el 
analisis estatico de la torre sometida a las fuerzas f s (x, t), las cuales se determinan a partir 
de la ecuacion (8.3.19). 


8.3.5 Respuesta maxima sismica 


A1 comparar la ecuacion (8.3.13b) con la ecuacion (6.2.1) para un sistema de 1GDL y al 
utilizar el procedimiento de la seccion 6.7, se obtiene el valor maximo de z(t): 

f 

Zo = TD = —A (8.3.20) 

< 

donde D y A son las ordenadas de la deformation y la pseudo-aceleracion, respectivamente, 
del espectro de diseno en el periodo T„ = 2Tc/a) n para una fraccion de amortiguamiento f. 
En las ecuaciones (8.1.1) y (8.3.19), z(f) se sustituye por la z„ de la ecuacion (8.3.20) para 
obtener los valores maximos de los desplazamientos y las fuerzas estaticas equivalentes: 

u 0 (x) = f D\j/(x) fo(x) = rm(x)iff(x)A (8.3.21) 


donde el submdice convencional S se elimina d ef So por brevedad. 

Las fuerzas internas (momentos flexionantes y cortantes) en la torre en voladizo se 
obtienen mediante el analisis estatico de la estructura sometida a las fuerzas f D (x), vea la fi- 
gura 8.3.1c. Asf, el momento flexionante y la fuerza cortante a una altura x sobre la base son 

V oM = [ fo(%) di; = rA J (8.3.22a) 


l 


i: 


Mo(x)= (£ -x)f 0 Q)di; = fA / (£-x)m($W(§)d$ (8.3.22b) 
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En particular, la fuerza cortante y el momenta flexionante en la base de la torre son 

V h0 = V o (0) = If A Mho = M 0 ( 0) = L e t A (8.3.23) 

donde I se definio en la ecuacion (8.3.12) y 


L 9 = 


f 


xm(x)x//(x) dx 


(8.3.24) 


Esto completa la evaluacion aproximada de la respuesta sfsmica de un sistema con masa 
distribuida y flexibilidad basada en una funcion de forma supuesta JAx). 


8.3.6 Excitacion de la fuerza aplicada 


Si la excitacion fueran las fuerzas externas p(x, t) en vez del movimiento del terreno ii g (t), 
la ecuacion de movimiento podrfa obtenerse siguiendo los metodos de la seccion 8.3.2, lo 
que conduce a 

mi + kz = p(t ) (8.3.25) 


donde la fuerza generalizada 

f L 

p{t) = I p(x, dx 

Jo 


(8.3.26) 


Observe que la unica diferencia entre las dos ecuaciones (8.3.25) y (8.3.13a) esta en el 
termino de excitacion. 


Deduccion 8.1 

Las fuerzas estaticas equivalentes a partir de la teorfa de la viga elemental, ecuacion (8.3.17), 
se escriben como 


fs(x, t) = M"(x, t) (a) 

donde los momentos flexionantes internos son 


M(x, t) = EI(x)u"(x , t ) 


(b) 


Se buscan las fuerzas laterales f$(x, t) que no involucran las derivadas de >M(x, t) y 
que estan en equilibrio en cada instante de tiempo con los momentos flexionantes internos; el 
equilibrio se satisface de manera general para el sistema (pero no en cada ubicacion x). Si se 
usa el principio de los desplazamientos virtuales, el trabajo externo realizado por las fuerzas 
desconocidas fs(x , t ) al actuar a traves del desplazamiento virtual 8u{x) es igual al trabajo 
interno realizado por los momentos flexionantes que actuan a traves de las curvaturas 8k(x) 
asociadas con los desplazamientos virtuales: 

I fs(x, t)8u(x) dx — I M(x, t)8k:(x) dx (c) 

Jo Jo 


Esta ecuacion se reescribe sustituyendo la ecuacion (8.3.8a) para 8u(x) en el lado izquierdo y 
usando la ecuacion (8.3.10) para la integral del lado derecho; asi 


s z f fs(x,t)A(x)dx = fe 

Jo 



El (x) [r(x)] 2 dx 


(d) 
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Si se utiliza la ecuacion (8.3.15) y se elimina Sz, la ecuacion (d) puede reescribirse como 

I [fs(x, t) - co^m(x)^(x)z(t)\ x/r(x)dx = 0 

Jo 


(e) 


A1 igualar a cero la cantidad entre parentesis, se obtiene 

fs(x, t) = o) 2 n m(x)ifi(x)z(t) (f) 

donde se ha descartado la tilde encima d ef s . Esto completa la deduccion de la ecuacion (8.3.19). 


Ejemplo 8.2 

Una torre uniforme en voladizo de longitud L tiene una masa por unidad de longitud = m 
y una rigidez a la flexion El (figura E8.2). Si se supone que la funcion de forma i/r(.r) = 1 — 
cos(jrx/2L), formule la ecuacion de movimiento para el sistema excitado por un movimiento 
del terreno y determine su frecuencia natural. 

Solucion 

1. Determine las propiedades generalizadas. 


m 



7T X 

cos- 


2 L 


dx = 0.227 mL 


k = 




;rx El 

— dx = 3.04— T 
2 L L 3 


L = 



7 rx \ 
cos — 

2 L) 


dx = 0.363 mL 


(a) 


(b) 


(c) 


La k calculada esta cerca de la rigidez de la torre bajo una fuerza lateral concentrada en la parte 
superior. 

2. Determine la frecuencia de vibracion natural. 


(D n 



3.66 ran 

L 2 V m 


(d) 


Este resultado aproximado es cercano a la frecuencia natural exacta, w e xacta = (3.516 /L~)\/EI/m, 
que se determina en el capitulo 16. El error solo es de 4%. 

3. Formule la ecuacion de movimiento. Si se sustituye L y m en la ecuacion (8.3.14), 
resulta f = 1.6y la ecuacion (8.3.13b) se convierte en 


z + cl> 2 z - -1.6 ii g (t) 



Figura E8.2 
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Ejemplo 8.3 

Una chimenea de concreto reforzado de 600 pies de altura tiene una seccion transversal hueca 
circular uniforme con un diametro exterior de 50 pies y un espesor de pared de 2 pies 6 pulg (fi- 
gura E8.3a). Para fines de un analisis sismico preliminar, la chimenea se supone fija en la base, 
la masa y la rigidez a la flexion se calculan a partir del area bruta del concreto (despreciando el 
acero de refuerzo), y el amortiguamiento se estima en 5%. El peso unitario del concreto es de 
150 lb/pie 3 y su modulo de elasticidad es E c = 3600 ksi. 

Suponiendo una funcion de forma como la del ejemplo 8.2, estime los desplazamientos 
maximos, las fuerzas cortantes y los momentos flexionantes para la chimenea debidos al mo- 
vimiento del terreno caracterizado por el espectro de diseno de la figure 6.9.5, escalado a una 
aceleracion maxima de 0.25g. 

Solution 

1. Determine las propiedades de la chimenea. 


Longitud: L 

Area de la seccion transversal: A 

Masa por unidad de longitud: m 

Momento de inercia: I 

Rigidez a la flexion: El 


600 pies 

7r(25 2 — 22.5 2 ) = 373.1 pie 2 


150 X 373.1 


32.2 


= 1.738 kip-s 2 /pie 2 


7-(25 4 - 22.5 4 ) = 105,507 pie 1 


5.469 X 10 10 kip-pie 2 


2. Determine el periodo natural. A partir del ejemplo 8.2, 

3.66 I~eT 


U) n 


L 2 


— = 1.80 rad/s 
m 


T n = — = 3.49 s 



Figura E8.3 
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3. Determine el valor maximo de z(t). Para T„ = 3.49 s y f = 0.05, el espectro de diseno 
da A/g = 0.25(1.80/3.49) = 0.129. La deformation correspondiente es D = A/&> 2 „ = 15.3 
pulg. La ecuacion (8.3.20) proporciona el valor maximo de z(t)\ 

z 0 = 1.6D = 1.6 X 15.3 = 24.5 pulg 

4. Determine los desplazamientos mdximos u D {x) de la torre (figura E8.3b). 

/ jtx \ 

u a (x) = \jf(x)z 0 = 24.5 11 - cos — 1 pulg 

5. Determine las fuerzas estaticas equivalentes. 

fo(x) = f m{x)iff(x)A = (1.6)(1.738) ^1 — cos —^ 0.129g 

/ jtx \ 

= 11.58 (1 — cos—1 kips/pie 

Estas fuerzas se muestran en la figura E8.3c. 

6. Calcule las fuerzas cortantes y los momentos flexionantes. El analisis estatico de la 
chimenea sometida a las fuerzas externas/ 0 (x) proporciona las fuerzas cortantes y los momen¬ 
tos flexionantes. Los resultados obtenidos con la ecuacion (8.3.22) se presentan en la figura 
E8.3d y e. Si solo se tuviera interes en las fuerzas sobre la base de la chimenea, estas podrian 
calcularse directamente a partir de la ecuacion (8.3.23). En particular, el cortante basal es 

V bo = if A = (0.363m L)(l.6)0.129g 

= 0.0749mLg = 2518 kips 
Esto es 7.49% del peso total de la chimenea. 

Ejemplo 8.4 

Un puente simplemente apoyado con un solo claro de L pies tiene una cubierta con una seccion 
transversal uniforme de masa m por unidad de longitud y rigidez a la flexion El. La carga de 
una sola rueda p„ viaja a traves del puente a una velocidad uniforme u, como se muestra en 
la figura E8.4. Si se desprecia el amortiguamiento y se supone una funcion de forma ^r(x) = 
sen(;rx/L), determine una ecuacion para la deflexion en el centro del claro como una funcion 
del tiempo. Las propiedades de la viga cajon de la autopista elevada, hecha de concreto pre- 
tensado, son L = 200 pies, m — 11 kips/g por pie, 1 = 700 pie 4 y E = 576,000 kips/pie 2 . Si 
v = 55 mph, determine el factor de impacto definido como la razon de deflexion maxima en el 
centro del claro y la desviacion estatica. 

Solucion Se supone que la masa de la rueda es pequena en comparacion con la masa del 
puente y puede despreciarse. 

1. Determine la masa y la rigidez generalizadas, asf como la frecuencia natural. 




u(LI 2) (p a /2400) 
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1 - 1 - 1 - 1 - 1 -»■ Localization de la carga, pie 


0 1 2 2.5 



Esto resulta ser el valor exacto de la frecuencia natural mas baja del puente, debido a que la 
x) seleccionada es la forma exacta del modo fundamental de vibration natural de una viga 
simplemente apoyada (vea la section 16.3.1). 

2. Determine la fuerza generalizada. Una carga p a que viaja con una velocidad v requie- 
re de un tiempo t d = L/v para cruzar el puente. En cualquier tiempo t su position es tal como 
se muestra en la figura E8.4a. Asl, la carga en movimiento puede describirse matematicamente 
como 


ntx ti = \ Po&{x ~ vt) 0<t<U 
P(,) 10 t>t d 


(d) 


donde S(x - vt) es la funcion delta de Dirac centrada en x = vt; es una description mate- 
matica de la carga concentrada que se desplaza. A partir de la ecuacion (8.3.26), la fuerza 
generalizada es 


pit) 


f 


p(x, t)i/s(x) dx 


p 0 sen(nvt / L) 
0 


p 0 sen(jrf/fd) 
0 


! Jq p 0 8(x — vt) sen (nx/L)dx 
0 

o £ t < t d 
t>t d 

0 < f < trf 
t >td 


0 < t < u 

t >t d 


(e) 


Esta fuerza generalizada es el pulso sinusoidal de medio ciclo que se muestra en la figura 
E8.4b. 

3. Resuelva la ecuacion de movimiento. 

m'z + kz — p{t) (f) 

Las ecuaciones (4.8.2) y (4.8.3) describen la respuesta de un sistema de 1GDL a un pulso 
sinusoidal de medio ciclo. Esta solution se adaptara al problema del puente, para lo cual se 
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cambiara la notation de u{t) a z(t) y se observara que 

_ L _ 2jt , , _ Po _ 2p 0 

td Ust)o ~ o 

v a>„ k mLa>n 
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Los resultados son 


z(0 = 


1 


TTVt 


2po _ 

mL 0)2 — ( jtv/L ) 2 V. L 

2po ( 2jrv/a> n L ) cos(tt>„L/2i>) 


mL 


o > 2 — {jtv/L ) 2 


7TV \ 

—- sen co n t 
o)nL J 

t s L/v 

(g) 

— L/2v)\ 

t & L/v 

(h) 


La respuesta esta dada por la ecuacion (g) mientras la carga movil se encuentra sobre el puente 
y por la ecuacion (h) despues de que la carga ha cruzado el claro. Estas ecuaciones son validas 
siempre que a>„ # jtv/L o T„ # 2 L/v. 

4. Determine la deflexion en el centro del claro. 


u(x, t ) = z(t)fl(x) = z(t) sen — 


En el centro del claro, x = L/2 y 


u \^ t \ =z( f ) 


(i) 


0 ) 


Asi, la deflexion en el centro del claro tambien esta dada por las ecuaciones (g) y (h). 

5. Resultados numericos. Para la estructura de concreto pretensado y la velocidad del 
vehfculo dado: 

11 r. , 

m = - = 0.3416 kip-s“/pie“ 

32.2 F F 

El = 576,000 X 700 = 4.032 X 10 s kip-pie 2 
_2 


4.032 X 10 s 
0.3416 


(200) 2 

T n = 0.74 s 

v = 55 mph = 80.67 pie/s 
1.267 
200 


= 8.477 rad/s 


JTV 

~L 

L 

v 


80.67 


= 2.479 s 


Como la duration del pulso sinusoidal de medio ciclo t d = L/v es mayor que T„/2, la respuesta 
maxima se produce mientras la carga movil se encuentra sobre el puente. Dicha fase de la res¬ 
puesta esta dada por las ecuaciones (g) y (j): 

2 Po 1 


u(L/2, t) = 


(0.3416)200 (8.477) 2 - (1.267) 2 
Po 


1.267 

sen 1.267? —-sen 8.477? 


8.477 


2400 


(sen 1.267? — 0.1495 sen 8.477?) 


(k) 
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La ecuacion (k) es valida para 0^(< 2.479 s. Los valores de las deflexiones en el centra 
del claro, calculados a partir de la ecuacion (k) para muchos valores de t se muestran en la 
figura E8.4c; la deflexion maxima es u„ = (p o /2400)( 1.147). La deflexion estatica es u(L/ 2) 
= p 0 L?/4$EI = p a / 2419. La relacion de estas deflexiones proporciona el factor de impacto: 
1.156 (es decir, la carga estatica debe incrementarse en un 15.6% para explicar el efecto 
dinamico). 

Ejemplo 8.5 

Determine la frecuencia natural de la vibracion transversal del puente con tres claros y viga 
cajon del ejemplo 1.3. Ahi, se proporcionaron varias de las propiedades de esta estructura. 
Ademas, se da el momento de inercia para la flexion transversal de la cubierta del puente: I y = 
65,550 pie 4 . Desprecie la rigidez torsional de los ejes. 


Solution 

1. Seleccione la funcion de forma. Se selecciona una funcion apropiada para una viga 
simplemente apoyada en ambos extremos (figura E8.5): 


TCX 

f(x) = sen — 

Esta funcion de forma se muestra en la figura E8.5. 
2. Determine la masa generalizada. 

"L 


/ 


9 71X 

m sen” — dx = 


mL 


3. Determine la rigidez generalizada. 
k = y EI y [f "(x)} 2 dx + y^fe e jeV f2 Ueje) 


f 


EI V ( — sen I dx + k e je sen 


Tt^Ely 

2L 3 


L 2 


~ke je + ~k, 


ttL/3 


eje 


71^ Ely 3 

^cubierta 


eje 


+ ^eje sen 


(a) 


(b) 


2 ^2L/3 ^ 


(c) 


4. Determine los valores numericos de my k A partir del ejemplo 1.3, el peso de la 
cubierta del puente por unidad de longitud es de 18.45 kips/pie. 


1 18.45 X 375 


32.2 


= 107.5 kip-s*Vpie 


^cubierta 


tt 4 (3000 X 144)65,550 
2(375) 3 


26,154 kips/pie 
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Figura E8.5 


A partir del ejemplo 1.3, la rigidez de cada eje en la direction longitudinal es & e je = 12,940 
kips/pie. Debido a que cada columna en el eje tiene una seccion circular, su segundo momento 
de area a la flexion es el mismo en las direcciones longitudinal o transversal. Por lo tanto, la 
rigidez transversal de cada eje tambien es k e j es — 12,940 kips/pie. 


hje = ^eje = y (12,940) = 19,410 kips/pie 


k = £ C ubierta+ ^ejes = 26,154 + 19,410 = 45,564 kips/pie 


5. Determine el periodo natural de vibracidn. 



T n = — = 0.305 s 


8.4 SISTEMA DE MASA CONCENTRADA: EDIFICIO DE CORTANTE 


Como una ilustracion de la aproximacion a un sistema que tiene varios grados de liber- 
tad mediante un sistema generalizado de 1GDL, considere el marco mostrado en la figura 
8.4.1a y una excitation sfsmica. La masa de este marco de N niveles se concentra en el 
sistema de piso con ny como la masa en el j-esimo nivel. Este sistema tiene N grados de 
libertad: u h u 2 , ..., u N . En esta seccion primero se formula la ecuacion de movimiento para 
el sistema sin amortiguamiento; por lo general, el amortiguamiento se define mediante una 
fraccion de amortiguamiento estimada a partir de datos experimentales para estructuras 
similares (capitulo 11). Despues, se resuelve la ecuacion de movimiento para determinar la 
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Figura 8.4.1 (a) Desplazamientos del edificio y desplazamientos virtuales; (b) fuerzas 

de inercia; (c) fuerzas estaticas equivalentes. 


respuesta maxima (los desplazamientos y las fuerzas intemas) de la estructura a un movi- 
miento sfsmico del terreno. 


8.4.1 Vector de forma supuesto 


Se supone que los desplazamientos de los niveles con respecto al terreno pueden expresarse 
como 


uj (t) = j = 1, 2, ..., N 


(8.4.1a) 


que en forma vectorial es 


u(t) = xpzit) (8.4.1b) 

donde x/r es un vector de forma supuesto que define la forma modificada. El desplazamiento 
total del y-esimo nivel es 


Uj(t) = Uj(t) + u g (t) 


(8.4.2) 


8.4.2 Ecuacion de movimiento 

Antes de que se pueda formular la ecuacion de movimiento para este sistema, es necesario 
definir la manera en que las fuerzas internas se relacionan con los desplazamientos. Esta 
relation es muy facil de desarrollar si las vigas son axialmente rfgidas, asf como en la fle¬ 
xion, y este supuesto de “edificio de cortante” es adecuado para los objetivos presentes; sin 
embargo, en el capitulo 9 se desarrollan idealizaciones realistas para los edificios de varios 
niveles. Para esta idealization del edificio de cortante, la fuerza cortante de entrepiso Vj en 
el y-esimo nivel (que es la suma de la fuerza cortante en todas las columnas) se relaciona 
con el desplazamiento relativo de entrepiso Ay = Uj - a traves de la rigidez kj del entrepiso: 

Vj = kj A j = kj (iij - uj-i ) (8.4.3) 
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La rigidez del entrepiso es la suma de las rigideces laterales de todas las columnas en ese 
nivel: 


kj 


. 12 El 

h 3 

columnas 


(8.4.4) 


donde El es la rigidez a la flexion de una columna y h es su altura. 

Ahora se precede a formular la ecuacion de movimiento para el edificio de cortan¬ 
te. En cada instante de tiempo el sistema esta en equilibrio bajo la accion de las fuerzas 
cortantes internas del entrepiso Vfi) y las fuerzas de inercia ficticias (figura 8.4.1b), que 
por el principio de D’Alembert son fy = -nijtfj. Si se sustituye la ecuacion (8.4.2) para 
u’j, resulta 


fij = -mj[Uj(t ) + u g (t)\ 


(8.4.5) 


Como antes, el principio de los desplazamientos virtuales proporciona un enfoque 
practico para formular la ecuacion de movimiento. El procedimiento es similar al desarro- 
llado en la seccion 8.3 para una viga. El trabajo virtual externo se debe a las fuerzas^ que 
actuan a traves de los desplazamientos virtuales Suf. 

N 

SW E =Y J fij(t)^j 

7=i 

que despues de sustituir la ecuacion (8.4.5) se convierte en 

N N 

SWe = ~ / _ uij iij ( t ) Suj — iig(t) nij Suj (8.4.6) 

j =i ;=i 

El trabajo virtual interno se debe a las fuerzas cortantes de entrepiso Vf t) de los niveles 
que actuan a traves de los desplazamientos de entrepiso asociados con los desplazamientos 
virtuales: 

N 

SW i = X! V J (t ^ Su J ~ 8u J- 1) (8.4.7) 

j =i 


donde Vf t) se relaciona con los desplazamientos mediante la ecuacion (8.4.3). 

Los trabajos virtuales interno y externo pueden expresarse en terminos de la coorde- 
nada z generalizada y el vector de forma i// al observar que los desplazamientos virtuales 
compatibles con el vector de forma supuesto (figura 8.4.1a) son 

8uj = iffj 8z o <5u = ip 8z (8.4.8) 


Si se precede como en la seccion 8.3, se llega a las siguientes ecuaciones de los trabajos 
virtuales externo e interno: 


8W e 


Sz 


N N 

z m J fj + ugioY] m J ^ 


7=1 


7=1 


(8.4.9) 


N 

- ti-rf 

. 7=1 


8W! = 8z 


(8.4.10) 
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A1 obtener estas expresiones para 8W E y 8 W,, la ecuacion (8.3.4), despues de eliminar 8 Z 
(vea la section 8.3.2), proporciona la ecuacion de movimiento: 

m'z + kz = —Ltig(t) (8.4.11) 

donde 

N N N 

m = mj x/sf k = ^^kj(xjrj — Vo-i ) 2 L = mj ifjj (8.4.12a) 

;=i ;=i ;=i 

Se hara una breve pausa para mencionar que la deduction anterior habrfa sido mas 
facil si se hubiera utilizado una formula matricial, pero se ha evitado este enfoque porque 
la matriz de rigidez k y la matriz de masa m de una estructura no se presentan sino hasta el 
capitulo 9. Sin embargo, se espera que la mayona de los lectores este familiarizada con la 
matriz de rigidez de una estructura y, como se vera en el capitulo 9, la matriz de masa del 
sistema de la figura 8.4.1 es una matriz diagonal con /h /; = m r Si se usan estas matrices y 
el vector de forma \fr = (i/q Vti ■ ■ • ^n) t , la ecuacion (8.4.12a) para las propiedades genera- 
lizadas se convierte en 

m = i/) r m xjj k = ■0 r k'0 L = ml (8.4.12b) 

donde 1 es un vector unitario, en el que todos sus elementos son iguales a 1. La ecuacion 
(8.4.12b) para la rigidez generalizada es un resultado general porque, a diferencia de la 
ecuacion (8.4.12a), no se limita a los edificios de cortante, siempre que k se determine para 
una idealization realista de la estructura. 

La ecuacion (8.4.11) rige el movimiento del marco de cortante de varios niveles, del 
cual se supone una deflexion en la forma definida por el vector \\f. Para este sistema gene- 
ralizado de 1GDL, la masa m, la rigidez k y la excitation generalizadas —Lu g {t) se definen 
mediante la ecuacion (8.4.12). A1 dividir la ecuacion (8.4.11) entre m y al incluir un termino 
de amortiguamiento con una fraction de amortiguamiento modal estimada f, se obtienen las 
ecuaciones (8.3.13b) y (8.3.14), lo que demuestra que es posible aplicar la misma ecuacion 
de movimiento a ambos sistemas de 1GDL generalizados (con masa concentrada o masa 
distribuida); por supuesto, las propiedades generalizadas m, k, y L dependen del sistema. 


8.4.3 Analisis de la respuesta 


Ahora es posible analizar el sistema generalizado de 1GDL mediante los metodos 
desarrollados en los capitulos anteriores para los sistemas de 1GDL. En particular, la fre- 
cuencia de vibration natural del sistema esta dada por 


m 2 = - = 


k Ef=i kjWj - V9-1) 2 


E7= i mj+j 


(8.4.13a) 


Si se reescribe esta ecuacion en notation matricial resulta 


2 ■0 r k ip 
n %l> T m ip 


(8.4.13b) 


La respuesta en la coordenada generalizada z(t') del sistema a una aceleracion especifica del 
terreno puede determinarse al resolver la ecuacion (8.3.13b), empleando los metodos de 
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los capitulos 5 y 6. Entonces, la ecuacion (8.4.1) proporciona los desplazamientos del nivel 
relativos a la base. 

Suponga que se desea establecer la respuesta maxima del marco a la excitacion sfs- 
mica caracterizada por un espectro de diseno. El valor maximo de z(t) sigue siendo dado 
por la ecuacion (8.3.20) y los desplazamientos del nivel relativos al suelo estan dados por la 
ecuacion (8.4.1), donde z.(t) se sustituye por z.„: 

Ujo = isjZo = f Dfj j = 1,2,, N (8.4.14) 

Las fuerzas estaticas equivalentes asociadas con estos desplazamientos del terreno estan 
dadas por la ecuacion (8.3.21b) modificada para un sistema de masa concentrada: 

f jo = rmjfjA j = 1,2,. .., N (8.4.15) 

El analisis estatico de la estructura sometida a estas fuerzas del nivel (figura 8.4.1c) 
da la fuerza cortante de entrepiso V io en /-esimo nivel y el momento de volteo en el /-esimo 
nivel: 

N N 

Vio = fjo M i0 = Y,(hj - hi)f jo (8.4.16) 

j=i j=i 

donde /;, es la altura del /-esimo nivel por encima de la base. En particular, la fuerza cortante 
y momento de volteo en la base son 

N N 

v b o = ^2 fjo M bo = 

7=1 7=1 

Si se sustituye la ecuacion (8.4.15) resulta 

V bo = LY A M bo = L e Y A (8.4.17) 


donde L se definio mediante la ecuacion (8.4.12) y 

N 

L e =Y^h j m j ^ j (8.4.18) 

7=1 

Observe que estas ecuaciones para las fuerzas en la base de un sistema con masa concen¬ 
trada son las mismas que se dedujeron con anterioridad para los sistemas de masa distri- 
buida (ecuaciones 8.3.23 y 8.3.24); por supuesto, los parametros L, L 9 , y f dependen del 
sistema. 


Ejemplo 8.6 

El marco uniforme de cinco niveles con vigas rigidas que se muestra en la figura E8.6a se so- 
mete a la aceleracion del terreno ii g (t). Todas las masas de los niveles son iguales a m y todos 
los niveles tienen una altura h y una rigidez k. Si se supone que los desplazamientos aumentan 
linealmente con la altura sobre la base (figura E8.6b), formule la ecuacion de movimiento para 
el sistema y determine su frecuencia natural. 
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W7/. 


(a) (b) Figura E8.6 


Solution 

1. Determine las propiedades generalizadas. 


= I>^ = 


7 = 1 
5 


l 2 + 2 2 + 3 2 +4 2 + 5 2 11 

- = —m 

5 


5 2 


k = 'Y^kjWj ~ tj- 1) 2 = k 

7 = 1 


l 2 + l 2 + l 2 + l 2 + l 2 _ k 
52 5 


■r—\ 1+2 + 3+ 4 + 5 

L = y mj \[rj = m - = 3 in 


7 = 1 


2. Formule la ecuacion de movimiento. Si se sustituye m y L en la ecuacion (8.3.14), 
resultaf = |j y la ecuacion (8.3.13b) se convierte en 


z + = -jf ii g (t) 


. 15 ; 


donde z es el desplazamiento lateral en la ubicacion donde i jrj= 1, en este caso la parte superior 
del marco. 

3. Determine lafrecuencia de vibracion natural. 


(»n = 


k/5 

llm/5 



Esto es aproximadamente un 6% mas alto que w n — 0.285 \/k/m, la frecuencia exacta del 
sistema se determinara en el capitulo 12. 


Ejemplo 8.7 

Determine los desplazamientos maximos, las fuerzas cortantes de entrepiso y los momentos de 
volteo en cada nivel para el marco del ejemplo 8.6, con m = 100 kips/g, k = 31.54 kips/pulg 
y h = 12 pies (figura E8.7a), debido al movimiento del terreno caracterizado por el espectro de 
diseno de la figura 6.9.5 y escalado a una aceleracion maxima del terreno de 0.25g. 
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m 

o- 

m 

o- 

m 

-o 

m 

o- 

m 

o- 


k 

7Z77/. 


(a) 



Figura E8.7 


Solucion 

1. Calcule el periodo natural. 


(On 


0.302. 


31.54 

100/386 


3.332 


T n 


2n 

3.332 


1.89 s 


2. Determine el valor mdximo de z(t). Para T n = 1.89 s y £ = 0.05, el espectro de diseno 
da A/g = 0.25(1.80/1.89) = 0.238 y D = A/i w 2 „ = 8.28 pulg. El valor maximo de z(t) es 

^ = lf D = If (8-28) = H.3 pulg 

3. Determine los valores maximos Uj a de los desplazamientos del nivel. 

ujo = fjZo ifj = J - 

Por lo tanto, u lo — 2.26, u 2o — 4.52, u 3o = 6.78, m 4o = 9.04 y u 5o = 11.3, todo en pulgadas 
(figura E8.7b). 

4. Determine lasfuerzas estaticas equivalentes. 

fjo = Vinji/tjA = yjmi/r/(0.238g) = 32.45i/f/ kips 

Estas fuerzas se muestran en la figura E8.7c. 

5. Calcule las fuerzas cortantes de entrepiso y los momentos de volteo en cada nivel. 
El analisis estatico de la estructura sometida a las fuerzas externas en los niveles, ecuacion 
(8.4.16), proporciona las fuerzas cortantes de entrepiso (figura E8.7d) y los momentos de vol¬ 
teo (figura E8.7e) en los niveles. Si se tuviera interes solo en las fuerzas sobre la base, estas po- 
drian calcularse directamente a partir de la ecuacion (8.4.17). En particular, el cortante basal es 

V bo = LfA = (3m)jf(0.238g) 

= 0.195(5mg) = 97.35 kips 
Esto es, 19.5% del peso total del edificio. 
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8.5 FRECUENCIA DE VIBRACION NATURAL POR EL METODO DE RAYLEIGH 

Aunque el prmcipio de los desplazamientos virtuales proporciona un resultado aproximado 
a la frecuencia de vibracion natural (ecuaciones 8.3.15 y 8.4.13) de cualquier estructura, 
resulta instructivo obtener el mismo resultado mediante otro metodo, desarrollado por Lord 
Rayleigh. El metodo de Rayleigh se publico en 1873 a partir del principio de la conserva¬ 
tion de la energia. En la presente seccion se aplica este metodo a los sistemas de masa y 
resorte, de masa distribuida y de masa concentrada. 

8.5.1 Sistema de masa y resorte 

Cuando un sistema de 1GDL con una masa concentrada m y una rigidez k es perturbado 
de su position de equilibrio, oscila en su frecuencia de vibracion natural co n y su ecuacion de 
movimiento co n = \fkjm puede resolverse de la manera mostrada en la seccion 2.1. Ahora 
se obtendra el mismo resultado utilizando el principio de la conservation de la energia. 

El movimiento armonico simple de un sistema de masa y resorte que vibra libremente, 
ecuacion (2.1.3), puede describirse en forma conveniente al definir una nueva variable de 
tiempo t', con su origen como se muestra en la figura 8.5.1a: 

u(t') = u a sen co n t' (8.5.1) 

donde debe determinarse la frecuencia co n y la amplitud del movimiento u 0 esta dada por la 
ecuacion (2.1.9). La velocidad de la masa, que se muestra en la figura 8.5.1b, es 

u(t') = co n u a cos co n t' (8.5.2) 

La energia potencial del sistema es la energia de deformacion en el resorte, que es propor- 
cional al cuadrado de la deformacion u del resorte (ecuacion 2.3.2). Por lo tanto, la energia 




Figura 8.5.1 Movimiento armonico sim¬ 
ple de un sistema que vibra libremente: 
(a) desplazamiento; (b) velocidad. 
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de deformation es maxima en t' = TJ 4 (tambien en t' = 3TJ4, 5TJ4, ...) cuando u(f) = u„ 
y esta dada por 

E So = \ku 2 0 (8.5.3) 

Esta tambien es la energfa total del sistema, porque en este t' la velocidad es cero (figura 
8.5.1b), lo que implica que la energfa cinetica es cero. 

La energfa cinetica del sistema es proporcional al cuadrado de la velocidad de la masa 
m (ecuacion 2.3.2). Por lo tanto, la energfa cinetica es maxima en t' = 0 (tambien en t' = 
TJ2, 3T„/2, ...) cuando la velocidad ii(t) = co„u 0 y esta dada por 

E Ko = \m(jo 2 n u 2 0 (8.5.4) 

Esta tambien es la energfa total del sistema, porque en este t' , la deformation es igual a cero 
(figura 8.5.1a), lo que implica que la energfa de deformation es cero. 

El principio de la conservation de la energfa establece que la energfa total en un siste¬ 
ma en vibracion libre sin amortiguamiento es constante (es decir, que no varfa con el tiem- 
po), como se muestra mediante la ecuacion (2.3.5). Asf, las dos expresiones alternativas, 
Ero y E So , para la energfa total deben ser iguales, lo que conduce al resultado importante: 

energfa cinetica maxima, E Ko = energfa potencial maxima, E So (8.5.5) 

Si se sustituyen las ecuaciones (8.5.3) y (8.5.4), resulta 



Este es el mismo resultado para la frecuencia de vibracion natural que la ecuacion (2.1.4) 
obtenida al resolver la ecuacion de movimiento. 

El metodo de Rayleigh no proporciona ninguna ventaja significativa al obtener la fre¬ 
cuencia natural de vibracion de un sistema de masa y resorte, pero el concepto subyacente 
de la conservation de la energfa es util para los sistemas complejos, como se muestra en las 
dos secciones siguientes. 


8.5.2 Sistemas con masa y elasticidad distribuidas 


Como una ilustracion de tal sistema, considere la torre en voladizo de la figura 8.3.1 que 
vibra libremente en un movimiento armonico simple: 

m ( x, t') = z 0 sen co n t'x/f(x) (8.5.7) 

donde i/r(.r) es una funcion de forma supuesta que define el modo en que se dan las deflexio- 
nes, z 0 es la amplitud de la coordenada generalizada z,(t) y co n es la frecuencia natural de 
vibracion que debe determinarse. La velocidad de la torre es 

u(x, t') = co n z 0 cos co,,t' i/r(x) (8.5.8) 


La energfa potencial maxima del sistema en un ciclo de vibracion es igual a su energfa de 
deformation asociada con el desplazamiento maximo ujx ): 

~L 

Eso 


f 

Jo 


\EI(x)[u''(x)] 2 dx 


(8.5.9) 
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La energfa cinetica maxima del sistema en un ciclo de vibracion esta asociada con la velo- 
cidad maxima u a (x): 


E Ko = J \m(x)\ii 0 (x)] 2 dx 


(8.5.10) 


A partir de las ecuaciones (8.5.7) y (8.5.8), u 0 {x) = z 0 ^(x) y u 0 (x) = co„Zoty(x)- Si estas ex- 
presiones se sustituyen en las ecuaciones (8.5.9) y (8.5.10), y se iguala Eko con E So , resulta 


,2 _ fo El(x)[\jj"{x)\ 2 dx 
Jq m(x)[\j/(x)] 2 dx 


(8.5.11) 


Esto se conoce como el cociente de Rayleigh para un sistema con masa y elasticidad distri- 
buidas; recuerde que se obtuvo el mismo resultado, ecuacion (8.3.15), usando el principio 
de los desplazamientos virtuales. El cociente de Rayleigh es valido para cualquier frecuen- 
cia de vibracion natural de un sistema con varios grados de libertad, aunque su mayor utili- 
dad es en la determination de la frecuencia mas baja o frecuencia fundamental. 


8.5.3 Sistemas con masas concentradas 

Como una ilustracion de tal sistema, considere el edificio de cortante de la figura 8.4.1 que 
vibra libremente en un movimiento armonico simple, 

u(f') = z a sen coj'-ip (8.5.12) 

donde i fr es un vector de forma supuesto que define el modo en que se dan las deflexiones, z,, 
es la amplitud de la coordenada generalizada z,(t) y a> n es la frecuencia de vibracion natural 
que debe determinarse. Las velocidades de las masas concentradas del sistema estan dadas 
por el vector 

u(f') = CO n Zo COS co n t'i// (8.5.13) 

La energfa potencial maxima del sistema en un ciclo de vibracion es igual a su energfa de 
deformacion asociada con los desplazamientos maximos, u„ = (u lo u 2o ... u No ) T : 

N 

E S o = ^2 \kj ( u j0 - Uj-1'of (8.5.14) 

j =i 

La energfa cinetica maxima del sistema en un ciclo de vibracion esta asociada con las velo¬ 
cidades maximas, u„ = (u lo u 2o ■■■ u No ) T \ 

N 

E Ko = Y J \ m rfo (8-5.15) 

j =i 

A partir de las ecuaciones (8.5.12) y (8.5.13), u jn = z 0 ^j y Uj 0 = ( >h,Z„ij/j. Si se sustituyen 
estas expresiones en las ecuaciones (8.5.14) y (8.5.15), y E Ko se iguala con Eso> resulta 

2 = Ef=i kj(fj - jfj- 1) 2 
Ef=i m jfj 


(8.5.16a) 
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2 


(8.5.16b) 


La expresion anterior es el cociente de Rayleigh para un edificio de cortante con N masas 
concentradas; recuerde que se obtuvo el mismo resultado, ecuacion (8.4.13), mediante el 
principio de los desplazamientos virtuales. 


8.5.4 Propiedades del cociente de Rayleigh 

El metodo de Rayleigh es muy util para estimar la frecuencia de vibracion natural mas baja 
o fundamental de un sistema; lo anterior se debe a las propiedades del cociente de Rayleigh 
que se presentan de manera mas formal en la seccion 10.12, pero que aqui se describen 
solo de manera conceptual: en primer lugar, la frecuencia aproximada obtenida a partir de 
una funcion de forma supuesta nunca es menor que el valor exacto. En segundo lugar, el 
cociente de Rayleigh ofrece excelentes estimaciones de la frecuencia fundamental, incluso 
con una funcion de forma mediocre. 

Estas propiedades se examinaran en el contexto de un sistema especifico, la torre en 
voladizo c onsiderada en el ejemplo 8.2. Su frecuencia fundamental puede expresarse como 
co„ = a ny JEl/mL 4 [vea la ecuacion (d) del ejemplo 8.2]. En la tabla 8.5.1 se resumen tres 
diferentes estimaciones de a„ utilizando tres diferentes funciones de forma. La segunda 
estimation de frecuencia proviene del ejemplo 8.2. El mismo procedimiento conduce a los 
resultados para las otras dos funciones de forma. El porcentaje de error mostrado es relativo 
al valor exacto de a n = 3.516 (capitulo 16). 


TABLA 8.5.1 ESTIMACIONES DE LA FRECUENCIA 
NATURAL PARA UN VOLADIZO UNIFORME 


VdX) 

a n 

% error 

3x 2 /2L 2 -x 3 /2L? 

3.57 

1.5 

1 - cos(tcx/2L) 

3.66 

4 

jt/L 2 

4.47 

27 


De acuerdo con las propiedades del cociente de Rayleigh, las tres estimaciones de la 
frecuencia natural son mayores que su valor exacto. Incluso si no se conoce el valor exacto, 
como serfa el caso de los sistemas complejos, es posible decir que el valor mas pequeno, 
a n = 3.57, es la mejor de las tres estimaciones de la frecuencia natural. Este concepto puede 
utilizarse para establecer la frecuencia e.xacta de un sistema de dos GDL al disminuir al 
minimo el cociente de Rayleigh sobre un parametro de la funcion de forma. 

^Por que hay un error tan grande en el tercer caso de la tabla 8.5.1? La funcion de 
forma i//(x) = x 2 /L 2 satisface las condiciones de frontera del desplazamiento en la base de la 
torre, pero viola una condition de frontera vigente en el extremo libre. La funcion impli- 
ca un momento flexionante constante a lo largo de la altura de la torre, pero un momento 
flexionante en el extremo libre de un cantiliver es poco realista a menos que haya una masa 
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con un momento de inercia en dicho extremo. Por lo tanto, una funcion de forma que solo 
satisface las condiciones de contorno geometricas, no siempre garantiza un resultado preci- 
so de la frecuencia natural. 

Una estimacion de la frecuencia de vibracion natural de un sistema obtenido usando 
el cociente de Rayleigh puede mejorarse mediante metodos iterativos. Tales metodos se 
desarrollan en el capitulo 10. 


8.6 SELECCION DE LA FUNCION DE FORMA 

La precision de la frecuencia de vibracion natural estimada utilizando el cociente de Ray¬ 
leigh depende por completo de la funcion de forma supuesta para aproximar la forma de 
un modo exacto. En principio, puede seleccionarse cualquier forma que satisfaga las con¬ 
diciones de frontera del desplazamiento y la fuerza. En esta seccion se aborda el cuestiona- 
miento de como puede seleccionarse una funcion de forma razonable que garantice buenos 
resultados. 

Para este fin, resulta util identificar las propiedades de la forma del modo exacto. En 
vibracion libre los desplazamientos estan dados por la ecuacion (8.5.7) y las fuerzas de 
inercia asociadas son 

fi(x,t ) = —m(x)ii(x, t') = M"Z 0 m(x)\lf(x) sen a>„t' 

Si i fr(x) fuese la forma del modo exacto, la aplicacion estatica de estas fuerzas de inercia en 
cada instante de tiempo producirfa las deformaciones indicadas por la ecuacion (8.5.7), un 
resultado que sera evidente en el capitulo 16. Este concepto no es util para evaluar la forma 
del modo exacto \j/(x), puesto que las fuerzas de inercia involucran esta forma desconocida. 
Sin embargo, sugiere que una funcion de forma aproximada puede determinarse como 
la forma modificada debida a las fuerzas estaticas p(x) = in(x)ij/(x), donde V 7 U) es cual¬ 
quier aproximacion razonable de la forma del modo exacto. 

En general, este procedimiento para seleccionar la funcion de forma implica un es- 
fuerzo de calculo mas alia de lo necesario, puesto que, como se menciono anteriormente, 
el metodo de Rayleigh ofrece una excelente precision incluso si la funcion de forma es 
mediocre. Sin embargo, el analisis anterior respalda el concepto de establecer la funcion de 
forma a partir de las deflexiones debidas a un conjunto seleccionado de fuerzas estaticas. 
Una seleccion comun para estas fuerzas es el peso de la estructura aplicado en una direccion 
apropiada; para la torre en voladizo, serfa la direccion lateral (figura 8.6.1a). Esta seleccion 
es equivalente atomar \js(x) = I en p(x) = m(x)\}/(x). Otra seleccion incluye varias fuer¬ 
zas concentradas como se muestra en la figura 8.6.1b. 

Las condiciones de frontera del desplazamiento y la fuerza se satisfacen automati- 
camente si la funcion de forma se determina a partir de las deflexiones estaticas debidas a 
un conjunto seleccionado de fuerzas. Esta eleccion de la funcion de forma tiene la ventaja 
adicional de que la energta de deformacion puede calcularse como el trabajo realizado por 
las fuerzas estaticas al producir las deflexiones, un enfoque que suele ser mas simple que la 
ecuacion (8.5.9). Por lo tanto, la energta de deformacion maxima del sistema asociado con 
las fuerzas p(x) en la figura 8.6.1a es 

Eso = j / p(x)u(x)dx 

Jo 
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Figura 8.6.1 Funcion de forma a partir de las deflexiones debidas a fuerzas estaticas. 


Si se iguala esta E So con la E k „ de la ecuacion (8.5.10) considerando u 0 (x) = co„u 0 (x) y se 
descarta el subindice “o”, resulta 


Jq p(x)u(x) dx 
fy m(x)[u(x)\ L dx 


( 8 . 6 . 1 ) 


Esta ecuacion con p(x) = p a (es decir, con las fuerzas uniformemente distribuidas) aparece 
en codigo de la AASHTO (Asociacion Americana de Carreteras Estatales y Organismos de 
Transporte) para estimar la frecuencia natural fundamental de un puente. 

Para p(x) = gm(x) en la figura 8.6.1a, la ecuacion (8.6.1) se convierte en 


, L m(x)u(x)dx 

< = Sat- 


f 0 m(x)[u(x)] 2 dx 


( 8 . 6 . 2 ) 


De manera similar, la energfa de deformacion maxima del sistema asociado con las 
deflexiones u(x) debidas a las fuerzas de la figura 8.6.1b es 


E So = i^PMxj) 


Si se iguala esta E So con la E Ku de la ecuacion (8.5.10), resulta 


co 


2 

n 


/ () L m(x)[u(x)] 2 dx 


(8.6.3) 


Aunque atractiva en principio, la seleccion de la funcion de forma como las deflexio¬ 
nes estaticas debidas a un conjunto de fuerzas puede ser complicada para la torre no uni¬ 
forme (El variable) que se muestra en la figura 8.6.1a. Un enfoque conveniente consiste 
en determinar las deflexiones estaticas de una torre uniforme (El constante) con la misma 
longitud y usar la funcion de forma resultante para la torre no uniforme. Sin embargo, se le 
recuerda al lector que resulta complicado hacer un analisis para establecer las formas mo- 
dificadas, con el fin de obtener una frecuencia natural extremadamente precisa. El principal 
atractivo del metodo de Rayleigh reside en su capacidad para proporcionar una estimacion 
util de la frecuencia natural a partir de cualquier supuesto razonable sobre la funcion de 
forma que satisfaga las condiciones de frontera del desplazamiento y de la fuerza. 
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m N 



7fr7/. 7Z7/. 7&7/. 7Z77/. 

Figura 8.6.2 Funcion de forma a partir de las deflexiones debidas a las fuerzas estaticas. 


El concepto de utilizar la funcion de forma como las deflexiones estaticas debidas a un 
conjunto seleccionado de fuerzas, tambien es util para los sistemas de masa agrupada. En la 
figura 8.6.2 se muestran tres conjuntos de fuerzas que pueden utilizarse para el marco de un 
edificio de varios niveles. La energia de deformacion maxima del sistema asociado con las 
deflexiones u s en los tres casos es 

N N 

Eso = \pnUn E So = \ ) PjUj E So = jg^7 lljUj 

j =1 j =1 

Si se igualan estas E So con las Eko de la ecuacion (8.5.15) considerando u JO = co n u jrh y 
descartando el subindice “o” y se simplifica, resulta 


p N U N 2 _ Hp.i u i 

E 2 v-^ 2 v—\ 7 

mjUj 2-. m j u j L m .i u j 


(8.6.4) 


respectivamente. Las ecuaciones (8.6.4b) y (8.6.4c) aparecen en los codigos de construc- 
cion para estimar la frecuencia natural fundamental de un edificio (capitulo 21). A diferen- 
cia de la ecuacion (8.5.16a), estos resultados no se limitan a un edificio de cortante siempre 
que las deflexiones se calculen utilizando las propiedades de rigidez reales del marco. 

Es importante reconocer que el exito del metodo de Rayleigh para estimar la frecuen¬ 
cia natural fundamental o mas baja de una estructura, depende de la capacidad de visua- 
lizar el modo correspondiente de vibracion natural que pretende aproximarse mediante la 
funcion de forma. El modo fundamental de un edificio de varios niveles o de una viga con 
un solo claro es facil de visualizar debido a que todas las deflexiones de este modo tienen 
el mismo signo. Por su parte, la forma del modo de los sistemas mas complejos puede ser 
dificil de visualizar, e incluso una funcion de forma calculada a partir de las deflexiones 
estaticas debidas al propio peso de la estructura, puede resultar inapropiada. Por ejemplo, 
considere una viga continua con dos claros. Su forma simetrica modificada por su propio 
peso, que se muestra en la figura 8.6.3a, no es apropiada para calcular la frecuencia natural 
mas baja, puesto que dicha frecuencia esta asociada con el modo antisimetrico mostrado 
en la figura 8.6.3b. Si esta forma de modo se puede visualizar, sera posible aproximarla 
mediante las deflexiones estaticas debidas al propio peso de la viga aplicado hacia abajo en 
un claro y hacia arriba en el otro claro (figura 8.6.3b). 
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Figura 8.6.3 Funciones de forma resultantes del propio peso aplicado en las direcciones 
adecuadas. 


Ejemplo 8.8 

Estime la frecuencia natural de una viga uniforme en voladizo, suponiendo la funcion de forma 
obtenida a partir de las deflexiones estaticas debidas a una carga p en el extremo libre. 

Solucion 

1. Determine las deflexiones. Con el origen en el extremo sujeto, 

u(x) = ZE7^ 3Lx2 “ ( a ) 

6EI 

2. Determine la frecuencia natural a partir de la ecuacion (8.6.3). 


\—' 2 ^ 

2_^pjU{Xj) = pu(L) = P~^j 


L 


L 9 p 2 f L 9 9 9 llz? 2 ml? 

m(x)[u(x)]~ dx = m ^ r l I (3Lx 2 — x i )~ dx = 

Jo 


(6 El) 2 J Q 420 (El) 2 

Si se sustituyen las ecuaciones (b) y (c) en la ecuacion (8.6.3), resulta 

3.57 [~eT 


Esta es la primera estimacion de frecuencia en la tabla 8.5.1. 


(b) 

(c) 


Ejemplo 8.9 

Estime la frecuencia natural fundamental de la estructura de cinco niveles que se muestra en 
la figura E8.9. Suponga la funcion de forma obtenida a partir de las deflexiones estaticas, las 
cuales se deben a fuerzas laterales iguales a los pesos de los niveles w = mg. 

Solucion 

1. Determine las deflexiones debidas a las fuerzas aplicadas. Las deflexiones estaticas se 
determinan, como se muestra en la figura E8.9, calculando las fuerzas cortantes de entrepiso y 
los desplazamientos de entrepiso resultantes en cada nivel; estos desplazamientos de entrepiso 
se suman desde la parte inferior hasta la superior para obtener 

r r W t 

u r = — (5 9 12 14 15) r 

k 
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Cortantes Desplazamientos Deflexiones 


Fuerzas ^e en t re pi so de entrepiso 



w 

2 w 

3 w 

4 w 
5w 


w/k 

2 w/k 

3 w/k 

4 w/k 

5 wlk 


de piso 



Figura E8.9 


2. Determine la frecuencia natural a partir de la ecuacion (8.6.4c). 

2 w(w/k)(5 + 9 + 12 + 14 + 15) 55 k 

co — g- —-— 

" w(w/k) 2 (25 + 81 + 144 + 196 + 225) 671 m 

co n = 0.286 



Esta estimacion es muy cercana al valor exacto, o> exacta = 0.285 \Jk/m, y mejor que la estima¬ 
cion de una funcion de forma lineal (ejemplo 8.6). 


LECTURA ADICIONAL 


Rayleigh, J. W. S., Theory of Sound, Dover, Nueva York, 1945; publicado originalmente en 
1894. 


APENDICE 8: FUERZAS DE INERCIA PARA LOS CUERPOS RIGIDOS 

En la figura A8.1 se muestran las fuerzas de inercia para una barra rigida, una placa rfgida 
rectangular y una placa rigida circular asociadas con las aceleraciones u x , ii y y 9 del centra de 
masa (o centra de gravedad) O. Cada cuerpo rigido tiene un espesor uniforme y su masa total m 
se distribuye de manera uniforme, el momento de inercia I 0 alrededor del eje normal a la barra 
o placa y que pasa a traves de O es tal como se indica en la figura. 
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Figura A8.1 Fuerzas de inercia para placas rigidas. 


PROBLEMAS 

8.1 Repita los incisos (a), (b) y (c) del ejemplo 8.1 con un cambio: utilice el desplazamiento ho¬ 
rizontal en C como la coordenada generalizada. Muestre que la frecuencia natural, la fraccion 
de amortiguamiento y la respuesta de desplazamiento son independientes de la eleccion del 
desplazamiento generalizado. 

8.2 Para el sistema de cuerpo rigido mostrado en la figura P8.2: 

(a) Formule la ecuacion de movimiento que rige la rotacion en O. 

(b) Determine la frecuencia natural y la fraccion de amortiguamiento. 

(c) Determine la respuesta de desplazamiento u(x, t ) a p(t ) = 8(t), la funcion delta de Dirac. 


Pit) 



Figura P8.2 
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8.3 Resuelva el problema 8.2 con un cambio: utilice el desplazamiento vertical en el centra de gra- 
vedad de la placa cuadrada como el desplazamiento generalizado. Muestre que los resultados 
son independientes de la election del desplazamiento generalizado. 

8.4 La barra rfgida de la figura P8.4 con una articulation en el centra esta unida a una base vis- 
coelastica, que puede modelarse mediante la rigidez k y el coeficiente de amortiguamiento c 
por unidad de longitud. Use la rotation de la barra como la coordenada generalizada y: 

(a) Formule la ecuacion de movimiento. 

(b) Determine la frecuencia de vibracion natural y la fraction de amortiguamiento. 



Figura P8.4 


8.5 Para el sistema de cuerpo rfgido que se muestra en la figura P8.5: 

(a) Elija una coordenada generalizada. 

(b) Formule la ecuacion de movimiento. 

(c) Determine la frecuencia de vibracion natural y la razon de amortiguamiento. 


Pit) 



L/2 , L/2 . L/2 /' L/2 


Figura P8.5 


8.6 Resuelva el ejemplo 8.3 suponiendo que la funcion de forma modificada se debe a la fuerza 
lateral en la parte superior: 


fix) 


3 x 2 _ 1 Jt 3 

2L2 2lJ 


Las fuerzas cortantes y los momentos flexionantes deben calcularse solo en la base y a media 
altura. (Tenga en cuenta que estas fuerzas se determinaron en el ejemplo 8.3 para toda la altura 
de la chimenea). 

8.7 Una chimenea de concreto reforzado con 600 pies de altura tiene una section transversal hueca 
circular con un diametro exterior de 50 pies en la base y 25 pies en la parte superior; el espesor 
de la pared es de 2 pies 6 pulg, y es uniforme en toda la altura (figura P8.7). Usando la aproxi- 
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macion de que el espesor de pared es pequeno en comparacion con el radio, se calculan la masa 
y las propiedades de rigidez a la flexion a partir del area bruta del concreto (despreciando el 
acero de refuerzo). Se supone que la chimenea esta fija en la base y se estima que su fraccion 
de amortiguamiento es de 5%. El peso unitario del concreto es de 150 lb/pie 3 y su modulo de 
elasticidad E c = 3600 ksi. Suponiendo que la funcion de forma es 

7 XX 

tZr(jc) = 1 — COS - 

2 L 

donde L es la longitud de la chimenea y jc se mide desde la base, calcule las cantidades siguien- 
tes: (a) las fuerzas cortantes y los momentos flexionantes en la base y a la mitad de la altura, y 
(b) la deflexion de la parte superior debida al movimiento del terreno definido por el espectro 
de diseno de la figura 6.9.5, escalado a una aceleracion maxima de 0.25g. 


600' 


25' 

4-*-6" 

m 




hio 7 ^ 


Figura P8.7 


8.8 


Resuelva el problema 8.7 suponiendo que la funcion de forma es 


if(x) 


3 x 2 _ 1 x 3 

lU lU 


8.9 Resuelva el problema 8.7 para una excitacion diferente: una fuerza debida a una explosion que 
varfa linealmente en la altura desde cero en la base hasta p{t) en la parte superior, donde p(t ) se 
da en la figura P8.9. 



•/})///>///////. 


Figura P8.9 
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8 . 10 - Para los marcos de cortante de tres niveles (vigas y columnas rfgidas flexibles) hechos de acero 
8.11 estructural (E = 29,000 ksi) que se muestran en las figuras P8.10 y P8.ll, w = 100 kips, 
I = 1400 pulg 4 y sus fracciones de amortiguamiento modal son de 5% para todos los modos. 
Si se supone que la funcion de forma esta dada por las desviaciones debidas a las fuerzas late- 
rales que son iguales a los pesos de cada nivel, determine los desplazamientos de los niveles, 
las fuerzas cortantes de entrepiso y los momentos de volteo en los niveles y en la base debidos 
al movimiento del terreno caracterizado por el espectro de diseno de la figura 6.9.5, escalado a 
una aceleracion maxima del terreno de 0.25g. 



Figura P8.10 
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Figura P8.ll 


8 . 12 - Resuelva los problemas 8.10 y 8.11 usando la funcion de forma dada por las deflexiones debidas 

8.13 a una fuerza lateral aplicada al nivel del techo. 

8.14 El marco de cinco niveles con vigas rfgidas que se muestra en la figura P8.14a, esta someti- 
do a una aceleracion del terreno ii g (t)\ las rigideces de entrepiso son kj. Si se supone que los 
desplazamientos aumentan linealmente con la altura sobre la base (figura P8.14b), formule 
la ecuacion de movimiento para el sistema y determine su frecuencia natural. Determine los 
desplazamientos de los niveles, las fuerzas cortantes de entrepiso y los momentos de volteo 
en cada nivel debidos al movimiento del terreno caracterizado por el espectro de diseno de la 
figura 6.9.5, escalado a una aceleracion maxima del terreno de 0.25g. 
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Figura P8.14 
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8.15 Resuelva el problema 8.14 usando la funcion de forma obtenida a partir de las deflexiones 
estaticas debidas a las fuerzas laterales iguales a los pesos de cada nivel. 

8.16 Resuelva el problema 8.14 usando la funcion de forma dada por las deflexiones debidas a una 
fuerza lateral en el nivel del techo. 

8.17 Determine la frecuencia de vibracion natural del marco con forma de L invertida que se mues- 
tra en la figura P8.17, utilizando la funcion de forma dada por las deflexiones debidas a una 
fuerza vertical en el extremo libre. Desprecie las deformaciones debidas a las fuerzas cortantes 
y axiales. El es constante. 



Figura P8.17 Figura P8.18 


8.18 (a) Utilice el metodo de Rayleigh para determinar la frecuencia de vibracion natural de una 
barra rfgida sobre dos resortes (figura P8.18) considerando la funcion de forma mostrada. Ten- 
ga en cuenta que el resultado involucra a la incognita i/f r . Grafique el valor de u> 2 n como una 
funcion de i/r r . 

(b) Use las propiedades del cociente de Rayleigh para determinar los valores exactos de las dos 
frecuencias de vibracion y las formas de vibracion correspondientes. 

8.19 La estructura en forma de paraguas que se muestra en la figura P8.19, consiste en una columna 
uniforme con rigidez a la flexion £7, la cual soporta una losa uniforme de radio R y masa m. 
Utilice el metodo de Rayleigh para determinar la frecuencia de vibracion natural de la estructu¬ 
ra. Desprecie la masa de la columna y el efecto de la fuerza axial sobre la rigidez de la columna. 
Suponga que la losa es rfgida a la flexion y que la columna es axialmente rfgida. 


Masa = m 



L 


7777 ?. 


Figura P8.19 


8.20 Utilice el metodo de Rayleigh para determinar la frecuencia de vibracion natural de la viga 
uniforme que se muestra en la figura P8.20. Suponga que la funcion de forma esta dada por las 
deflexiones debidas a una fuerza aplicada en el extremo libre. 
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Figura P8.20 


8.21 Utilice el metodo de Rayleigh para determinar la frecuencia de vibracion natural del modo 
transversal en la viga cajon del puente con tres claros del ejemplo 8.5. Suponga que la funcion 
de forma esta dada por las deflexiones debidas a la fuerza uniforme p(x) — 1 aplicada en la 
direccion transversal. Desprecie la rigidez torsional de los ejes. 

8.22 Repita el problema 8.21 utilizando un enfoque mas sencillo en el que las deflexiones sean ii(x) 
= u 0 sen(7nc/L), donde u a sea la deflexion en el centro del claro debida a la fuerza uniforme 
p(x) = 1 aplicada en la direccion transversal. 

8.23 Repita el problema 8.21 utilizando un enfoque mas sencillo en el que las deflexiones sean u(x) 
= u 0 \/f(x), donde u 0 sea la deflexion en el centro del claro debida a la fuerza uniforme p(x ) = 1 
aplicada en la direccion transversal, y que 


fix) 


16 x 

y l 



Tenga en cuenta que ^j/(x) es la forma modificada de una viga simplemente apoyada y sin ele- 
mentos de apoyo, sometida a la fuerza transversal p(x) = 1. 

8.24 Repita el problema 8.21 con un cambio: considere la rigidez a la torsion de los ejes. 

8.25 Un puente simplemente apoyado con un solo claro de L pies tiene una cubierta con seccion 
transversal uniforme de masa m por unidad de longitud y rigidez a la flexion EL Una fuerza 
p a por unidad de longitud muy larga y distribuida de manera uniforme (que representa a un 
tren muy largo) viaja por el puente a una velocidad uniforme v (figura P8.25). Determine una 
ecuacion para la deflexion en el centro del claro como una funcion del tiempo. Desprecie el 
amortiguamiento y suponga que la funcion de forma es \jr(x) = sen(7r x/L). 


Po 


^ _ , 








_O V 











rn^El 
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Figura P8.25 


8.26 Una fuerza pulsante p(t) = p 0 cos a>t viaja a traves del puente de la figura P8.25 a una velocidad 
uniforme v, tal como se muestra en la figura P8.26. Determine una ecuacion para la deflexion 
en el centro del claro como una funcion del tiempo. Desprecie el amortiguamiento y suponga 
que la funcion de forma es i{r(x) — sen(Tcx/L). 


Pit ) 



Figura P8.26 
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Ecuaciones de movimiento, 
planteamiento del problema 
y metodos de solucion 


AVANCE 

En este primer capitulo de la parte II los problemas de la dinamica estructural se formulan 
para estructuras discretizadas como sistemas con un numero finito de grados de libertad. 
Primero se desarrollan ecuaciones de movimiento para un sistema simple de varios grados 
de libertad (VGDL); se selecciona un marco de cortante de dos niveles para permitir una 
visualizacion sencilla de las fuerzas elasticas, de amortiguamiento y de inercia. Despues, 
se presenta una formulacion general para los sistemas de VGDL sometidos a fuerzas ex- 
ternas o a movimientos del terreno inducidos por los sismos. Mas adelante, se ilustra esta 
formulacion general mediante algunos ejemplos y se aplica al desarrollo de las ecuaciones 
de movimiento para edificios de varios niveles; primero para edificios de planta simetrica 
y luego para edificios de planta asimetrica. Posteriormente, la formulacion para el analisis 
de la respuesta sismica se extiende a los sistemas sometidos a un movimiento del terreno 
espacialmente variable y a los sistemas inelasticos. El capitulo termina con una descripcion 
general de los metodos para resolver las ecuaciones diferenciales que controlan el movi¬ 
miento de una estructura y de como esta organizado este estudio del analisis dinamico de 
los sistemas de VGDL. 


9.1 SISTEMA SENCILLO: EDIFICIO CORTANTE DE DOS NIVELES 

En primer lugar se formulan las ecuaciones de movimiento para el sistema de VGDL mas sen- 
cillo posible, un marco muy idealizado de dos niveles sometido a las fuerzas externas p\(t) y 
p 2 (t ) (figura 9.1.1a). En esta idealizacion, los sistemas de vigas y pisos son rfgidos (demasiado 
rfgidos) a la flexion y se desprecian varios factores: la deformacion axial de las vigas y las co- 
lumnas, y el efecto de la fuerza axial sobre la rigidez de las columnas. Aunque esta idealizacion 
de marco o edificio de cortante es poco realista, resulta conveniente para ilustrar como se desa- 
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Figura 9.1.1 (a) Marco de cortante de dos niveles; (b) fuerzas que actuan sobre las dos masas. 


rrollan las ecuaciones de movimiento para un sistema de VGDL. Mas adelante, la formulation 
se extendera a idealizaciones mas realistas de los edificios que tienen en cuenta la flexion y las 
rotaciones de los nudos, asi como a otras estructuras distintas a los edificios. 

La masa se distribuye en todo el edificio, pero se idealizara como si estuviera concen- 
trada en los niveles de los pisos. Este supuesto suele ser apropiado para edificios con varios 
niveles, porque la mayor parte de la masa del edificio se encuentra, en efecto, al nivel de 
los pisos. 

Del mismo modo que en los sistemas de 1GDL (capitulo 1), se supone que la disipa- 
cion de energia en una estructura se representa por un mecanismo de amortiguamiento vis- 
coso lineal. Si la disipacion de energia se asocia con las deformaciones en cada entrepiso, 
los amortiguadores viscosos pueden visualizarse de la manera mostrada. 

El numero de desplazamientos independientes, requerido para definir las posiciones 
desplazadas de todas las masas en relation con su position de equilibrio original, se deno- 
mina numero de grados de libertad. El marco de dos niveles de la figura 9.1.1a, con una 
masa concentrada al nivel de cada piso, tiene dos grados de libertad: los desplazamientos 
laterales U\ y u 2 de los dos niveles en la direction del eje x. 


9.1.1 Uso de la Segunda ley del movimiento de IMewton 


Las fuerzas que actuan sobre cada nivel de masa ny se muestran en la figura 9.1.1b. Estas 
incluyen la fuerza externa pft), la fuerza restauradora elastica (o inelastica) f Sj , y la fuerza 
de amortiguamiento f D j. La fuerza externa se considera positiva a lo largo de la direction po- 
sitiva del eje x. Las fuerzas elastica y de amortiguamiento mostradas actuan en la direction 
opuesta, ya que son las fuerzas internas que se resisten a los movimientos. 

Entonces, la Segunda ley del movimiento de Newton da para cada masa: 


Pj ~ fsj ~ fDj = nijUj o nijUj + f Dj + f Sj = pj(t) (9.1.1) 


La ecuacion (9.1.1) contiene dos ecuaciones para j = 1 y 2, las cuales pueden escribirse en 
forma matricial: 


m i 0 

0 m 2 



(9.1.2) 
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La ecuacion (9.1.2) puede escribirse en forma compacta como 

mu + i D + i s = p(0 

mediante la introduccion de la siguiente notacion: 

_ \ fm 


(9.1.3) 


Ml 
M 2 


m 


m\ 0 
0 m 2 


in = 


fD2 


is = 


fsi 

fsi 


_ | Pi 

P2 


donde m es la matriz de masa para el marco de cortante de dos niveles. 

Si se supone un comportamiento lineal, las fuerzas elasticas restauradoras f v se re- 
lacionan enseguida con los desplazamientos u de los niveles. Para este fin se introduce la 
rigidez lateral kj del j-6 simo entrepiso; esta relaciona el cortante V) del entrepiso con su 
deformacion o desplazamiento relativo, A, = uj - m /H , mediante 

Vj = kj Aj (9.1.4) 

La rigidez del entrepiso es la suma de las rigideces laterales de todas las columnas de tal 
entrepiso. Para un entrepiso de altura h y una columna con modulo E y segundo momento 
de area I c , la rigidez lateral de una columna con extremos empotrados, implicita en la idea¬ 
lization de un edificio de cortante, es \2EIJh 3 . Asi, la rigidez del entrepiso es 


k i 


^ 12 EI C 

columnas 


(9.1.5) 


A1 haber definido las rigideces de los entrepisos, es posible relacionar las fuerzas 
elasticas restauradoras f sl y f S2 con los desplazamientos del nivel, m, y u 2 . La fuerza / vl en el 
primer nivel se compone de dos contribuciones: f^\ del entrepiso superior y f h sl del entre¬ 
piso inferior. Por lo tanto, 

fsi = fsi + fsi 


que, despues de sustituir la ecuacion (9.1.4) y teniendo en cuenta que A] = u l y A 2 = m 2 
- iq, se convierte en 

fsi = k\u\ +k 2 (u\ - u 2 ) (9.1.6a) 

La fuerza / V2 en el segundo nivel es 

fs 2 = k 2 {u 2 ~ mi) (9.1.6b) 


Observe que f a sl y f S2 son iguales en magnitud y opuestas en direccion porque ambas re- 
presentan el cortante en el segundo entrepiso. En forma matricial, las ecuaciones (9.1.6a) 
y (9.1.6b) son 


fsi 

fs2 


k\ + k 2 —k 2 
—k 2 k 2 



o fs = ku 


(9.1.7) 


Asf, el vector de fuerzas restauradoras elasticas f v y el vector de desplazamiento u se rela- 
cionan a traves de la matriz de rigidez k para el edificio de cortante de dos niveles. 

Enseguida, las fuerzas de amortiguamiento / /)i y f D2 se relacionan con las velocidades 
de los niveles in y u 2 - El coeficiente de amortiguamiento del j-esimo entrepiso c ; relaciona 
el cortante Vj del entrepiso debido a los efectos de amortiguamiento con la velocidad A j 
asociada con la deformacion del entrepiso mediante 


(9.1.8) 
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De una manera similar a la ecuacion (9.1.6), es posible deducir 


fD\ = C i U i + C 2 (Ul ~ U 2 ) 

En forma matricial, la ecuacion (9.1.9) es 


fD2 = C 2 (U 2 ~ III) 


\ fox 
\ fl)2 


Cl + c 2 —C 2 
-c 2 C 2 



o i D = cu 


(9.1.9) 


(9.1.10) 


El vector de la fuerza restauradora del amortiguamiento 1), y el vector de velocidad li se re- 
lacionan a traves de la matriz de amortiguamiento c para el edificio cortante de dos niveles. 
Ahora, se sustituyen las ecuaciones (9.1.7) y (9.1.10) en la ecuacion (9.1.3) para obtener 

mu + cu + ku = p(r) (9.1.11) 

Esta ecuacion matricial representa dos ecuaciones diferenciales ord in arias que controlan 
los desplazamientos Ui(t) y u 2 (t) del marco de dos niveles sometido a las fuerzas externas 
dinamicas /?,(?) y p 2 {t). Cada ecuacion contiene las dos incognitas w, y u 2 . Por lo tanto, las 
dos ecuaciones estan acopladas y presentadas de esta manera deben resolverse simultanea- 
mente. 


9.1.2 Equilibrio dinamico 

De acuerdo con el principio de D’Alembert (capftulo 1), al incluir las fuerzas de inercia, 
un sistema dinamico esta en equilibrio en cada instante de tiempo. Para las dos masas en 
el sistema de la figura 9.1.1a en la figura 9.1.2 se muestran los diagramas de cuerpo libre, 
incluyendo las fuerzas de inercia. Cada fuerza de inercia es igual al producto de la masa 
por su aceleracion, y actua en sentido opuesto a la direccion de la aceleracion. A partir de 
los diagramas de cuerpo libre, la condicion de equilibrio dinamico tambien da la ecuacion 
(9.1.3), que conduce a la ecuacion (9.1.11), como se mostro en la seccion anterior. 


P,(0 ■ 


f ^ I 

Js2^ T 

d D 


Jn 

~Qr 


P fi) ■ 


Jr 

<> 


~fs\ ** ^d\ 


Figura 9.1.2 Diagramas de cuerpo libre. 


9.1.3 Sistema de masa-resorte-amortiguador 

Se ha presentado el sistema lineal de dos grados de libertad idealizando un marco de dos 
niveles (un enfoque que deberfa ser atractivo para los estudiantes de ingenierfa estructural). 
Sin embargo, el sistema clasico de dos grados de libertad que se muestra en la figura 9.1.3a 
consta de dos masas conectadas mediante resortes y amortiguadores viscosos lineales, so- 
metidas a las fuerzas externas p x {f) y p 2 (t). En cualquier instante de tiempo, las fuerzas que 
actuan sobre las dos masas son como se muestran en sus diagramas de cuerpo libre (figura 
9.1.3b). Las condiciones resultantes del equilibrio dinamico tambien conducen a la ecua¬ 
cion (9.1.11), donde u, m, c, k y p(f) estan definidas como se hizo anteriormente. 
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Superficie sin friction 


(b) 
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—►PiCO 

mjh 





■ P 2 (t ) 


Figura 9.1.3 (a) Sistema de dos grados de libertad, (b) diagramas de cuerpo libre. 


Ejemplo 9.1a 

Formule las ecuaciones de movimiento para el marco de cortante de dos niveles que se muestra 
en la figura E9.1a. 

Solution La ecuacion (9.1.11) se ha especificado para este sistema a fin de obtener su ecua¬ 
cion de movimiento. Para ello, se observa que 

m i = 2m m 2 — m 

, _ „ 12(2 EI C ) _ 48 EI C , _ „ 12 (EI C ) _ 24EI C 

1 /t 3 h 3 2 ~ /t 3 /t 3 

A1 sustituir estos datos en las ecuaciones (9.1.2) y (9.1.7), se obtienen las matrices de masa y 
rigidez: 


\2 01 

24 EI C 

1 r — L 

[ 3 

-n 

Lo ij 

ft? 

L-i 

l J 


Si se sustituyen m y k en la ecuacion (9.1.11), resultan las ecuaciones que controlan este sis¬ 
tema sin amortiguamiento: 


m 


-2 

.0 



+ 24 


,£7c 

/t 3 




f Ml 1 = I Pl(t) 1 
1 M2 I 1 P2(t) J 


Observe que la matriz de rigidez es no diagonal, lo que implica que las dos ecuaciones estan 
acopladas y que, expresadas de esta manera, deben resolverse al mismo tiempo. 



2 EL 




7777. 


Figura E9.1a 






























352 


Ecuaciones de movimiento, planteamiento del problema y metodos de solucion Capftulo 9 



-JS2 

-/si 


Desplazamientos « ■ Desplazamientos m 
V elocidades it- 


Aceleraciones ii 


(a) 


(b) 



(c) 


(d) 


Figura 9.1.4 (a) Sistema; (b) componente de rigidez; (c) componente de amortiguamiento; (d) compo- 

nente de masa. 


9.1.4 Componentes de rigidez, amortiguamiento y masa 

En esta section se formulan las ecuaciones que controlan al marco de cortante de dos niveles 
con base en un punto de vista alternative. Bajo la action de las fuerzas externas p { (t) y p 2 (t) 
el estado del sistema en cualquier instante de tiempo esta descrito por los desplazamientos 
Uj(t), las velocidades iij ( t ), y las aceleraciones lift), vea la figura 9.1.4a. Ahora, visualice este 
sistema como la combination de tres componentes puros: (1) componente de rigidez: 
el marco sin amortiguamiento o masa (figura 9.1.4b); (2) componente de amortiguamiento: el 
marco con su propiedad de amortiguamiento, pero sin rigidez o masa (figura 9.1.4c); y (3) 
componente de masa: las masas de los niveles sin la rigidez o el amortiguamiento del marco 
(figura 9.1.4d). Las fuerzas externas f Sj en el componente de rigidez se relacionan con los 
desplazamientos mediante la ecuacion (9.1.7). De manera similar, las fuerzas externas^ en 
el componente de amortiguamiento se relacionan con las velocidades mediante la ecuacion 
(9.1.10). Por ultimo, las fuerzas externas fa en el componente de masa se relacionan con las 
aceleraciones por medio de f 7 = mii. Por lo tanto, las fuerzas externas p(f) sobre el sistema 
pueden visualizarse como distribuidas entre los tres componentes de la estructura. Asf, la 
suma f s + + f, debe ser igual a las fuerzas pit) aplicadas, lo que conduce a la ecuacion 

(9.1.3). Este punto de vista alternative puede parecer innecesario para el marco de cortante 
de dos niveles, pero puede ser util al visualizar la formulation de las ecuaciones de movi¬ 
miento para los sistemas complejos de VGDL (section 9.2). 


9.2 ENFOQUE GENERAL PARA LOS SISTEMAS LINEALES 

Aunque la formulation de las ecuaciones de movimiento en las secciones anteriores es facil 
de visualizar para un edificio de cortante y otros sistemas sencillos, no resulta adecuada 
para las estructuras complejas. Con este proposito, en esta section se presenta un enfoque 
mas general. Se definen tres tipos de fuerza (las fuerzas de inertia, elasticas y de amortigua¬ 
miento) y se usa la linea de razonamiento que se presenta en la section 9.1.4 para desarro- 
llar las ecuaciones de movimiento. Antes de definir las fuerzas, es necesario discretizar la 
estructura y definir los grados de libertad. 
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TV??. 



Figura 9.2.1 Grados de libertad: (a) incluyendo la deformacion axial, 18 grados de libertad, (b) descar- 
tando la deformacion axial, 8 grados de libertad. 


9.2.1 Discretizacion 

Una estructura reticular puede idealizarse como un conjunto de elementos (vigas, colum- 
nas, muros) interconectados en puntos nodales o nodos (figura 9.2.1a). Los desplazamien- 
tos de los nodos son los grados de libertad. En general, un nodo en un marco piano de dos 
dimensiones tiene tres grados de libertad (dos traslaciones y una rotacion). Un nodo en un 
marco tridimensional tiene seis grados de libertad: tres traslaciones (las componentes x,y y 
z) y tres rotaciones (alrededor de los ejes x,y y z). 

Por ejemplo, un marco piano de dos niveles y dos crujfas tiene seis nodos y 18 grados 
de libertad (figura 9.2.1a). En el analisis de la mayorfa de los edificios, las deformaciones 
axiales de las vigas pueden descartarse y las deformaciones axiales de las columnas no ne- 
cesitan tomarse en cuenta para los edificios de baja altura. Con estos supuestos, el marco de 
dos niveles y dos crujfas tiene ocho grados de libertad (figura 9.2.1b). Esta es la idealization 
estructural que se utiliza para ilustrar un enfoque general en la formulation de ecuaciones 
de movimiento. Las fuerzas dinamicas externas se aplican sobre los nodos (figura 9.2.2). 
Los momentos externos del p 3 (f) al p s (t) son iguales a cero en la mayorfa de los casos prac- 
ticos. 



Figura 9.2.2 Fuerzas dinamicas externas, 

p(0- 
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9.2.2 Fuerzas elasticas 

Se relacionaran las fuerzas externas fy sobre el componente de rigidez de la estructura con 
los desplazamientos resultantes (figura 9.2.3a). Para los sistemas lineales esta relation 
puede obtenerse mediante el metodo de superposition y el concepto de los coeficientes de 
influencia de rigidez. 

Se aplica un desplazamiento unitario a lo largo del grado de libertad j, manteniendo 
los otros desplazamientos en cero, de la manera mostrada; para mantener estos desplaza¬ 
mientos es necesario aplicar fuerzas a lo largo de todos los grados de libertad. El coeficiente 
de influencia de rigidez k t) es la fuerza requerida a lo largo del grado de libertad i debido 
al desplazamiento unitario en el grado de libertad j. En particular, las fuerzas k n (i = 1, 
2, ..., 8) mostradas en la figura 9.2.3b son necesarias para mantener la configuration defor- 
mada que se asocia con u\ = 1 y todos los demas u } = 0. De manera similar, las fuerzas k i4 
(i = 1, 2, ..., 8) mostradas en la figura 9.2.3c son necesarias para mantener la configuration 
deformada que se asocia con m 4 = 1 y todos los demas Uj = 0. Todas las fuerzas en la figura 

9.2.3 aparecen con signo positivo, pero algunas pueden ser negativas para ser consistentes 
con las deformaciones impuestas. 

La fuerza/ s en el grado de libertad i, asociada con los desplazamientos Uj, j = 1 a N 
(figura 9.2.3a), se obtiene por superposition: 

fsi = knu\ + k i2 U 2 + ■■■ + kjjUj + ■■■ + k iN u N (9.2.1) 



Figura 9.2.3 (a) Componente de rigidez del marco; (b) coeficientes de influencia de rigidez para 

u i = 1; (c) coeficientes de influencia de rigidez para h 4 = 1. 
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Para cada i = I a N existe una ecuacion de ese tipo. El conjunto de N ecuaciones puede 
escribirse en forma matricial: 


o 


fsi - 


- k 11 k 12 ■ ■ • k\j ■ ■ ■ k\ N - 


U\ 

fsi 

= 

k 2 \ k 2 2 ■■■ k 2 j k 2 N 


u 2 

fsN ~ 


L k N i kw2 •" kffj ••• k NN J 


un 


f s = ku 


(9.2.2) 


(9.2.3) 


donde k es la matriz de rigidez de la estructura; es una matriz simetrica (es decir, k rj = kj t ). 

La matriz de rigidez k para un sistema discretizado puede determinarse mediante 
varios metodos. Lay-esima columna de k puede obtenerse al calcular las fuerzas ky (i = 1, 
2, N) necesarias para producir u f = I (con todos los demas w, = 0). Para las estructuras 
sencillas con pocos grados de libertad se pueden implementar estos calculos mediante el 
metodo del equilibrio directo; sin embargo, no es practico para las estructuras complejas o 
para su aplicacion en computadora. El metodo que se utiliza con mas frecuencia es el me¬ 
todo de la rigidez directa, en el que se ensamblan las matrices de rigidez de los elementos 
individuales para obtener la matriz de rigidez de toda la estructura. Este y otros metodos 
deben resultar familiares para el lector. Por lo tanto, no se desarrollaran en este libro y, para 
cada problema a resolver, se utilizara el metodo adecuado mas simple. 


9.2.3 Fuerzas de amortiguamiento 


Como se menciono en la seccion 1.4, por lo general, los mecanismos mediante los que se disi- 
pa la energia de una estructura en vibracion pueden idealizarse mediante un amortiguamiento 
viscoso equivalente. Con este supuesto, se relacionan las fuerzas externas / ;); que actuan sobre 
el componente de amortiguamiento de la estructura con las velocidades (figura 9.2.4). Se 
impone una velocidad unitaria en la direction del grado de libertad j, mientras que las veloci¬ 
dades en todos los demas grados de libertad se mantienen en cero. Estas velocidades generaran 
fuerzas internas de amortiguamiento que se resisten a las velocidades, y se requerirfan fuerzas 
externas para equilibrar dichas fuerzas. El coeficiente de influencia de amortiguamiento c Vj es 
la fuerza externa en el grado de libertad i debida a la velocidad unitaria en el grado de libertad 
j. La fuerza f Di en el grado de libertad i asociada con las velocidades uj,j = I a N (figura 9.2.4), 
se obtiene por superposition: 

fDi = CilUl + Ci2U2 + • • • + Cijiij + • • • + CiNliN (9.2.4) 



□ Nodo; sin 

masa concentrada 


Figura 9.2.4 Componente de amortiguamiento del marco. 
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A1 compilar todas las ecuaciones para i = 1 a IV y escribirlas en forma matricial, resulta 


■ /d\ - 


■ C\\ 

c 12 ■ 

■ c i; ■ 

C\N ‘ 


iii 

fD2 

= 

C21 

C22 

■ C2j ‘ 

C2N 


U2 

- Idn - 


- CN1 

CN2 ■ 

■ c Nj ■ 

CNN - 


Un 


to = cu 


(9.2.5) 


(9.2.6) 


donde c es la matriz de amortiguamiento para la estructura. 

El calculo de los coeficientes c, ; de la matriz de amortiguamiento directamente a partir 
de las dimensiones de la estructura y de los tamanos de los elementos estructurales no re¬ 
sulta practico. Por lo tanto, los valores de amortiguamiento para sistemas de VGDL suelen 
especificarse mediante valores numericos de los coeficientes de amortiguamiento, como se 
hace para los sistemas de 1GDL. con base en datos experimentales para estructuras simila- 
res (capitulo 11). Existen metodos para construir la matriz de amortiguamiento a partir de 
los coeficientes de amortiguamiento conocidos (capftulo 11). 


9.2.4 Fuerzas de inercia 


En esta seccion se relacionaran las fuerzas externas fy que actuan sobre el componente de 
masa de la estructura con las aceleraciones iij (figura 9.2.5a). Se aplica una aceleracion 
unitaria a en la direccion del grado de libertad /, mientras que las aceleraciones en todos los 


Fuerzas f / 
Aceleracionesii 


"a>-*§>- 


1 m 


'V/*- 

1 

1 

/n_ 

1 

| 

1 

i _ 

1 

1 

_//4 

4 - 

i 

i 

1 □ 

1 

1 

1 


i 

1 

7&7?. 



(a) 


r 

‘to. 

m 2\ 

i 

1 

1 

Jo 1 

4 


i □ Masa concentrada en el nodo 


"‘3! 41 


Wlci \ Jfl 

- - - -V - 
1 




34 


44 


I 

\ = i i 


‘24 


54> 




5505 

(b) 


5505 


5505 


5505 

(c) 


5505 


Figura 9.2.5 (a) Componente de masa del marco; (b) coeficientes de influencia de masa para w, = 1; 

(c) coeficientes de influencia de masa para ii 4 = 1. 
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demas grados de libertad se mantienen en cero. Segun el principio de D’Alembert, las fuer- 
zas de inercia ficticias se oponen a estas aceleraciones; por lo tanto, se requeriran fuerzas 
externas para equilibrar estas fuerzas de inercia. El coeficiente de influencia de masa m, ; es 
la fuerza externa en el grado de libertad i debida a la aceleracion unitaria a lo largo del grado 
de libertad j. En particular, las fuerzas m n (i = 1, 2, ..., 8) mostradas en la figura 9.2.5b son 
necesarias en los diversos grados de libertad para equilibrar las fuerzas de inercia asociadas 
con ii 1 = 1 y todas las demas w' ; = 0. De manera similar, las fuerzas m j4 (i = 1, 2, ..., 8) 
mostradas en la figura 9.2.5c estan asociadas con la aceleracion n 4 = 1 y todas las demas 
iij = 0. La fuerza f n en el grado de libertad i asociada con las aceleraciones ii j: j = la N 
(figura 9.2.5a), se obtiene por superposition: 

fji = mau\ + rrii 2 U 2 + ••• + trijjiij + ■■■ + muyii n (9.2.7) 

Para cada i = la N existe una ecuacion de ese tipo. El conjunto de N ecuaciones puede 
escribirse en forma matricial: 


' fn 

mu 

m 12 ■■ 

■ mij ■ 

■ m lN - 


Ml 

fn 

m 2 \ 

111 22 ■ 

■ m v ■ 

■ m 2N 


U 2 

- flN 

m N i 

m N 2 ■ 

■ m Nj ■ 

m n n- 


■ Un - 


f/ = mii (9.2.9) 

donde m es la matriz de masa. A1 igual que la matriz de rigidez, la matriz de masa es sime- 
trica (es decir, my = /?;,,)■ 

En una estructura real, la masa se distribuye en toda su longitud, pero puede idealizarse 
como concentrada en los nodos de la estructura discretizada; por lo general, una idealiza- 
cion de masa concentrada resulta satisfactory. La masa concentrada en un nodo se determi- 
na a partir de la porcion del peso que puede asignarse de manera razonable a tal nodo. Cada 
elemento estructural se sustituye por masas puntuales en sus dos nodos, donde la distribu- 
cion de las dos masas se determina mediante el analisis estatico del elemento bajo su propio 
peso. La masa concentrada en un nodo de la estructura es la suma de las contribuciones de 
las masas de todos los elementos estructurales conectados a tal nodo. Este procedimiento se 
ilustra de manera esquematica en la figura 9.2.6 para un marco de dos niveles y dos crujtas, 
donde la masa de la viga incluye a la masa de la losa de piso que sostiene. Las masas con- 
centradas en los diferentes nodos se identifican como m u , m h , etcetera. 


Elemento estructural 





Figura 9.2.6 Concentracion de masas en los nodos estructurales. 
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Una vez que se han calculado las masas concentradas en los nodos, la matriz de masa 
de la estructura puede formularse con facilidad. Considere de nuevo el marco de dos niveles 
y dos crujfas de la figura 9.2.1b. Las fuerzas externas asociadas con la aceleracion ii l = 1 
(figura 9.2.5b) son m u = m h donde m , = m a + m b + m c (figura 9.2.6c) y m n = 0 para i = 
2, 3, ..., 8. Del mismo modo, las fuerzas externas m i4 asociadas con u 4 = 1 (figura 9.2.5c) 
son cero para toda i, excepto, quiza, para i = 4. El coeficiente de m 44 es igual a la inercia 
rotacional de la masa concentrada en el nodo intermedio del primer piso. Esta inercia rota- 
cional tiene una influencia insignificante sobre la dinamica de las estructuras practicas, por 
lo que se establece que m 44 = 0 . 

Entonces, para una idealization de masa concentrada, la matriz de masa suele ser 
diagonal: 

m 4 j =0 i 7 ^ j nijj = nij o 0 (9.2.10) 

donde nij es la masa concentrada asociada con el j-esimo grado de libertad traslacional y 
rrijj = 0 para un grado de libertad de rotacional. La masa concentrada en un nodo esta aso¬ 
ciada con todos los grados de libertad traslacionales de dicho nodo: ( 1 ) los grados de liber¬ 
tad horizontales (x) y verticales (z) para un marco de dos dimensiones y (2) los tres grados 
de libertad traslacionales (x, yy z) para un marco tridimensional. 

La representation de masas puede simplificarse para los edificios de varios niveles debi- 
do a los efectos restrictivos de las losas o diafragmas de piso. Por lo general, cada diafragma 
de piso se considera rfgido en su propio piano, pero es flexible a la flexion en la direction 
vertical, que es una representacion razonable del comportamiento real de varios tipos de sis- 
temas de piso (por ejemplo, el concrete colado en el sitio). La introduction de este supuesto 
implica que ambos grados de libertad horizontales (x y y) de todos los nodos en un nivel estan 
relacionados con los tres grados de libertad de cuerpo rfgido del diafragma de piso en su pro¬ 
pio piano. Estos tres grados de libertad del diafragma del j-esimo nivel, definidos en el centro 
de la masa, son las traslaciones u JX y u jy en las direcciones xy y,y la rotation w ;/ , alrededor del 
eje vertical (figura 9.2.7). Por lo tanto, la masa debe definirse solo en estos grados de libertad 
y no necesita identificarse por separado para cada nodo. La masa del diafragma proporciona 
la masa asociada con los grados de libertad u JX y u jy , y el momento de inercia del diafragma 
alrededor del eje vertical a traves de O da la masa asociada con el grado de libertad u j9 . La 
masa del diafragma debe incluir las contribuciones de la carga muerta y la carga viva sobre el 
diafragma, de los elementos estructurales (columnas, muros, etcetera) y de los elementos no 
estructurales (muros divisorios, acabados arquitectonicos, etcetera) entre los pisos. 

La idealizacion de masas para un edificio de varios niveles se complica si el diafragma 
de piso no puede suponerse rfgido en su propio piano (por ejemplo, en un sistema de piso 
con viguetas de madera y laminas de madera contrachapada). La masa del diafragma debe 
entonces asignarse a los nodos individuales. Las cargas muertas y vivas distribuidas al nivel 


Figura 9.2.7 Grados de libertad 
para un diafragma de piso rigido en 
el piano, con masa distribuida. 
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4 5 6 



Figura 9.2.8 Areas tributarias para distribuir 
la masa de un diafragma en los nodos. 


del piso se asignan a los nodos en ese piso de acuerdo con sus areas tributarias correspon- 
dientes (figura 9.2.8). Del mismo modo, los pesos distribuidos de los elementos estructura- 
les y no estructurales en los entrepisos deben distribuirse en los nodos en las partes superior 
e inferior del nivel de acuerdo a la estatica. Ademas, en la formulacion de las propiedades 
de rigidez de la estructura, tambien debe reconocerse la flexibilidad del diafragma; para este 
proposito, el metodo de los elementos finitos (capitulo 17) es eficaz en la idealizacion de 
diafragmas flexibles. 

9.2.5 Ecuaciones de movimiento: fuerzas externas 

Ahora se escribiran las ecuaciones de movimiento para un sistema de VGDL sometido a 
las fuerzas dinamicas externas p[t), j = 1 a A. La respuesta dinamica de la estructura a 
esta excitacion esta definida por los desplazamientos lif t), las velocidades iij it) y las ace- 
leraciones iij(t),j = 1 a N. Como se menciono en la seccion 9.1.4, las fuerzas externas p(f) 
pueden visualizarse como distribuidas entre los tres componentes de la estructura: f v (?) para 
los componentes de rigidez (figura 9.2.3a), f D (t) para el componente de amortiguamiento 
(figura 9.2.4), y f ft) para el componente de masa (figura 9.2.5a). Asf, 

f/ + f D + fs = P(0 (9-2.11) 

Si se sustituyen las ecuaciones (9.2.3), (9.2.6) y (9.2.9) en la ecuacion (9.2.11), resulta 

mii + cu + ku = p(r) (9.2.12) 

Este es un sistema de N ecuaciones diferenciales ordinarias que controlan los desplaza¬ 
mientos u(f) debidos a las fuerzas p(r) aplicadas. La ecuacion (9.2.12) es el equivalente para 
VGDL de la ecuacion (1.5.2) para un sistema de 1GDL; cada termino en la ecuacion escalar 
de 1GDL se ha convertido en un vector o una matriz de orden N, el numero de grados de 
libertad en el sistema de VGDL. 

Acoplamiento de ecuaciones. Los terminos fuera de la diagonal en las matri¬ 
ces de coeficientes m, c y k se conocen como los terminos de acoplamiento. En general, 
las ecuaciones tienen acoplamientos de masa, amortiguamiento y rigidez; sin embargo, el 
acoplamiento en un sistema depende de la eleccion de los grados de libertad utilizados para 
describir el movimiento. Esto se ilustra en los ejemplos 9.2 y 9.3, en los que se aborda el 
mismo sistema ffsico con dos opciones diferentes para los grados de libertad. 
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Ejemplo 9.1b 

Formule las ecuaciones de movimiento para el marco de cortante de dos niveles de la figura 
E9.1a, utilizando coeficientes de influencia. 

Solucion 

Los dos grados de libertad de este sistema son u = (u l u 2 ) T . 


u j = 1, = 0 



= 1, u l = 0 m, - 1 


w 



22 



(C) 


(d) 


Figura E9.1b 


1. Determine la matriz de rigidez. Para obtener la primera columna de la matriz de 
rigidez, se impone u l = 1 y u 2 = 0. Los coeficientes de influencia de rigidez son ky (figura 
E9.1b). Las fuerzas necesarias en la parte superior e inferior de cada nivel para mantener la 
configuracion deformada se expresan en terminos de las rigideces k x y k 2 de los niveles (inciso 
b de la figura), tal como se definieron en la seccion 9.1.1 y se determinaron en el ejemplo 9.1a: 


, _ 48£/ c , _ 24 EI C 

k2 ~^ 


(a) 


Los dos conjuntos de fuerzas en los incisos (a) y (b) de la figura son uno y el mismo. Por lo 
tanto. 


72£/ e 

h? 


24EI c 

hi 


k n — k\ + &2 


&21 - -k2 - 


(b) 
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La segunda columna de la matriz de rigidez se obtiene de una manera similar al imponer 
m 2 = 1 con u l — 0. Los coeficientes de influencia de rigidez son k a , inciso (c) de la figura, y las 
fuerzas necesarias para mantener la configuracion deformada se muestran en el inciso (d). Los 
dos conjuntos de fuerzas en los incisos (c) y (d) son uno y el mismo. Por lo tanto. 


k 12 - ~ki 


24 EI C 
hi 


k-22 — k-2 


24 EI C 
hi 


(c) 


Al haber determinado los coeficientes de influencia de rigidez, la matriz de rigidez es 

, _ 24EI C r 3 -n 
hi [- 1 1 . 


(d) 


2. Determine la matriz de masa. Con los grados de libertad definidos en las ubicaciones 
de masa concentrada, la matriz de masa diagonal esta dada por la ecuacion (9.2.10): 


m = m 


"2 

.0 


1] 


(e) 


3. Determine las ecuaciones de movimiento. Las ecuaciones que controlan el movi- 
miento son 


mii + ku = p(f) (f) 

donde m y k estan dados por las ecuaciones (e) y (d), y p(r) = (j>i(t) p 2 (t)) T . 


Ejemplo 9.2 

Una barra rfgida uniforme de masa total m esta apoyada sobre dos resortes k x y k 2 en sus dos 
extremos y sometida a las fuerzas dinamicas que se muestran en la figura E9.2a. La barra esta 
restringida de modo que solo puede moverse verticalmente en el piano; con esta restriccion, el 
sistema tiene dos grados de libertad. 




Figura E9.2 
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Formule las ecuaciones de movimiento con respecto a los desplazamientos m, y u 2 de los dos 
extremos, como los dos grados de libertad. 


Solucion 


1. Determine las fuerzas aplicadas. Las fuerzas externas no actuan en la direccion de 
los grados de libertad y, por lo tanto, deben convertirse a las fuerzas equivalentes p l y p 2 en 
la direccion de los grados de libertad (figura E9.2b) usando las ecuaciones de equilibrio. Esto 
tambien puede lograrse mediante el principio de los desplazamientos virtuales. Asi, si se intro¬ 
duce un desplazamiento virtual Su x a lo largo del grado de libertad 1, el trabajo realizado por 
la fuerza aplicada es 


<5W 


Su i Su i 



(a) 


Del mismo modo, el trabajo realizado por las fuerzas equivalentes es 

SW = p{Su\ + p 2 ( 0) (b) 

Debido a que el trabajo realizado por los dos conjuntos de fuerzas debe ser el mismo, se igualan 
las ecuaciones (a) y (b) para obtener 


P l 


Pt_ _ M 
2 L 


(c) 


Del mismo modo, al introducir el desplazamiento virtual Su 2 , se obtiene 


Pt , P9 

p 9 = — + — 

1 2 L 


(d) 


2. Determine la matriz de rigidez■ Aplique un desplazamiento unitario u x = 1 con u 2 = 
0, e identifique las fuerzas elasticas resultantes y los coeficientes de influencia de rigidez k n y 
k 2 1 (figura E9.2c). Por la estatica, k u = k x y k 21 = 0. Ahora aplique un desplazamiento unitario 
u 2 = 1 con U\ = 0, e identifique las fuerzas resultantes elasticas y los coeficientes de influencia 
de rigidez (figura E9.2d). Por la estatica, k l2 = 0 y k 22 = k 2 . Asi, la matriz de rigidez es 


k = 


'ki 0 ‘ 

. 0 k 2 _ 


(e) 


En este caso, la matriz de rigidez es diagonal (es decir, no hay terminos de acoplamiento), por- 
que los dos grados de libertad estan definidos en las posiciones de los resortes. 


3. Determine la matriz de masa. Imponga una aceleracion unitaria ii 2 = 1 con ii 2 = 0, 
determine la distribucion de aceleraciones de la figura E9.2e y las fuerzas de inercia asociadas; 
asimismo, identifique los coeficientes de influencia de masa (figura E9.2f). Por la estatica, 
ni u = m/3 y m 2l = m/6. Del mismo modo, imponga una aceleracion unitaria ii 2 = 1 con 
ii\ = 0; al definir las fuerzas de inercia y los coeficientes de influencia de masa, y al aplicar la 
estatica se obtiene m l2 = m/6 y m 22 = m/3. Por lo tanto, la matriz de masa es 


m = 


m T2 

6 Ll 


r 

2 


(f) 


La matriz de masa esta acoplada, como lo indican los terminos fuera de la diagonal, porque la 
masa se distribuye y no se concentra en las posiciones donde estan definidos los grados de libertad. 

4. Determine las ecuaciones de movimiento. Si se sustituyen las ecuaciones (c) a (f) en 
la ecuacion (9.2.12) con c = 0, resulta 


m 

~2 nrsr 

+ Pl 

°1 

r mi ■ 


'(Pt/2) - (pg/L )" 

~6 

.1 2 J L«2 . 

+ Lo 

k 2 \ 

L«2 . 


APt/2) +{ P g/L)_ 


Las dos ecuaciones diferenciales estan acopladas a causa del acoplamiento de la masa, por los 
terminos fuera de la diagonal en la matriz de masa. 
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Ejemplo 9.3 

Formule las ecuaciones de movimiento para el sistema de la figura E9.2a, con los dos grados 
de libertad definidos en el centra de masa O de la barra rfgida: traslacion u, y rotacion u„ (figura 
E9.3a). 

Solucion 

1. Determine la matriz de rigidez . Aplique un desplazamiento unitario u, = 1 con u e = 
0, e identifique las fuerzas elasticas resultantes, asf como k„ y k e , (figura E9.3b). Por la estatica, 
k n = k\ + k 2 y k gt = ( k 2 ~ k x )L/2. Ahora, aplique una rotacion unitaria u g = 1 con u, = 0, e 
identifique las fuerzas elasticas resultantes, asf como k w y k m (figura E9.3c). Por la estatica, 
Ke = (k 2 ~ K)L/2 y kgg = ( k, + k 2 )L 2 /A. Asf, la matriz de rigidez es 

r _ r k\ + k2 (ki — k\)L /2 "I 

L (*2 - h)L /2 (ki+k 2 )L 2 / 4 ] [> 



(f) u t = 0, ii g = 1 


- - "H? = 1 


Fuerzas de inercia = - (m/L)x 



Figura E9.3 
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Observe que ahora la matriz de rigidez tiene terminos de acoplamiento porque los grados de 
libertad elegidos no son los desplazamientos en las posiciones de los resortes. 

2. Determine la matriz de masa. Imponga una aceleracion unitaria it, = 1 con ii g = 0, 
determine la distribution de la aceleracion (figura E9.3d) y las fuerzas de inercia asociadas e 
identifique m„ y m gt (figura E9.3e). Por la estatica, m„ = m y m gt = 0. Ahora imponga una ace¬ 
leracion rotacional unitaria ii g = 1 con ii, = 0, determine las aceleraciones resultantes (figura 
E9.3f) y las fuerzas de inercia asociadas, e identifique m, g y m gg (figura E9.3g). Por la estatica, 
m ^ = 0 y = ml}1 12. Tenga en cuenta que m m = I 0 , el momento de inercia de la barra 
alrededor de un eje que pasa por Oyes perpendicular al piano de rotation. Asi, la matriz de 
masa es 


m 0 
0 ml 2 /12 


(b) 


Ahora la matriz de masa es diagonal (es decir, no tiene terminos de acoplamiento) porque los 
grados de libertad de esta barra rigida estan definidos en el centra de masa. 

3. Determine las ecuaciones de movimiento. Si se sustituyen u = (u, u g ) T , p — {p, p e ) r 
y las ecuaciones (a) y (b) en la ecuacion (9.2.12), resulta 


~m 0 "I ( tit 1 , I" k\ + k 2 {k 2 — k\)L/2 1 J u t 1 _ { Pi 1 
.0 mL 2 /12 J 1 % J \_(k 2 -ki)L/2 (k\ + k 2 )L 2 /4 J j ug J i pg 1 


(c) 


Ahora, las dos ecuaciones diferenciales estan acopladas a traves de la matriz de rigidez. 

Debe tenerse en cuenta que si las ecuaciones de movimiento para un sistema estan dis- 
ponibles en un conjunto de grados de libertad, estas pueden transformarse en una election 
diferente de grados de libertad. Este concepto se ilustra para el sistema de la figura E9.2a. 
Suponga que las matrices de masa y rigidez y el vector de fuerza aplicado en el sistema estan 
disponibles para la primera option de grados de libertad, u = (ii\ u 2 ) r . Estos desplazamientos 
se relacionan con el segundo conjunto de grados de libertad, u = ( u t ug ) T , mediante 

i:;Hi ^]i:i»— 

donde a indica la matriz de transformation de coordenadas. Las matrices de rigidez y de masa 
y el vector de fuerza aplicada para los grados de libertad u estan dados por 

k = a r ka til = a r ma p = a r p (e) 

Si se sustituye a de la ecuacion (d) y k. m y p del ejemplo 9.2 en la ecuacion (e), se obtiene k 
y m, que son identicas a las ecuaciones (a) y (b), y a la p de la ecuacion (c). 


Ejemplo 9.4 

Una viga en voladizo de longitud L y sin masa soporta dos masas concentradas mL /2 y mL/4 
en su punto medio y en su extremo fibre, como se muestra en la figura E9.4a. La rigidez a la 
flexion El de la viga es uniforme. Con los cuatro grados de libertad elegidos como se muestra 
en la figura E9.4b y las fuerzas aplicadas p}t) y p 2 {t), formule las ecuaciones de movimiento 
del sistema. Desprecie las deformaciones axiales y cortantes en la viga. 

Solucion 

La viga se compone de dos elementos y tres nodos. El nodo izquierdo esta restringido 
y cada uno de los otros dos nodos tiene dos grados de libertad (figura E9.4b). Por lo tanto, el 
vector de desplazamiento u = (rq u 2 u 2 u 4 ) T . 
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Figura E9.4 
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Ecuaciones de movimiento, planteamiento del problema y metodos de solucion Capftulo 9 


1. Determine la matriz de masa. Con los grados de libertad definidos en las posiciones 
de las masas concentradas, la matriz de masa diagonal esta dada por la ecuacion (9.2.10): 


m 


mL/4 


mL /2 


(a) 


2. Determine la matriz de rigidez. Existen varios metodos disponibles para determinar 
la matriz de rigidez. Aqui se utilizara el metodo del equilibrio directo basado en la definicion 
de los coeficientes de influencia de rigidez (apendice 1). 

Para obtener la primera columna de la matriz de rigidez se impone U\ = I y u 2 = w 3 = 
m 4 = 0. Los coeficientes de influencia de rigidez son k n (figura E9.4c). Las fuerzas necesarias en 
los nodos de cada elemento de viga para mantener la configuration deformada se determinan a 
partir de los coeficientes de rigidez de la viga (figura E9.4d). Los dos conjuntos de fuerzas en las 
figuras (c) y (d) sonunoy el mismo. Asf, k\\ = 96EI/L 2 ,k 2 \ = — 96EI/L 2 , £31 = —24 EI/L 2 
y k 41 = -24 EI/L 2 . 

La segunda columna de la matriz de rigidez se obtiene de una manera similar al imponer 
u 2 = 1 con u 1 = u 3 = m 4 = 0. Los coeficientes de influencia de rigidez son k i2 (figura E9.4e) y las 
fuerzas sobre cada elemento de viga necesarias para mantener los desplazamientos impuestos se 
muestran en la figura E9.4f. Los dos conjuntos de fuerzas en las figuras (e) y (f) son uno y el mis¬ 
mo. Asi, k n = -96 EI/L 3 , k 22 = 24 EI/L 2 , k 22 = 96 EI/L 3 + 96 EI/L 3 = 192E7/L 3 y 
k 42 = -24 EI/L 1 + 24E//L 2 = 0. 

La tercera columna de la matriz de rigidez se obtiene de un modo similar al imponer 
u 3 = 1 con W| = u 2 = u 4 = 0. Los coeficientes de influencia de rigidez k a se muestran en la fi¬ 
gura E9.4g y las fuerzas nodales en la figura E9.4h. Asi, ^13 = —24EI/L 2 , k 22 = 24 EI/L 2 , 
fc 33 = %EI/L y fc 43 = 4 EI/L. 

La cuarta columna de la matriz de rigidez se obtiene de una manera similar al imponer 
u 4 = 1 con iq = u 2 = m 3 = 0. Los coeficientes de influencia de rigidez k i4 se muestran en la figu¬ 
ra E9.4i y las fuerzas nodales en la figura E9.4j. Asi k\ 4 = —24EI/L 2 , k 24 = 4EI/L, k 24 = 
-24 EI/L 2 + 24EI/L 2 = 0, y k u = 8 EI/L + 8EI/L = 16 EI/L. 

Con todos los coeficientes de influencia de rigidez determinados, la matriz de rigidez es 



12 

-12 

—3 L 

-3 L 

8£7 

-12 

24 

3 L 

0 

IX 

—3 L 

3 L 

L 2 

L 2 /2 


-3 L 

0 

L 2 /2 

2 L 2 


3. Determine las ecuaciones de movimiento. Las ecuaciones que controlan el movi¬ 
miento son 

mu + ku = p(f) (c) 

donde m y k estan dadas por las ecuaciones (a) y (b), y p(f) = (pi(t) p 2 (t) 0 0) r . 


Ejemplo 9.5 

Deduzca las ecuaciones de movimiento de la viga del ejemplo 9.4 (tambien mostrada en la fi¬ 
gura E9.5a) expresadas en terminos de los desplazamientos m, y u 2 de las masas (figura E9.5b). 

Solucion Este sistema es igual al del ejemplo 9.4, pero sus ecuaciones de movimiento se 
formularan teniendo en cuenta solo los grados de libertad traslacionales u 1 y u 2 (es decir, los 
grados de libertad rotacionales m 3 y w 4 se excluiran). 

1. Determine la matriz de rigidez. En una estructura estaticamente determinada como la 
de la figura E9.5a resulta mas facil calcular primero la matriz de flexibilidad e invertirla para 
obtener la matriz de rigidez. El coeficiente de influencia de flexibilidad fjj es el desplazamiento 
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(a) 


(b) 



ilemento (1) Elemento (2) 

Nodo (2) Nodo (1) 


fsl ~ ^’fsi ® 


f S2 ~ 1 


J 


^ /l2 (d) 


J 22 


Figura E9.5 


en el grado de libertad i debido a la fuerza unitaria aplicada en el grado de libertad j (figura 
E9.4c y d). Las deflexiones se calculan mediante los procedimientos estandar del analisis es- 
tructural para obtener la matriz de flexibilidad: 


f = 


L 3 r 16 
48£7 L 5 


5" 

2 


Los elementos fuera de la diagonal / 12 y /21 son iguales, como era de esperarse, por el teorema 
de Maxwell de las deflexiones reciprocas. A1 invertir f, se obtiene la matriz de rigidez: 


k = 


48£7 

11 ? 


2 -5' 
-5 16 


(a) 


2. Determine la matriz de masa. Esta es una matriz diagonal porque las masas concen- 
tradas se encuentran en las posiciones donde estan definidos los grados de libertad: 

' mL/4 

mL/2. 

3. Determine las ecuaciones de movimiento. Si se sustituyen m, k y p(r) = p 2 (7)) 

r en la ecuacion (9.2.12) con c = 0, resulta 


m 


(b) 


" m L /4 


mL/2 




48 EI 

11 ? 


2 -5 
-5 16 


]|;;i 


1} = f pi ( t) 1 
1 pi(t) j 


(C) 


Ejemplo 9.6 

Formule las ecuaciones de vibracion libre para el marco de dos elementos de la figura E9.6a. Para 
ambos elementos la rigidez a la flexion es El y las deformaciones axiales deben despreciarse. 
El marco no tiene masa y sostiene masas concentradas en los dos nodos de la manera mostrada. 


Solucion 


Se muestran los dos grados de libertad del marco. La matriz de masa es 


m = 



m 


(a) 


Tenga en cuenta que la masa correspondiente a ii l = 1 es 2m + m = 3m; es decir, ambas masas 
se someteran a la misma aceleracion porque la viga que las conecta es indeformable en la direc- 
cion axial. La matriz de rigidez se formula al evaluar en primer lugar la matriz de flexibilidad, 
para despues invertirla. Los coeficientes de influencia de flexibilidad se identifican en la figura 
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E9.6b y c, y las deflexiones se calculan mediante los procedimientos estandar del analisis es- 
tructural para obtener la matriz de flexibilidad: 


f 


r 3 r 


6EI 


2 3' 

3 8 


Esta matriz se invierte para determinar la matriz de rigidez: 


k = 


6EI r 8 
tU L-3 


— 3 " 
2 _ 


Asf, las ecuaciones de vibracion libre del sistema (sin amortiguamiento) son 


" 3m 

p 1 

6EI 

' 8 

PI 

jnMlO) 

m J 

l «2 

+ 7ZJ 

.-3 

2 J 

1 «2 J 1 0 J 


Ejemplo 9.7 

Formule las ecuaciones de movimiento para el marco de dos niveles de la figura E9.7a. Se 
indican la rigidez a la flexion de las vigas y columnas, asf como las masas concentradas al 
nivel de los pisos. La excitacion dinamica consiste en las fuerzas laterales p, (f) y p 2 (t) al nivel 
de los dos pisos. La altura de los entrepisos es h y el ancho de las crujfas es 2 h. Desprecie las 
deformaciones axiales en las vigas y columnas. 




(a) 


Figura E9.7 
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Solucion El sistema tiene los seis grados de libertad mostrados en la figura E9.7a: los des- 
plazamientos laterales u x y u 2 de los pisos y las rotaciones conjuntas m 3 , m 4 , u s y u 6 . El vector 
de desplazamiento es 

u = (mi U 2 M 3 M 4 M 5 u(,) t (a) 


La matriz de masa esta dada por la ecuacion (9.2.10): 

'2 


1 


0 


(b) 


Los coeficientes de influencia de rigidez se evaluan siguiendo el procedimiento del ejemplo 
9.4. Se impone un desplazamiento unitario, de uno en uno, para cada grado de libertad mientras 
los otros cinco grados de libertad se restringen, y los coeficientes de influencia de rigidez (por 
ejemplo, los mostrados en las figuras E9.7b y c para m, = 1 y m 3 = 1, respectivamente) se calcu- 
lan mediante la estatica a partir de las fuerzas nodales para los distintos elementos estructurales 
asociados con los desplazamientos impuestos. Estas fuerzas nodales se determinan de acuerdo 
con los coeficientes de rigidez de las vigas (apendice 1). El resultado es 



- 72 

-24 

6 h 

6/7 

—6/7 

—6/7 


-24 

24 

6h 

6/7 

6/7 

6/7 

El 

6h 

6h 

16/7 2 

2h 2 

2h 2 

0 

k = —j- 

h 2 

6 h 

6 h 

2/7 2 

I6/7 2 

0 

2 h 2 


—6 h 

6h 

2 / 7 2 

0 

6/7 2 

h 2 


6 h 

6h 

0 

2h 2 

h 2 

6/7 2 _ 


Las fuerzas dinamicas aplicadas son las fuerzas laterales pi(t) y p 2 {t) en los dos niveles 
sin ningiin momento en los nodos. Asf, el vector de la fuerza aplicada es 

P(0 = </>i(0 P2(t) 0 0 0 0) r (d) 


Las ecuaciones del movimiento son 

mii + ku = p (t) (e) 

donde u, m, k y p(?) estan dadas por las ecuaciones (a), (b), (c) y (d), respectivamente. 


9.3 CONDENSACION ESTATICA 

El metodo de condensacion estatica se utiliza para eliminar de los analisis dinamicos aquellos 
grados de libertad de una estructura a los cuales se les asigna una masa cero; sin embargo, 
todos los grados de libertad se incluyen en el analisis estatico. Considere el marco con dos 
niveles y dos crujfas que se muestra en la figura 9.3.1. Si se desprecian las deformaciones 
axiales en los elementos estructurales, el sistema tiene ocho grados de libertad para la formu- 
lacion de su matriz de rigidez (figura 9.3.1a). Como se indico en la seccion 9.2.4, la masa de la 
estructura suele idealizarse como concentrada en los nodos (figura 9.3.1b), y la matriz de masa 
contiene cero elementos diagonales en los grados de libertad rotacionales (vea tambien el 
ejemplo 9.7). Estos son los grados de libertad que pueden eliminarse del analisis dinamico de 
la estructura siempre que la excitacion dinamica no incluya ninguna fuerza externa en los gra¬ 
dos de libertad rotacionales, como en el caso de una excitacion stsmica (seccion 9.4). Incluso 
si los grados de libertad verticales del edificio se incluyen en la formulacion de la matriz de 
rigidez, tambien pueden eliminarse del analisis dinamico (debido a que los efectos inerciales 
asociados con los grados de libertad verticales de los marcos de edificio suelen ser pequenos) 
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Figura 9.3.1 (a) Grados de libertad para las fuerzas elasticas (se desprecian las deformaciones axiales); 

(b) grados de libertad para las fuerzas de inercia. 


siempre que la excitation dinamica no incluya fuerzas verticales en los nodos, como en el caso 
de un movimiento horizontal del terreno (section 9.4). 

Las ecuaciones de movimiento para un sistema que excluye el amortiguamiento 
(ecuacion 9.2.12) se escriben en forma separada: 



donde u 0 indica los grados de libertad sin masa y u f los grados de hbertad con masa, tambien 
conocidos como los grados de libertad dinamicos; k,„ = k T 0t . Las dos ecuaciones separadas son 

m„u r + k f ,u, + k, 0 u 0 = p,(t) k 0f u, + k 00 u 0 = 0 (9.3.2) 

Como no hay terminos de inercia o fuerzas externas asociadas con u 0 , la ecuacion (9.3.2b) 
permite una relation estatica entre u 0 y u,: 

u 0 = -k^kfcU, (9.3.3) 

Si se sustituye la ecuacion (9.3.3) en la ecuacion (9.3.2a), resulta 

m„u, + k„u, = p f (0 (9.3.4) 

donde k„ es la matriz de rigidez condensada dada por 

k„ = k„ - k^k^ko, (9.3.5) 

La solucion de la ecuacion (9.3.4) ofrece los desplazamientos u,(t) en los grados de libertad 
dinamicos y los desplazamientos u 0 (t) en cada instante de tiempo de los grados de liber- 
tad condensados se determinan a partir de la ecuacion (9.3.3). 

En lo sucesivo, por conveniencia de notation, la ecuacion (9.2.12) tambien indicara 
las ecuaciones de movimiento que controlan a los grados de libertad dinamicos en cada ins¬ 
tante de tiempo (ecuacion 9.3.4), y se entendera que solo se conservan los grados de libertad 
dinamicos. Antes de cerrar esta section, observe que un metodo alternativo para determinar 
k„ consiste en invertir la matriz de flexibilidad f tt . Cada columna de f,, esta dada por los 
desplazamientos u f , debidos a una fuerza unitaria aplicada sucesivamente en cada grado 
de libertad de u„ los cuales pueden determinarse mediante el metodo de las fuerzas. (Este 
enfoque se empleo en los ejemplos 9.5 y 9.6). 

Ejemplo 9.8 

Los ejemplos 9.4 y 9.5 se refieren a la formulation de las ecuaciones de movimiento de una 
viga en voladizo con dos masas concentradas. Los grados de libertad seleccionados en el ejem- 
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plo 9.5 fueron los desplazamientos traslacionales zq y u 2 en las masas concentradas; en el 
ejemplo 9.4, los cuatro grados de libertad fueron zq, u 2 y las rotaciones nodales zz 3 y u 4 . A partir 
de las ecuaciones que controlan estos cuatro grados de libertad, deduzca las ecuaciones de 
movimiento en los dos grados de libertad traslacionales. 


Solucion El vector de cuatro grados de libertad se divide en dos: u, = (zq u 2 ) r y u 0 = (zz 3 
zz 4 ) r . Las ecuaciones del movimiento que controlan a u, estan dadas por la ecuacion (9.3.4), donde 


m„ = 


" m L /4 


mL/2 


Pf(0 = <Pl(0 Plit)) 


(a) 


Para determinar k„, la matriz de rigidez de 4 X 4 determinada en el ejemplo 9.4 se divide como: 


k = 


k, f 

_kor 


krO 

koo 


8£7 


12 

— 12 ; 

-3 L 

—3L 

-12 

24 ; 

3 L 

0 

—3 L 

3 L : 

L 2 

L 2 /2 

-3 L 

0 

L 2 /2 

2 L 2 


(b) 


Si se sustituyen estas submatrices en la ecuacion (9.3.5), se obtiene la matriz de rigidez con- 
densada: 

48£7 


k ,, = 


2 -5 
77, 3 L-5 16 


(c) 


Esta matriz de rigidez de la ecuacion (c) es igual a la obtenida en el ejemplo 9.5 al invertir la 
matriz de flexibilidad correspondiente a los dos grados de libertad traslacionales. 

Al sustituir las submatrices de rigidez en la ecuacion (9.3.3), resulta la relacion entre el 
grado de libertad condensado u 0 y el grado de libertad dinamico u,: 


u 0 = Tu, 


J_ I" 2.57 -3.43 ] 

L L 0.857 0.857 J 


(d) 


Las ecuaciones de movimiento estan dadas por la ecuacion (9.3.4), donde m„ y p,(7) se 
definen en la ecuacion (a) y k« en la ecuacion (c). Estos terminos son iguales a los de la ecua¬ 
cion (c) del ejemplo 9.5. 


Ejemplo 9.9 

Formule las ecuaciones de movimiento para el marco de dos niveles del ejemplo 9.7, que con- 
trola los desplazamientos laterales zq y zq de los pisos. 


Solucion Las ecuaciones de movimiento para este sistema se formularon en el ejemplo 9.7 
considerando seis grados de libertad que se dividen en u, = (zq M 2 ) r y u 0 = (zq 3 zz 4 zz 5 u 6 ) r . 
Las ecuaciones que controlan a u, estan dadas por la ecuacion (9.3.4), donde 


m„ 



Pt(0 = <Pl(0 P2(t)) T 


(a) 


Para determinar k,„ la matriz de rigidez de 6 X 6 determinada en el ejemplo 9.7 se divide como: 





r 72 

-24 

6 h 

6 h 

—6 h 

—6 h 




-24 

24 

6 h 

6 h 

6 h 

6 h 

k - 

k„ 

k;0 "I 

El 

6 h 

6 h 

16 h 2 

2 h 2 

2 h 2 

0 


.kor 

koo_ 

h 3 

6 h 

6 h 

2h 2 

16 h 2 

0 

2h 2 




-6 h 

6 h 

2h 2 

0 

6 h 2 

h 2 




L-6 h 

6 h 

0 

2 h 2 

h 2 

6 h 2 


Si se sustituyen estas submatrices de la ecuacion (9.3.5), resulta la matriz de rigidez condensada: 


= EJ_ T 54.88 -17.51 ] 

“ h 3 L —17.51 1 1.61 J 
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Esta se denomina matriz de rigidez lateral porque los grados de libertad son los desplazamien- 
tos laterales de los pisos y tiene injerencia en el analisis sfsmico de edificios (section 9.4). 

A1 sustituir las submatrices de rigidez en la ecuacion (9.3.3), se obtiene la relation entre 
el grado de libertad condensado u 0 y el grado de libertad traslacional u,: 


uo = Tu, 



'-0.4426 -0.2459" 
-0.4426 -0.2459 
0.9836 -0.7869 
. 0.9836 -0.7869. 


(d) 


Las ecuaciones de movimiento estan dadas por la ecuacion (9.3.4), donde m„ y p, se 
define en la ecuacion (a) y k rr en la ecuacion (c): 


‘2 



- 54.88 

-17.51 

1 

J l M2 

h 3 

.-17.51 

11.61 


[ «1 1 = | Pi (0 1 
1 «2 J 1 P2(t) 1 


(e) 


9.4 SISTEMAS PLANOS O DE PLANTA SIMETRICA: MOVIMIENTO DELTERRENO 

Una de las aplicaciones importantes de la dinamica estructural es la prediction de la forma 
en que las estructuras responden a un movimiento de la base de la estructura inducido por 
un sismo. En esta section y las siguientes se formulan las ecuaciones de movimiento para 
los sistemas de VGDL sometidos a una excitation sfsmica. Los sistemas pianos sometidos a 
movimientos traslacionales y rotacionales del terreno se consideran en las secciones 9.4.1 y 
9.4.3; los edificios de planta simetrica sometidos a excitaciones traslacionales y torsionales 
se estudian en las secciones 9.4.2 y 9.6; y los edificios de planta asimetrica sometidos a un 
movimiento traslacional del terreno se analizan en la section 9.5. Los sistemas excitados por 
diferentes movimientos prescritos en sus multiples soportes son el objeto de la section 9.7. 

9.4.1 Sistemas pianos: movimiento traslacional del suelo 

Se inicia con el caso mas sencillo en el que todos los grados de libertad son desplazamientos 
dinamicos en la misma direction que el movimiento del terreno. En la figura 9.4.1 se muestran 
dos de estas estructuras (una torre y un marco de un edificio). El desplazamiento del terreno 
se indica por u g , el desplazamiento total (o absoluto) de la masa m j por w', y el desplazamiento 
relativo entre esta masa y el terreno por u r En cada instante de tiempo estos desplazamientos 
se relacionan mediante 

u‘j(t) = u g {t) + Uj(t ) (9.4.1a) 

Estas ecuaciones para todas las N masas pueden combinarse en forma vectorial: 

u r (t) = u g (t) 1 + u(t) (9.4.1b) 

donde 1 es un vector de orden N en el que cada elemento es igual a la unidad. 

La ecuacion de equilibrio dinamico, ecuacion (9.2.11), desarrollada con anterioridad, 
sigue siendo valida, excepto por p(f) = 0 porque no hay fuerzas externas dinamicas apli- 
cadas. Asf, 

{j + f D + { s = 0 (9.4.2) 

Solo los movimientos relativos u entre las masas y la base, debidos a las deformaciones 
estructurales, producen fuerzas elasticas y de amortiguamiento (es decir, el componente de 
cuerpo rfgido del desplazamiento de la estructura no produce fuerzas internas). Asf, para 
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(a) (b) 

Figura 9.4.1 (a) Marco de un edificio; (b) torre. 


un sistema lineal, las ecuaciones (9.2.3) y (9.2.6) siguen siendo validas. Sin embargo, las 
fuerzas de inercia f 7 estan relacionadas con las aceleraciones totales ii' de las masas y la 
ecuacion (9.2.9) se convierte en 

f 7 = mu' (9.4.3) 

Si se sustituyen las ecuaciones (9.2.3), (9.2.6) y (9.4.3) en la ecuacion (9.4.2) y se 
utiliza la ecuacion (9.4.1b), resulta 

mii + cu + ku = — mlu^lf) (9.4.4) 

La ecuacion (9.4.4) contiene N ecuaciones diferenciales que controlan los desplaza- 
mientos relativos uft) de un sistema elastico-lineal con VGDL sometido a la aceleracion 
del terreno ii g (t). La matriz de rigidez en la ecuacion (9.4.4) se refiere a los desplazamientos 
horizontales Uj y se obtiene mediante el metodo de condensation estatica (seccion 9.3) para 
eliminar los grados de libertad rotacional y vertical de los nodos; por lo tanto, esta k se 
conoce como la matriz de rigidez lateral. 

A1 comparar la ecuacion (9.4.4) con la ecuacion (9.2.12), se muestra que las ecuacio¬ 
nes de movimiento de la estructura sometida a dos excitaciones separadas [la aceleracion 
del terreno = ii,,(t) y las fuerzas externas = -mjU g {t )] son una y la misma. Por consiguiente, 




-m. T u (t) 

N g' ' 


-m. ii (t) 
j s' ' 

—m, ii (t) 

i g \ / 


■O K(t) 


Base estacionaria 


Figura 9.4.2 Fuerzas si's micas efectivas. 
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como se muestra en la figura 9.4.2, el movimiento del terreno puede sustituirse por las fuer- 
zas sismicas efectivas : 

PefO) = -ml u g {t) ( 9 . 4 . 5 ) 

Una generalizacion de la deduction anterior resulta util si todos los grados de libertad 
del sistema no estan en la direccion del movimiento del terreno (mas adelante en esta sec- 
cion), o si la excitation sfsmica no es identica en todos los soportes de la estructura (section 
9.7). En esta aproximacion general, el desplazamiento total de cada masa se expresa como 
su desplazamiento u) debido a la aplicacion estatica del movimiento del terreno mas el des¬ 
plazamiento dinamico relativo al desplazamiento cuasi-estatico: 

u‘j(t) = u s j(t) + Uj{t) o u' (t) = u'(t) + u(f) (9.4.6) 

Los desplazamientos cuasi-estaticos pueden expresarse como u'(0 = iu g (t), donde el vec¬ 
tor de influencia t representa los desplazamientos de las masas resultantes de la aplicacion 
estatica de un desplazamiento unitario del terreno; por lo tanto, la ecuacion (9.4.6b) se 
convierte en 

u r (f) = LUgit) + u(f) (9.4.7) 

Las ecuaciones de movimiento se obtienen como antes, excepto que la ecuacion (9.4.7) se 
utiliza en vez de la ecuacion (9.4.1b): 

mu + cu + ku = — im u g (t) (9.4.8) 

Ahora las fuerzas sismicas efectivas son 

Pef (0 = -m iu g (t) ( 9 . 4 . 9 ) 

Esta generalizacion no trae ningun beneficio especial a la obtencion de las ecuaciones 
que controlan el movimiento de los sistemas de la figura 9.4.1. La aplicacion estatica de 
u g = 1 para estos sistemas da uj = 1 para toda j (es decir, i = 1), como se muestra en la 
figura 9.4.3, donde las masas estan en bianco para enfatizar que los desplazamientos son 
estaticos. Asi, las ecuaciones (9.4.8) y (9.4.9) se vuelven identicas a las ecuaciones (9.4.4) 
y (9.4.5), respectivamente. 

A continuation se consideran los sistemas en los que no todos los grados de libertad 
dinamicos tienen la misma direccion del movimiento del terreno. Un ejemplo se muestra en 
la figura 9.4.4a, donde un marco en forma de L invertida con masas concentradas se somete 



(a) 


N O, = 1 


j sH l s ~ 1 


1 Ch= tj = i 


5555 ^ 


H“ g = 1 


(b) 


Figura 9.4.3 Vector de influencia i: despla¬ 
zamientos estaticos debidos a u g = 1. 
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I—H l 2 ~ 1 




(b) (c) 


Figura 9.4.4 (a) Marco en forma de L; (b) vector de influencia i: desplazamientos estaticos debidos a 

u g = 1; (c) fuerzas sismicas efectivas. 


a un movimiento horizontal del terreno. Si se supone que los elementos son axialmente 
rigidos, los tres grados de libertad son como se muestra; u = (u l u 2 u 2 ) T - La aplicacion 
estatica de u g = 1 resulta en los desplazamientos que se muestran en la figura 9.4.4b. Asf, t 
= (1 1 0) T en la ecuacion (9.4.8) y la ecuacion (9.4.9) se convierte en 



~ m i 

\ 1 1 

m 1 

p e f (f) = -m iii g (t) = —ii g (t) 

1712 + m 3 

1 = -Ug(t) 

m 2 + m3 


m3 _ 

lo J 

. 0 . 


(9.4.10) 

Tenga en cuenta que la masa correspondiente a il 2 = 1 es m 2 + m 2 , es decir, ambas masas 
se someteran a la misma aceleracion, puesto que la viga de conexion es axialmente rfgida. 
Las fuerzas efectivas de la ecuacion (9.4.10) se muestran en la bgura 9.4.4c. Observe que 
la fuerza efectiva es igual a cero en los grados de libertad verticales debido a que el movi¬ 
miento del terreno es horizontal. 


9.4.2 Edificios de planta simetrica: movimiento 
traslacional del terreno 

Considere el edibcio de N niveles que se muestra en la bgura 9.4.5 con diafragmas de piso 
rigidos y varios marcos en las direcciones x y y; la distribution de la masa y la rigidez en 
la planta es simetrica respecto a los ejes x y y. En la seccion 9.5 se muestra que los edih- 
cios de planta simetrica pueden analizarse de forma independiente en las dos direcciones 
laterales. El movimiento del edibcio debido al movimiento del terreno a lo largo de uno de 
los dos ejes, por ejemplo el eje x, tambien esta controlado por la ecuacion (9.4.4) con la 
interpretation adecuada de m y k. La matriz de masa es una matriz diagonal con elemen¬ 
tos diagonales m u = ni r donde nij es la masa total concentrada en el diafragma del /-esimo 
nivel (seccion 9.2.4). La matriz de rigidez k es la matriz de rigidez lateral del edibcio para 
el movimiento en la direccion x. 

La matriz de rigidez lateral de un edibcio puede determinarse a partir de las matrices 
de rigidez lateral de los marcos individuals en ese edibcio. En primer lugar, la matriz de 
rigidez lateral k A1 del /'-esimo marco orientado en la direccion x se determina mediante el 
procedimiento de condensation estatica a bn de condensar las rotaciones y los desplaza- 
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y 




Fuerzas f. 

Si . 

Desplazamientos u r/ 


Figura 9.4.5 (a) y-esima planta de entrepiso con los grados de libertad indicados; (b) marco i, direccion 

x, con las fuerzas laterales y los desplazamientos mostrados. 


mientos verticales en las juntas (section 9.3). Esta matriz de rigidez lateral proporciona la 
relation entre las fuerzas laterales f Si en el i-6 simo marco y los desplazamientos laterales u„ 
del marco (figura 9.4.5b): 

f S i=K,u xi (9.4.11) 

Debido a que los diafragmas de piso se consideran rfgidos, todos los marcos estan someti- 
dos a los mismos desplazamientos laterales: 

u xi = u.t (9.4.12) 

donde u* = (u ]x u 2x ... u JX ... u Nx ) son los desplazamientos laterales de los niveles 
definidos en sus centres de masa. Si se sustituye la ecuacion (9.4.12) en la ecuacion (9.4.11) 
y se suman las ultimas ecuaciones para todos los marcos, resulta 

f.s = k,u* (9.4.13) 

donde = JA f $i es el vector de fuerzas laterales en los centres de masa de los pisos del 

edificio y 

k x = J2 k *i (9-4-14) 

i 

es la rigidez lateral del edificio en x. Se trata de una matriz de orden N para un edificio de 
N niveles. La ecuacion (9.4.4) con k = k t controla el movimiento lateral de un edificio 
de varios niveles en x, debido al movimiento del terreno en la direccion x. 

9.4.3 Sistemas pianos: movimiento rotacional del suelo 

Aunque los componentes rotacionales del movimiento del terreno no se miden durante los 
sismos, es posible estimarlos a partir de los componentes traslacionales medidos, y la apli- 
cacion de los conceptos anteriores a esta excitation resulta interesante. Para este proposito, 
considere el marco de la figura 9.4.6a sometido a la rotation 0 g (t) en la base. Los desplaza¬ 
mientos totales u f de las masas se componen de dos partes: el componente u asociado con 
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I—H 



i 2 ~(m 2 +m 3 )h 2 6 g (t) 



(b) 


(c) 


Figura 9.4.6 (a) Marco, (b) vector de influencia t: desplazamientos estaticos debidos a 9 g = 1, (c) fuer- 

zas sfsmicas efectivas. 


las deformaciones estructurales y un componente de cuerpo rfgido u'(f) = iOM) debido a la 
aplicacion estatica de la rotacion 9 g del suelo: 

u*(f) =u(f) +i9 g (t) (9.4.15) 

La aplicacion estatica de Q = 1 resulta en los desplazamientos que se muestran en la figura 
9.4.6b; por lo tanto, l = (h\ h 2 x 3 ) T . Las ecuaciones (9.4.2) y (9.4.3) siguen siendo va- 
lidas, pero ahora las aceleraciones totales ii f (f) deben determinarse a partir de la ecuacion 
(9.4.15). A1 unir todas estas ecuaciones se obtiene 


mii + cu + ku = —mid g (t) (9.4.16) 

Las fuerzas efectivas asociadas con la rotacion del terreno se muestran en la figura 9.4.6c: 

m i h i 

Pef (0 = -m iG g (t) = -9g(t ) (in 2 + m 3 )h 2 (9.4.17) 

m 3 x 3 


9.5 EDIFICIOS DE UN PISO CON PLANTA ASIMETRICA 

En esta seccion se extendera el desarrollo de las secciones anteriores a fin de formular las 
ecuaciones de movimiento para edificios con planta asimetrica. Por ejemplo, cuando tales 
edificios se someten a un componente y del movimiento del terreno, a la vez experimentan 
un movimiento lateral en dos direcciones horizontales (x y y) y una torsion alrededor del 
eje vertical (z). Se formularan las ecuaciones que controlan tales movimientos laterales y 
torsionales acoplados (primero los sistemas de un nivel, seguidos por los edificios de varios 
niveles). 

9.5.1 Sistema asimetrico en dos direcciones 

Sistema considerado. Considere el edificio idealizado de un nivel que se muestra en 
la figura 9.5.1, el cual consta de un diafragma de techo. Este diafragma se supone rfgido 
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(b) (c) 

Figura 9.5.1 Sistema de un nivel considerado: (a) planta; (b) marco A\ (c) marcos B y C. 


en su propio piano y esta apoyado en tres marcos: A, B y C. El marco A esta orientado en 
la direccion y, ubicado a una distancia e del eje y que pasa a traves del centro de masa 
(CM) del diafragma. Los marcos B y C estan orientados en la direccion x, ubicados a la 
misma distancia d/2 a ambos lados del eje x\ por simplicidad, los marcos se encuentran en 
el borde del diafragma y su espesor se desprecia. El movimiento de la masa del techo se 
puede describir mediante tres grados de libertad definidos en el centro de masa del techo: 
los desplazamientos u x en la direccion x y u y en la direccion y, asf como la rotacion torsional 
u g alrededor del eje vertical. 


Relacion fuerza-desplazamiento. Considere que f s representa el vector de 
fuerzas externas aplicadas estaticamente sobre el componente de rigidez de la estructura, y 
u es el vector de los desplazamientos resultantes, ambos definidos en terminos de los tres 
grados de libertad. Las fuerzas y desplazamientos se relacionan a traves de 


( fsx 
fsy 
l fse 


kxx kxy k x Q 


-u x - 

kyx kyy ky6 


Uy 

- kex key koo _ 


-Ue - 


(9.5.1) 


La matriz de rigidez k de 3 X 3 para la estructura puede determinarse mediante el metodo 
del equilibrio directo (con base en la definicion de coeficientes de influencia de rigidez) o 
por medio del metodo de la rigidez directa. 

Con este proposito, se define la rigidez lateral de cada marco. La rigidez lateral k y de 
marco A relaciona la fuerza lateral f SA con el desplazamiento u A (figura 9.5.1b): 


fsA — kyU A 


( 9 . 5 . 2 ) 
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Las rigideces laterales de los marcos By C son k xB y k xC . respectivamente, y relacionan las 
fuerzas laterales con los desplazamientos mostrados en la figura 9.5.1c: 


fsB — k xB u B fsc ~ k x cuc (9.5.3) 

La rigidez lateral para cada marco se determina mediante el procedimiento de condensacion 
estatica descrito en la seccion 9.3. 

La matriz de rigidez del sistema completo se determina primero mediante el metodo 
del equilibrio directo. Se impone un desplazamiento unitario sucesivamente en cada grado 
de libertad y se determinan los coeficientes de influencia de rigidez con base en la estatica. 
Los detalles se presentan en la figura 9.5.2 y se explican por si mismos. La matriz de rigidez 
resultante de la estructura es 


k = 

Observe que k xy = 
k X y * 0 . 


k xB + k xC o (d/2)(k xC ~ k xB ) 

0 k y eky (9.5.4) 

. (d/2)(k xC - k xB ) eky e 2 k y + (d 2 /4)(k xB + k xC ). 

0 en la ecuacion (9.5.4) para el sistema de la figura 9.5.1; en general, 


De manera alternativa, la matriz de rigidez de la estructura puede formularse mediante 
el metodo de la rigidez directa, implementado como sigue: primero se determina la matriz 
de transformacion que relaciona el desplazamiento lateral u, del marco i con u x , u y y u,„ el 
grado de libertad global del sistema. Esta matriz de 1 X 3 se indica por a xi si el marco esta 
orientado en la direccion x, o por a yi si lo esta en la direccion y. El desplazamiento lateral 
del marco A, u A = u y + eu g o u A = a v4 u, donde a yA = (0 1 e). Del mismo modo, el des¬ 
plazamiento lateral del marco B, u H = u x - (d/2)u 0 , o u B = a xB u, donde a xB = (I 0 —d/ 2 ). 

Finalmente, el desplazamiento lateral del marco C, u c = u x + ( d/2)u 0 , o u c = a xC u, donde 
a xC = (l 0 d/2). 

En segundo lugar, la matriz de rigidez para el marco i con respecto al grado de liber¬ 
tad global se determina a partir de la rigidez lateral k xi o k yi del marco i en las coordenadas 
locales Uj con base en 


k, 


a,, k x! a,, o k a . k. a V / 


(9.5.5) 


La primera ecuacion se aplica a los marcos orientados en la direccion x y la segunda a 
los marcos en la direccion y. Al sustituir las correspondientes a xi o a yi y k xi o k yi , se obtienen 
las matrices de rigidez k A , k /; y k c de los tres marcos: 


r ° 1 


-o 

0 

o - 

i 

II 

o 

0 

i 

e 

l e 


.0 

e 

e 2 . 


(9.5.6) 


k^ 

kc 


1 1 


- 1 

0 

-d/2- 

0 \k xB {\ 0 

-d/2) = k xB 

0 

0 

0 

d/2 J 


.-d/2 

0 

d 2 /4 . 


1 

0 

d/2 


1 

- 1 

0 

d/2 - 

} k xC ( 1 0 d/2) = k xC 

0 

0 

0 

J 

.d/2 

0 

d 2 /4. 


(9.5.7) 

(9.5.8) 


Por ultimo, la matriz de rigidez del sistema es 

k = k A + k fi + k c 


(9.5.9) 
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(a) u x = 1, u y = u g = 0 


kyx = 0 

k$x = (d/2)( k xC - k xB ) 

I-H I-H 

e e 

(b) u x = 0, u y = 1, u g = 0 





Figura 9.5.2 Evaluation de la matriz de rigidez de un sistema asimetrico en dos direcciones con un solo nivel. 


Si se sustituyen las ecuaciones (9.5.6), (9.5.7) y (9.5.8), se obtiene 


k = 


k.xB + kxC 0 (d/2)(k x c ~ k xB ) 

0 k y ek y 


(9.5.10) 


. (d/2)(k xC ~ k xB ) ek y e~k y + (d 2 /A){k xB + k xC ) _ 

Como era de esperarse, esta matriz de rigidez es igual a la determinada anteriormente con 
base en la definicion de los coeficientes de influencia de rigidez. 
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Fuerzas de inercia. Dado que los grados de libertad globales seleccionados se 
encuentran en el centra de masa (). las fuerzas de inercia sobre el componente de masa de 
la estructura son 


fix = mu‘ x f Iy = mtiy fie = I 0 u f e (9.5.11) 

donde m es la masa del diafragma distribuida de manera uniforme en la planta; 1 0 = m(b 2 
+ d 2 )/12 es el momento de inercia del diafragma alrededor del eje vertical que pasa por 0; 
y ii‘ x , ii'y y ii' g son los componentes x, y y 9 de la aceleracion total del centra de masa. En 
forma matricial, las fuerzas de inercia y las aceleraciones se relacionan a traves de la matriz 
de masa: 


~ m 

( til ) 


f 

m 

} a y 

Io- 

i u'g J 


o f / = mii r 


(9.5.12) 


Ecuaciones de movimiento. Si sesustituyen las ecuaciones (9.5.12b) y (9.5.1b) 
en la ecuacion (9.4.2), y se excluyen las fuerzas de amortiguamiento, resulta 

mu' + ku = 0 (9.5.13) 


Considere la excitacion sfsmica definida por ifft) y u gy (f ), los componentes x y y de la 
aceleracion del terreno, asi como por u ge (t), la aceleracion rotacional de la base del edificio 
alrededor del eje vertical. Las aceleraciones totales son 



o ii J = ii + tig 


(9.5.14) 


A1 sustituir la ecuacion (9.5.14) en (9.5.13) y al utilizar m y k tal como se definieron en las 
ecuaciones (9.5.12) y (9.5.10), se obtiene 


- m 

\ Ux } 

r k 

^XX 

0 

k x e " 

\ Ux 1 

mti gx {t) j 

m 

\ tiy | + 

0 

kyy 

k y e 

\ u y f = - 

mu gy (t) 

Io. 

l Ug J 

-ke x 

key 

kee - 

l Ug J 

lotigg(t) J 


donde 

2 d 2 

k xx = k xB + k x c k yy = ky kgg = e k y + — {k xB + k x c) 

d 

k x e kg x — (k x (- k xB ) kyg k B y ek y 


(9.5.15) 


(9.5.16) 


Las tres ecuaciones diferenciales en la ecuacion (9.5.15) que controlan los tres grados de 
libertad ( u„ u y y u e ) se acoplan a traves de la matriz de rigidez debido a que las propieda- 
des de rigidez no son simetricas alrededor de los ejes x o y. Asf, la respuesta del sistema al 
componente x (y y) del movimiento del terreno no se limita al desplazamiento lateral en la 
direccion x (y y), sino que incluye al movimiento lateral en la direccion transversal, y (y x), 
y a la torsion del diafragma del techo alrededor del eje vertical. 


9.5.2 Sistema asimetrico en una direccion 

A continuacion se examinara un caso especial del sistema de la figura 9.5.1 para el que la 
rigidez lateral de los marcos B y C es identica (es decir, k xB = k xC = k x ). Este sistema es 
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simetrico alrededor del eje x, pero no alrededor del eje y. Para este sistema asimetrico en 
una direccion, la ecuacion (9.5.15) se especifica como 


~m 

[ U X j 

m 

j My f + 

lo - 

l U0 ) 


2 k x 0 0 

0 ky eky 

0 eky e 2 k y + (d 2 /2)k x _ 


[ U X 1 

1 1 

f miigxit) j 

Uy 

= - 

mugy(t) | 

V U0 l 

1 1 

l 0 J 


(9.5.17) 


donde se descarta la excitation rotational. La primera de las tres ecuaciones, 

mii x +2 k x u x = — mu gx (t ) 


(9.5.18) 


es una ecuacion de movimiento de 1GDL conocida que controla la respuesta u x de un sis¬ 
tema de un solo nivel a los movimientos del terreno en la direccion .r; u y y u„ no entran en 
esta ecuacion. Lo anterior implica que el movimiento en la direccion x se produce indepen- 
dientemente del movimiento en la direccion y o del movimiento torsional. Esto es asf por la 
simetrfa del sistema alrededor del eje x. 

La segunda y tercera ecuaciones pueden rescribirse como 


m 


lo 


My | ky eky 

tit) I l ek y k ee 


Uy 

U0 



Ugy(t) 


(9.5.19) 


Estas ecuaciones que controlan a u y y u 0 se acoplan a traves de la matriz de rigidez debido a 
que las propiedades de rigidez no son simetricas con respecto al eje y. Asf, la respuesta del 
sistema al componente y del movimiento del terreno no se limita al desplazamiento lateral 
en la direccion del eje y, sino que incluye a la torsion alrededor de un eje vertical. 

La separation de las ecuaciones que controlan el movimiento en las ecuaciones 
(9.5. 18) y (9.5.19) indica que la respuesta sfsmica de un sistema con planta simetrica 
alrededor del eje x, pero asimetrica alrededor del eje y, puede determinarse mediante dos 
analisis independientes: (1) la respuesta de la estructura al movimiento del terreno en la 
direccion x puede encontrarse resolviendo la ecuacion (9.5.18) del sistema de 1GDL me¬ 
diante los procedimientos del capftulo 6; y (2) la respuesta acoplada lateral-torsional de la 
estructura al movimiento del terreno en la direccion del eje y puede encontrarse resolviendo 
la ecuacion (9.5.19) del sistema de dos grados de libertad mediante los procedimientos del 
capftulo 13. Ademas, se observa que la ecuacion (9.5.19) puede interpretarse como la ecua¬ 
cion (9.4.8) sin amortiguamiento con el vector de influencia ( = (1 0) T . 


9.5.3 Sistema simetrico 


A continuation se examinara un caso especial adicional del sistema de la figura 9.5.1 en el 
que los marcos B y C son identicos (es decir, k xB = k xC = k x ), y el marco A esta ubicado en 
el centra de masa (es decir, e = 0). Para tales sistemas, la ecuacion (9.5.15) se especifica como 


" m 

[ Ux } 

1- 

o 

o 

<N 

m 

\ u y [ + 

O 

j*?" 

o 

lo - 

l U0 J 

. 0 0 (d 2 /2)k x _ 


u x 

Uy 

U0 


miig X (t) 1 

miig y (t) 1 (9.5.20) 

loUgoit) J 


Las tres ecuaciones estan ahora desacopladas, y cada una tiene la misma forma que la 
ecuacion para un sistema de 1GDL. Este desacoplamiento de ecuaciones implica: (1) el 
movimiento traslacional del terreno en la direccion x (o y) causarfa un movimiento lateral 
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del sistema solo en la direccion x (o v); (2) el movimiento rotacional del terreno causana 
solamente un movimiento torsional del sistema; y (3) la respuesta a los componentes in¬ 
dividuates del movimiento del terreno puede determinarse resolviendo solo la ecuacion 
correspondiente en la ecuacion (9.5.20). 


9.6 EDIFICIOS DE VARIOS NIVELES CON PLANTA ASIMETRICA 

En esta seccion se formulan las ecuaciones de movimiento para un edificio de varios nive- 
les, con planta asimetrica respecto a los ejes x y y, sometido a una excitation sismica. En 
la figura 9.6.1 se muestra una idealization esquematica del sistema, que consta de ciertos 
marcos orientados en la direccion y y otros en la direccion .r. La planta de la estructura y, por 
consiguiente, las propiedades de rigidez son asimetricas respecto a los ejes x y y; sin em¬ 
bargo, la distribution de la masa en cada diafragma de piso es simetrica respecto a ambos 
ejes, y los centres de masa O de todos los diafragmas de piso se encuentran en el mismo eje 
vertical. Cada diafragma de piso se considera rigido en su propio piano, tiene tres grados 
de libertad definidos en el centre de masa (figura 9.6.1a). Los grados de libertad para el 





Figura 9.6.1 Sistema de varios niveles: (a) planta; (b) marco i, direccion y; (c) marco i, direccion x. 
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j-esimo nivel son: la traslacion u JX a lo largo del eje x, la traslacion u jy a lo largo del eje y, y 
la rotation torsional u jH alrededor del eje vertical; u ]x y u' y se definen en relation al terreno. 

La excitation sfsmica se define mediante u gx (i) y u gy (t), los componentes x y y de la 
aceleracion del terreno, asf como por ii go (f), la aceleracion rotacional del teiTeno alrededor 
del eje vertical. Aunque la aceleracion rotacional de la base de un edificio no se registra en 
los acelerografos de movimientos fuertes, en algunos casos puede calcularse a partir de las 
aceleraciones traslacionales registradas en dos ubicaciones de la base (section 13.4). 

Como lo sugiere la formulation anterior de las ecuaciones de movimiento para un 
sistema de un solo nivel, el edificio de varios niveles sufrirfa el movimiento lateral-torsional 
acoplado descrito por los 3 N grados de libertad: u JX , u jy y u /fh j =1,2, ..., N. El vector de 
desplazamiento u para el sistema, de tamano 3 N X 1, se define como 


u* 

Uy 

u e 


u = 


donde 




La matriz de rigidez de este sistema con respecto a los grados de libertad globales u se 
formula mediante el metodo de la rigidez directa; en este se ejecutan cuatro pasos principa- 
les (similares a las ecuaciones 9.5.5 a 9.5.10 en el caso del marco de un nivel). 

Paso 1. Determine la matriz de rigidez lateral de cada marco. Para el /-esimo marco 
se determina mediante el siguiente procedimiento: (a) defina el grado de libertad para el i- 
esimo marco: los desplazamientos laterales al nivel de los pisos, u, = (u u n 2l • ■ • u Nl ) T 
(figura 9.5.3b y c), y los desplazamiento verticales y rotacionales de cada nodo. (b) Obtenga 
la matriz de rigidez completa para el /-esimo marco con referencia al grado de libertad del 
marco. (c) Condense estaticamente todos los grados de libertad rotacionales y verticales 
para obtener la matriz de rigidez lateral del /-esimo marco, con tamano N X N e indicada 
mediante k„ si el marco esta orientado en la direction x, o por k v , si el marco es paralelo al 
eje y. 

Paso 2. Determine la matriz de transformation del desplazamiento que relaciona 
el grado de libertad lateral u, definido en el paso 1(a) para el /-esimo marco con el grado de 
libertad global para el edificio. Esta matriz de A X 3 N se indica mediante a xi si el marco esta 
orientado en la direction x, o por a yi si lo esta en la direction y. Asf, 


u, = a t ,u o u, = a VI u 


(9.6.1) 


Estas matrices de transformation son 


a xi =[\ O -y,I I o a y i = [O I Xi I] 


(9.6.2) 
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donde x t y y, definen la ubicacion del z-esimo marco (figura 9.6.1a) orientado en las di- 
recciones y y x, respectivamente, I es una matriz identidad de orden N y O es una matriz 
cuadrada de orden N con todos los elementos iguales a cero. 

Paso 3. Transforme la matriz de rigidez lateral para el z-esimo marco en el grado 
de libertad del edificio a fin de obtener 

k, = a' xj k xl a xl o k, = a( ; k v; a v , (9.6.3) 

La matriz k, de 3 N X 3 N es la contribucion del z-esimo marco a la matriz de rigidez del 
edificio. 

Paso 4. Sume las matrices de rigidez para todos los marcos a fin de obtener la 
matriz de rigidez del edificio: 

k = J2 k i (9.6.4) 


Si se sustituye la ecuacion (9.6.2) en la ecuacion (9.6.3) y esta ultima en la ecuacion (9.6.4), 
resulta 


donde 


k \ v ^ ' k, 

i 

k xy 0 k x g 




k xy 

kxg 



k = 

ky* 

kyy 

k y e 




-kg* 

k@ y 

koe. 



kyy — 

x> 

i 

n 

keg = 

J2 ( 4 k y 

i 

+ yfKi) 

k T = 

E- 

yi^xi 

k 

- h T - 

yd K e v 



i i 


(9.6.5) 


(9.6.6) 


Las ecuaciones de movimiento no amortiguado del edificio son 


' m 


Ujc ] 

k xx 

k xy 

k x6 " 


Ux } 

m 


tiy + 

ky x 

kyy 

kyQ 


» 

V 

10- 


tie J 

- k 0 X 

ke y 

kee - 


u e J 


r 

m 


( 

f 1 ! 



[° 

= — 


m 



0 

tigx (0 T 

1 


_ 

IoJ 

\ 

lo 



lo 


*gy 


(0 + 


u g e{t)\ (9.6.7) 


donde m es una matriz diagonal de orden N, con zzz ;; = m p la masa concentrada en el dia- 
fragma del y-esimo nivel; I 0 es una matriz diagonal de orden N con 4 = loj, el momento 
de inercia del diafragma del /-esimo nivel alrededor del eje vertical a traves del centro de 
masa; y 1 y 0 son vectores de dimension N, con todos los elementos iguales a 1 y cero, 
respectivamente. 

Si se considera un componente del movimiento del terreno a la vez, la ecuacion (9.6.7) 
indica que el movimiento del terreno en la direccion x puede sustituirse por la fuerzas sismicas 
efectivas -mjti gx (t), el movimiento del terreno en la direccion y por las fuerzas sismicas efec- 
tivas -nijUgyit) y el movimiento del terreno en la direccion 9 por las fuerzas sismicas efectivas 
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I 0j ii gS (ty, observe que estas fuerzas son efectivas a lo largo de la direccion considerada para el 
componente del movimiento del terreno y son cero en las otras dos direcciones. La ecuacion 
(9.6.7) puede interpretarse como la ecuacion (9.4.8) con el vector de influencia t asociado a los 
componentes x,yy 6 del movimiento del terreno dado por los tres vectores en el lado derecho 
de la ecuacion (9.6.7), respectivamente. 

Debido a que los tres conjuntos de grados de libertad (u x , u v y u n ) en la ecuacion 
(9.6.7) se acoplan a traves de la matriz de rigidez, el sistema sometido a cualquiera de los 
componentes del movimiento del terreno respondera simultaneamente a los movimientos 
laterales en x y y, ast como al movimiento torsional; tal movimiento se conoce como movi¬ 
miento acoplado lateral-torsional. 


9.6.1 Edificios de planta asimetrica en una direccion 

A continuacion se examinara un caso especial del sistema de la figura 9.6.1 que tiene pro- 
piedades de rigidez simetrica con respecto al eje x. Para tales sistemas, las submatrices de 
rigidez k^ = k x0 = 0 y la ecuacion (9.6.7) puede escribirse como 

mu x + k xx u x = —ml u gx (t) (9.6.8a) 


m 

( 

+ 

Ky 



lo_ 

[He , 


1 

7T 

kee _ 




(9.6.8b) 


donde la excitation rotational se ha descartado temporalmente. 

La ecuacion (9.6.8) permite las siguientes observaciones: el movimiento del terreno en 
la direccion x, un eje de simetrfa, harfa que el edificio estuviese sometido solo al movimiento 
lateral en la direccion x, y esta respuesta puede determinarse resolviendo el sistema de N 
grados de libertad controlado por la ecuacion (9.6.8a), que es similar a las ecuaciones de 
movimiento para los sistemas pianos (ecuacion 9.4.8). El movimiento del terreno en la direc¬ 
tion y causarfa un movimiento acoplado lateral-torsional del edificio, y esta respuesta puede 
determinarse resolviendo el sistema de 2N grados de libertad regido por la ecuacion (9.6.8b). 


9.6.2 Edificios de planta simetrica 

A continuacion se examinara un caso especial adicional del sistema de la figura 9.6.1, que 
tiene propiedades de rigidez simetricas respecto a los ejes x y y. Para tales sistemas, las 
submatrices de rigidez k x;y = k x0 = k v0 = 0 y la ecuacion (9.6.7) pueden escribirse como 


mii x + k xx u x = 

-ml u gx (f) 

(9.6.9a) 

miiy + kyyUy = 

—ml Ugy(t) 

(9.6.9b) 

mu 0 + k ftw u ft = 

-I 0 1 ii g e(t) 

(9.6.9c) 


A partir de la ecuacion (9.6.9) es evidente que un edificio de planta simetrica so¬ 
metido a los componentes x, y y 6 del movimiento del terreno (un componente a la vez) 
solo estara sometido a los movimientos laterales en x o y, o bien al movimiento torsional, 
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respectivamente. Como corolario, un sistema de planta simetrica no experimentaria ningun 
movimiento torsional a menos que el movimiento de la base incluya la rotacion alrededor 
de un eje vertical; consulte la seccion 13.4 para ver un analisis mas profundo de este tema. 
La respuesta de un edificio de planta simetrica a un componente individual del movimiento 
del terreno puede determinarse resolviendo un sistema de N grados de libertad controlado 
por las ecuaciones (9.6.9a), (9.6.9b) o (9.6.9c), segun sea apropiado. 


9.7 EXCITACION MULTISOPORTE 


Hasta ahora se ha supuesto que todos los soportes donde la estructura esta conectada al 
terreno se someten a un movimiento identico al prescrito. En esta seccion se generaliza la 
formulacion anterior de las ecuaciones de movimiento para permitir diferentes movimien- 
tos prescritos (incluyendo la posibilidad de movimientos con varios componentes) en los 
distintos soportes. Tal excitacion multisoporte (o excitacion espacialmente variable) puede 
surgir en varias situaciones. En primer lugar, considere el analisis sfsmico de las estructuras 
de gran longitud como el puente Golden Gate, que se muestra en la figura 2.1.2. Se espera 
que el movimiento del terreno generado por un sismo en la cercana falla de San Andres 
varfe de manera significativa a lo largo de los 6450 pies de la estructura. Por lo tanto, deben 
prescribirse diferentes movimientos para los cuatro soportes: la base de las dos torres y los 
dos extremos del puente. En segundo lugar, considere el analisis dinamico de las tuberfas 
en las centrales nucleares. Aunque la tuberfa puede no ser muy larga, sus extremos estan 
conectados en diferentes lugares de la estructura principal y, por lo tanto, experimentan dis¬ 
tintos movimientos durante un sismo. 

Para el analisis de estos sistemas se extiende la formulacion de la seccion 9.4 a fin 
de incluir los grados de libertad en los soportes (figura 9.7.1). El vector de desplazamiento 
ahora contiene dos partes: (1) u' que incluye los N grados de libertad de la superestructura, 
donde el superindice T indica que se trata de desplazamientos totales y (2) u„ que contiene 
los N g componentes de los desplazamientos de los soportes. La ecuacion de equilibrio dina¬ 
mico para todos los grados de libertad se escribe en forma particionada: 


m 


m; 




(9.7.1) 


□-■-□-□-n-□-□-■-□ 


7&77. 


7777/. 


7777/. 


Grados de libertad de 
la superestructura: u f 


Grados de libertad de la superestructura: u ? 


Figura 9.7.1 Definition de los grados de libertad de la superestructura y los soportes. 
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Observe que no se aplican fuerzas externas a lo largo de los grados de libertad de la super- 
estructura. En la ecuacion (9.7.1) las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez pueden 
determinarse a partir de las propiedades de la estructura utilizando los procedimientos pre- 
sentados con anterioridad en este capftulo, mientras que los movimientos de los soportes 
u g (f), u g (0 y ii„(tj deben especificarse. Se desea determinar los desplazamientos u f en los 
grados de libertad de la superestructura y las fuerzas en los soportes p„. 

Para escribir las ecuaciones que controlan el movimiento de un modo familiar a partir 
de la formulation anterior para una excitation sencilla, se separan los desplazamientos en 
dos partes, de manera similar a la ecuacion (9.4.6): 




(9.7.2) 


En esta ecuacion, u v es el vector de los desplazamientos estructurales debidos a la aplica- 
cion estatica de los desplazamientos u,, en los soportes, prescritos en cada instante de tiem- 
po. Ambos se relacionan a traves de 


k k„ " 


u 5 


0 

k r k 

L K g J 


°g 


p'; 


(9.7.3) 


donde p ? son las fuerzas en los soportes necesarias pai'a imponer estaticamente los despla¬ 
zamientos u„ que varian con el tiempo; obviamente, u' varfa con el tiempo y, por consi- 
guiente, se conoce como el vector de desplazamientos cuasi-estaticos. Observe que p' ? = 0 
si la estructura es estaticamente determinada o si el sistema de soportes se somete a un mo¬ 
vimiento de cuerpo rfgido; para la ultima condition, un ejemplo evidente es el movimiento 
horizontal identico de todos los soportes. El resto de los desplazamientos estructurales u se 
conoce como los desplazamientos dinamicos, porque para poder evaluarlos se requiere un 
analisis dinamico. 

Con los desplazamientos estructurales totales divididos en desplazamientos cuasi-es¬ 
taticos y dinamicos, ecuacion (9.7.2), se vuelve a la primera de las dos ecuaciones particio- 
nadas (9.7.1): 

mu' + itigiig + cu' + + ku' + k g u g = 0 (9.7.4) 

Si se sustituye la ecuacion (9.7.2) y se transfieren todos los terminos que contienen u,, y if 
a la derecha, resulta 

mii + cu + ku = p cf (?) (9.7.5) 

donde el vector de fuerzas sfsmicas efectivas es 


Pef(r) = (mu' + m„if,) — (cif + c„u,,) - (ku 5 + k,,u ¥ ) (9.7.6) 

Este vector de fuerza efectiva puede reescribirse en una forma mas util. El ultimo termino 
se descarta porque la ecuacion (9.7.3) da 

ku 5 ’ + kgU^ = 0 (9.7.7) 

Esta relation tambien permite expresar los desplazamientos cuasi-estaticos u 5 en terminos 
de los desplazamientos en los soportes u,, especificados: 

u 5 = iu g l = —k _1 k g 


(9.7.8) 
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i se denomina la matriz de influencia porque describe la influencia de los desplazamientos 
de los soportes sobre los desplazamientos estructurales. Si se sustituyen las ecuaciones 
(9.7.8) y (9.7.7) en la ecuacion (9.7.6), resulta 

p e f(f) = -(m; + m g )ii g (t) — (ci + c g )u g (t) (9.7.9) 

Si se prescriben las aceleraciones ii,,(f) y las velocidades u g (f) del terreno (o los soportes), 
la p e f(0 se conoce a partir de la ecuacion (9.7.9), y asf se completa la formulation de la 
ecuacion que controla el movimiento (ecuacion 9.7.5). 

Simplificacion de p ef (f). Para muchas aplicaciones practicas es posible lograr una 
mayor simplificacion del vector de fuerza efectiva por dos razones. En primer lugar, el ter- 
mino de amortiguamiento en la ecuacion (9.7.9) es cero si las matrices de amortiguamiento 
son proporcionales a las matrices de rigidez (es decir, c = cqk y c g = a,k„j por la ecuacion 
(9.7.7); sin embargo, en el capitulo 11 se muestra que este amortiguamiento proporcional 
a la rigidez es poco realista. Aunque el termino de amortiguamiento en la ecuacion (9.7.9) 
no es cero para las formas arbitrarias de amortiguamiento, por lo general es pequeno en 
relation con el termino de inercia y, por lo tanto, puede eliminarse. En segundo lugar, para 
las estructuras cuyas masas se idealizan concentradas en los grados de libertad, la matriz de 
masa es diagonal, lo que implica que m„ es una matriz nula y que m es diagonal. Con estas 
simplificaciones, la ecuacion (9.7.9) se reduce a 

Pef(0 = -mtu s (f) (9.7.10) 

Observe que esta ecuacion para las fuerzas sfsmicas efectivas asociadas con la excitacion 
multisoporte es una generalization de la ecuacion (9.4.9), valida para las estructuras con 
un solo soporte (y para las estructuras con un movimiento identico en varios soportes). La 
matriz de influencia i de N X N g era antes un vector de A X 1, y el vector iff?) de N g X 1 
para los movimientos en los soportes era un escalar iijt). 

Interpretation de p ef (f). En esta seccion sera util emplear una forma diferente de 
la ecuacion (9.7.8a): 

N s 

u *(0 = £oM0 (9.7.11) 

/=t 

donde q, la Z-esima columna de la matriz de influencia t, es el vector de influencia asociado 
con el desplazamiento del soporte u gi . Este es el vector de desplazamientos estaticos en 
los grados de libertad estructurales debidos a u gl = 1. Si se usan las ecuaciones (9.7.8) y 
(9.7.11), el vector de fuerza efectiva, ecuacion (9.7.10), puede expresarse como 

N s 

Pef(f) = -y^m Liu g i(t) (9.7.12) 

z=t 

El Z-esimo termino en la ecuacion (9.7.12), que indica las fuerzas sfsmicas efectivas debidas 
a la aceleracion en el Z-esimo grado de libertad del soporte, tiene la misma forma que la 
ecuacion (9.4.9) para las estructuras con un solo soporte (y para las estructuras con movi¬ 
miento identico en soportes multiples). Sin embargo, los dos casos se diferencian en un 
sentido importante: en el ultimo caso, el vector de influencia puede detenu in arse usando la 
cinematica, y para el caso de las excitaciones multisoporte es necesario resolver N ecuacio¬ 
nes algebraicas (ecuacion 9.7.7) a fin de determinar cada vector de influencia q. 
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Ejemplo 9.10 

Un puente continuo de dos claros uniformes, con rigidez a flexion El, se idealiza como un 
sistema de masas concentradas (figura E9.10a). Formule las ecuaciones de movimiento para el 
puente sometido a los movimientos verticales, u gl , u gl y u g} en los tres soportes. Considere solo 
los grados de libertad traslacionales. Desprecie el amortiguamiento. 



Solucion 

1. Formule la matriz de rigidez. Con referencia a los 10 grados de libertad identificados 
en la figura E9.10b, la matriz de rigidez del sistema se formula mediante el procedimiento uti- 
lizado en el ejemplo 9.7 para un marco de dos niveles. La condensation estatica de los grados 
de libertad rotacionales, empleando el procedimiento de la section 9.3, conduce a la matriz de 
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rigidez de 5 X 5 con referencia a los cinco grados de libertad traslacionales: 


78.86 

30.86 

-29.14 

-75.43 

-5.14 

30.86 

78.86 

-5.14 

-75.43 

-29.14 

-29.14 

-5.14 

12.86 

20.57 

0.86 

-75.43 

-75.43 

20.57 

109.71 

20.57 

-5.14 

-29.14 

0.86 

20.57 

12.86 


(a) 


2. Divida la matriz de rigidez. Los vectores del grado de libertad estructural y el grado 
de libertad del soporte son 


u — ( u\ U 2 )T y Ug — {M 3 M 4 M 5 
La k determinada previamente se divide: 



donde 


£7_r 78 - 86 30 ' 86 " 

k L 3 L 30.86 78.86 _ 

= £7 T-29.14 -75.43 -5.14" 

kg “ JJ L -5.14 -75.43 —29.14 


_ 


12.86 

20.57 

0.86 


20.57 

109.71 

20.57 


0 . 86 " 

20.57 

12.86 


El 

U 


(b) 

(c) 


(dl) 

(d 2 ) 

(d3) 


3. Formule la matriz de masa. En relacion con los grados de libertad m, y u 2 , la matriz 
de masa es 


4 . Determine la matriz de influencia. 


t = — k 1 kg = 

■ 0.40625 0.68750 -0.09375] 

. -0.09375 0.68750 0.40625 J 

(f) 

Los vectores de influencia asociados con cada uno de los soportes son 

i\ =(0.40625 -0.09375 ) T 

(gl) 

(-2 ~ 

(0.68750 0.68750 ) T 

(g 2 ) 

1 3 = 

(-0.09375 0.40625 ) T 

(g3) 


Los desplazamientos estructurales descritos por cada uno de los vectores de influencia se 
muestran en la figura E9.10c. 

5 . Determine las ecuaciones de movimiento. 


mii + ku = pef(f) (h) 

donde m y k estan definidos por las ecuaciones (e) y (dl), respectivamente. El vector de fuerza 
efectiva es 

3 

Pef(0 = -y^nuiii g i(t) (i) 

/=t 


donde los t, estan dados por la ecuacion (g) y las u gl (t ) son las aceleraciones en los soportes. 










392 


Ecuaciones de movimiento, planteamiento del problema y metodos de solucion Capftulo 9 


9.8 SISTEMAS INELASTICOS 

En la figura 1.3. lc se muestra la relation fuerza-deformacion para un elemento estructural de 
acero sometido a deformaciones ticlicas. La curva de carga initial es no lineal en las ampli¬ 
tudes mas grandes de deformation, y las curvas de descarga y recarga difieren de la rama de 
carga initial. Asf, la relation entre el vector de fuerzas restauradoras f v y el vector de despla- 
zamiento u es dependiente de la trayectoria, es decir, depende de si los desplazamientos estan 
aumentando o disminuyendo. Entonces, f 5 puede expresarse como una funcion implfcita de u: 

fs = f s (u) (9.8.1) 

Esta ecuacion general sustituye a la ecuacion (9.2.3), y la ecuacion (9.4.8) se convierte en 

mu + cu + f s (u) = -miu g (t) (9.8.2) 

Estas son las ecuaciones de movimiento para los sistemas inelasticos de VGDL sometidos a 
una aceleracion del terreno ii,,(t), que es igual en todos los puntos de soporte. 

Siguiendo el enfoque descrito en la section 1.4 para los sistemas de 1GDL, la matriz 
de amortiguamiento de un sistema de VGDL que modela la disipacion de energfa surgida de 
los efectos dependientes de la velocidad dentro del intervalo de deformaciones elastico-li- 
neales (vea el capftulo 11) se supone que tambien representa este mecanismo de amortigua¬ 
miento en el intervalo inelastico de deformaciones. La energfa adicional disipada debido 
al comportamiento inelastico en las deformaciones mas grandes se explica por la relation 
histeretica de fuerza-deformacion, utilizada en los procedimientos numericos paso a paso 
para resolver las ecuaciones de movimiento (capftulo 16). 

Estos procedimientos numericos se basan en la linealizacion de las ecuaciones de 
movimiento en un paso de tiempo, de t : a t t + At, y en el uso de la iteration de Newton-Ra- 
phson (section 5.7). La matriz de rigidez estructural en t, se formula mediante el ensamble 
directo de las matrices de rigidez de los elementos. Para cada elemento estructural (colum- 
na, viga, muro, etcetera) la matriz de rigidez del elemento se determina para el estado del 
sistema (desplazamientos y velocidades) en f, y el mecanismo de cedencia prescrito para 
el material. Despues, las matrices de rigidez de los elementos se ensamblan. Estos proce¬ 
dimientos no se presentan en este libro de dinamica estructural, debido a que se espera que 
el lector este familiarizado con el analisis estatico de los sistemas inelasticos. Sin embargo, 
el tema se tratara brevemente en el capftulo 19 en el contexto del analisis no lineal para las 
idealizaciones sencillas de edificios con varios niveles. 


9.9 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Dadas la matriz de masa m, la matriz de rigidez k de un sistema elastico-lineal o las rela- 
ciones de fuerza-deformacion fs(u, u) para un sistema inelastico, la matriz de amortigua¬ 
miento c y la excitation dinamica [que puede constar de las fuerzas externas p(f) o de la 
aceleracion del terreno ii g (f)] un problema fundamental en la dinamica estructural consiste 
en determinar la respuesta de una estructura de VGDL. 

El termino respuesta indica cualquier cantidad de respuesta, como el desplazamiento, 
la velocidad y la aceleracion de cada masa, asf como una fuerza o esfuerzo internos en los 
elementos estructurales. Cuando la excitation es un conjunto de fuerzas externas, resultan 
de interes los desplazamientos u(f), las velocidades u(t) y las aceleraciones ii(r). Para las 
excitaciones sfsmicas pueden requerirse las cantidades de respuesta con relation al terreno 
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(u, u, y ii), asf como las respuestas totales (u', u' y ii')- Los desplazamientos relativos u(f) 
asociados con las deformaciones de la estructura son los mas importantes, puesto que las 
fuerzas internas en la estructura estan directamente relacionadas con u(7). 

9.10 ELEMENTOS MECANICOS 

Una vez que se han determinado los desplazamientos relativos u(f) por medio del analisis 
dinamico, es posible encontrar los elementos mecanicos y los esfuerzos necesarios para el 
diseno estructural mediante el analisis estatico de la estructura en cada instante de tiempo 
(es decir, no se requiere ningun analisis dinamico adicional). El analisis estatico de un sis- 
tema de VGDL puede visualizarse de dos maneras: 

1. En cada instante de tiempo los desplazamientos nodales se conocen a partir de 
u(0; si u(f) incluye solo el grado de libertad dinamico, los desplazamientos en el grado de 
libertad condensado estan dados por la ecuacion (9.3.3). De acuerdo con los desplazamien¬ 
tos y rotaciones conocidos en los nodos de cada elemento estructural (viga y columna), los 
elementos mecanicos (momentos flexionantes y fuerzas cortantes) pueden determinarse a 
traves de las propiedades de rigidez de los elementos (apendice 1), y los esfuerzos pueden 
encontrarse a partir de los elementos mecanicos. 

2. El segundo enfoque consiste en introducir las fuerzas estdticas equivalentes ; en 
cualquier instante de tiempo t estas fuerzas f s son las fuerzas externas que produciran los 
desplazamientos u en el mismo t en el componente de rigidez de la estructura. Asf, 

f s (0 = ku (0 (9.10.1) 

Los elementos mecanicos o los esfuerzos pueden determinarse en cada instante de tiempo 
mediante el analisis estatico de la estructura sometida a las fuerzas f v . Los analisis estaticos 
repetidos pueden implementarse de manera eficiente en muchos instantes de tiempo, como 
se describe en el capftulo 13. 

Para los sistemas inelasticos los elementos mecanicos pueden determinarse realizan- 
do las modificaciones adecuadas de estos procedimientos; el proposito es reconocer que 
tales sistemas se analizan mediante metodos paso a paso, con una iteracion dentro de cada 
paso de tiempo (capftulo 16). 

A fin de que la formulacion del problema anterior se mantenga simple, se han exclui- 
do los sistemas sometidos a excitaciones multiples y muy variables en los soportes (seccion 
9.7). Estos analisis de la respuesta dinamica implican consideraciones adicionales que se 
describen en la seccion 13.5. 

9.11 METODOS PARA RESOLVER LAS ECUACIONES 
DE MOVIMIENTO: DESCRIPCION GENERAL 

La respuesta dinamica de los sistemas lineales con amortiguamiento clasico, que es un modelo 
razonable para muchas estructuras, puede determinarse mediante el analisis modal clasico. 
Para tales sistemas existen frecuencias naturales y modos de vibracion clasicos (capftulo 10) y 
sus ecuaciones de movimiento se desacoplan al transformarlas a coordenadas modales (capf- 
tulos 12 y 13). Asf, la respuesta en cada modo natural de vibracion puede calcularse en forma 
independiente de las otras, y las respuestas modales pueden combinarse para determinar la 
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respuesta total. Cada modo responde con su propio patron particular de deformacion, la forma 
modal; con su propia frecuencia, la frecuencia natural; y con su propio amortiguamiento. Cada 
respuesta modal puede calcularse como una funcion del tiempo mediante el analisis de un sis- 
tema de 1GDL con las propiedades de vibracion (frecuencia natural y amortiguamiento) del 
modo particular. Estas ecuaciones de 1GDL se resuelven en forma cerrada para las excitacio- 
nes que pueden describirse en forma analftica (capitulos 3 y 4), o se resuelven mediante meto¬ 
dos paso a paso para las excitaciones complicadas que se definen numericamente (capftulo 5). 

El analisis modal clasico no es aplicable a una estructura que consta de subsistemas 
con niveles muy diferentes de amortiguamiento. Para tales sistemas, el modelo de amorti¬ 
guamiento clasico puede no ser apropiado, los modos de vibracion clasicos no existen y las 
ecuaciones de movimiento no pueden desacoplarse mediante la transformacion a coorde- 
nadas modales del sistema sin amortiguamiento. Estos sistemas pueden analizarse (1) por 
medio de la transformacion de las ecuaciones de movimiento en los vectores caracterfsticos 
del problema de valores caracterfsticos complejo, que incluye la matriz de amortiguamien¬ 
to (capftulo 14); o (2) mediante la solucion directa del sistema acoplado de ecuaciones 
diferenciales (capftulo 16). El ultimo enfoque requiere metodos numericos porque las so- 
luciones analfticas no pueden obtenerse de forma cerrada, incluso si la excitacion dinamica 
es una funcion simple en el tiempo descrita analfticamente y tampoco, por supuesto, si la 
excitacion dinamica se describe numericamente. 

El analisis modal clasico tampoco es aplicable a los sistemas inelasticos independien- 
temente del modelo de amortiguamiento, clasico o no clasico. El enfoque estandar consiste 
en resolver de manera directa las ecuaciones acopladas en los desplazamientos nodales 
originales mediante metodos numericos (capftulo 16). La descripcion general de los proce- 
dimientos de analisis presentados en esta seccion se resume en la figura 9.11.1. 



Figura 9.11.1 
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LECTURAS ADICIONALES 


Clough, R. W. y Penzien, J., Dynamics of Structures, McGraw-Hill, Nueva York, 1993, capftulos 9 
y 10. 

Craig, R. R., Jr. y Kurdila, A. J., Fundamentals of Structural Dynamics, 2a. ed., Wiley, Nueva York, 
2006, capftulo 8. 

Humar, J. L., Dynamics of Structures, 2a. ed., A. A. Balkema Publishers, Lisse, Pafses Bajos, 2002, 
capftulo 3. 


PROBLEMAS 


9.1 Una barra rfgida uniforme de masa total m se apoya sobre dos resortes de A.q y k 2 en sus dos 
extremos, y se somete a las fuerzas dinamicas que se muestran en la hgura P9.1. La barra esta 
restringida de modo que solo puede moverse verticalmente en el piano. (Nota: este es el siste- 
ma del ejemplo 9.2). Formule las ecuaciones de movimiento con respecto a los dos grados de 
libertad definidos en el extremo izquierdo de la barra. 



Figura P9.1 


*9.2 Una viga uniforme simplemente apoyada, de longitud L, con rigidez a la flexion El y masa m 
por unidad de longitud, se ha idealizado como el sistema de masas concentradas que se muestra 
en la figura P9.2. Tambien se muestran las fuerzas aplicadas. 

(a) Identifique los grados de libertad para representar las propiedades elasticas y determinar la 
matriz de rigidez. Desprecie las deformaciones axiales de la viga. 

(b) Identifique los grados de libertad para representar las propiedades inerciales y determinar 
la matriz de masa. 


(c) Formule las ecuaciones que controlan el movimiento de traslacion de la viga. 


El 




Pi(t) 


= 6 = 

mL/3 


Pl(t) 


= 6 = 

mL/3 


L 



—<=> U 2 

Rfgida; masa total = m 

—c U\ 


El, sin masa 


f 


113 


U3 


U3 


7 & 7 ?. 


Figura P9.2 Figura P9.4 

9.3 Para la viga de la figura P9.2 deduzca las ecuaciones de movimiento que controlan los despla- 
zamientos traslacionales u 1 y u 2 , iniciando directamente solo con estos dos grados de libertad. 

9.4 Una barra rfgida esta soportada por una columna sin peso como se muestra en la figura P9.4. 
Evalue las matrices de masa, flexibilidad y rigidez del sistema definidas por los dos grados de 
libertad mostrados. No utilice una aproximacion de masas concentradas. 


*Indica que la solucion del problema requiere de una computadora. 
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9.5 Use la definicion de los coeficientes de influencia de rigidez y de masa y formule las ecuacio¬ 
nes de movimiento para el marco de cortante de dos niveles, con masas concentradas, que se 
muestra en la figura P9.5. Las vigas son rigidas y la rigidez a la flexion de las columnas es EL 
Desprecie las deformaciones axiales en todos los elementos. 



h 

It 



Figura P9.5 


Figura P9.6 


*9.6 En la figura P9.6 se muestra un marco de dos niveles con masas concentradas, que esta so- 
metido a fuerzas laterales, junto con algunas de sus propiedades. Por otro lado, la rigidez a la 
flexion es El para todas las columnas y vigas. 

(a) Identifique los grados de libertad para representar las propiedades elasticas y determinar la 
matriz de rigidez. Desprecie las deformaciones axiales en todos los elementos. 

(b) Identifique los grados de libertad para representar las propiedades inerciales y determinar la 
matriz de masa. Suponga que los elementos no tienen masa y desprecie su inercia rotacional. 

(c) Formule las ecuaciones que controlan el movimiento del marco en los grados de libertad del 
inciso (b). 

9.7- Utilice la definicion de los coeficientes de influencia de rigidez y masa, y formule las ecuacio- 
9.8 nes de movimiento para los marcos de cortante de tres niveles, con masas concentradas, que se 
muestran en las figuras P9.7 y P9.8. Las vigas son rigidas en flexion y la rigidez a la flexion de las 
columnas son como se muestra. Desprecie las deformaciones axiales en todos los elementos. 


h 


h 


h 




Figura P9.7 


Figura P9.8 


*Indica que la solucion del problema requiere de una computadora. 
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*9.9- Las figuras de P9.9 a P9.12 muestran marcos de tres niveles con masas concentradas y someti- 
9.12 dos a fuerzas laterales, junto con la rigidez a la flexion de sus columnas y vigas. 

(a) Identifique los grados de libertad para representar las propiedades elasticas y determinar la 
matriz de rigidez. Desprecie la deformacion axial de los elementos. 

(b) Identifique los grados de libertad para representar las propiedades inerciales y determinar la 
matriz de masa. Suponga que los elementos no tienen masa y desprecie su inercia rotacional. 

(c) Formule las ecuaciones que controlan el movimiento del marco en los grados de libertad del 
inciso (b). 



Figura P9.9 


P 3 (t) 


EH 3 


P 2 ( { ) 


2E1I3 
Pi(t) —- 


El 

7777 ?. 


mil 
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£7/3 
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2£//3 


O 


2 h 


El 


Figura P9.10 


£7/3 


2£//3 


El 

7777 ?. 




Figura P9.12 


*9.13 Una estructura en forma de paraguas se idealizo como un ensamble de tres elementos en fle¬ 
xion con masas concentradas en los nodos, como se muestra en la figura P9.13. 


*Indica que la solucion del problema requiere de una computadora. 
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(a) Identifique los grados de libertad para representar las propiedades elasticas y determinar la 
matriz de rigidez. Desprecie las deformaciones axiales en todos los elementos. 

(b) Identifique los grados de libertad para representar las propiedades inerciales y determinar 
la matriz de masa. 

(c) Formule las ecuaciones de movimiento que controlan los grados de libertad del inciso (b) 
cuando la excitacion es (i) un movimiento horizontal del terreno, (ii) un movimiento vertical 
del terreno, (iii) un movimiento del terreno en la direccion b-d, (iv) un movimiento de terreno 
en la direccion b-c y (v) un movimiento de cabeceo del terreno en el piano de la estructura. 



Figura P9.13 


9.14 En la figura P9.14 se muestra una losa uniforme apoyada sobre cuatro columnas unidas rfgida- 
mente a la losa y empotradas en su base. La losa tiene una masa total m y es rfgida en el piano 
y fuera del piano. Cada columna tiene una seccion transversal circular y su segundo momento 
de area transversal alrededor de cualquier eje diametral es como se indica. Con los grados de 
libertad seleccionados como u x , u y y u g en el centra de la losa y usando coeficientes de influencia: 

(a) Formule las matrices de masa y rigidez en terminos de m y de la rigidez lateral k = 12 El/ 
h 3 de la columna mas pequena; h es la altura. 

(b) Formule las ecuaciones de movimiento para un movimiento del terreno en (i) la direccion 
x, (ii) la direccion y, y (iii) la direccion b~d. 

9.15 Repita el problema 9.14 utilizando el segundo conjunto de grados de libertad mostrados en la 
figura P9.15. 




Figura P9.14 


Figura P9.15 
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9.16 Repita el problema 9.14 utilizando los grados de libertad mostrados en la figura P9.16. 

9.17 Repita el problema 9.14 utilizando los grados de libertad mostrados en la figura P9.17. 

9.18 En la figura P9.18 se muestra un tubo tridimensional abed empotrado en a con masa m en d. 
Todos los elementos estan hechos del mismo material y tienen las mismas secciones trans- 
versales. Formule las ecuaciones de movimiento que controlan los grados de libertad u x , u y y 
u, cuando la excitacion es un movimiento del terreno en (i) la direccion x, (ii) la direccion y, 
(iii) la direccion z, y (iv) la direccion a-d. En primer lugar, exprese la matriz de flexibilidad en 
terminos de E, /, G. J y L; despues, especiflquela para GJ = | El. Considere las deformaciones 
de flexion y torsion, pero desprecie las deformaciones axiales. 


L 



Figura P9.18 


9.19 Formule las ecuaciones de movimiento para el sistema que se muestra en la figura P9.19, so- 
metido a los desplazamientos en los soportes u gl (t) y u g 2 (t). Estas ecuaciones que controlan los 
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Figura P9.19 
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componentes dinamicos de los desplazamientos u l y u 2 (los desplazamientos totales menos los 
desplazamientos cuasi-estaticos) deben expresarse en terminos de m, k, ii gl (t ) y u g2 {t). 

9.20 En la figura P9.20 se muestra una viga simplemente apoyada y sin masa, con una masa con- 
centrada en el centro y sometida a los movimientos u gl (t ) y u g2 {t) en los dos soportes. Formule 
la ecuacion de movimiento que controle el componente dinamico del desplazamiento u (= 
desplazamiento total - desplazamiento cuasi-estatico) de la masa concentrada. Exprese esta 


ecuacion en terminos de m, El, L, ii gl (t) y ii g2 (t). 

A “s 1 

El 

A “ A 

m A \ 




+ - 

L 

—F- 1 -4 


*9.21 En la figura P9.21 se muestra un tubo de una planta industrial. El tubo esta empotrado en los so¬ 
portes a y b, y tiene un doblez de 90° en c. Sostiene dos valvulas pesadas de masa m en la forma 
mostrada. Despreciando las deformaciones axiales y la masa del tubo, formule las ecuaciones 
de movimiento para este sistema sometido a desplazamientos en los soportes u gl (t) y u g2 (t). Es- 
tas ecuaciones que controlan el componente dinamico (= desplazamiento total - componente 
cuasi-estatico) de los desplazamientos u l y u 2 deben expresarse en terminos de m, El y L. ^En 
que se diferencian estas ecuaciones de las que controlan el caso de un movimiento identico en 
ambos soportes? 


j m j m 



u 


gl 


Figura P9.21 


*9.22 En la figura P9.22 se muestra un puente con un solo claro. Despreciando las deformaciones 
axiales, formule las ecuaciones de movimiento para este sistema sometido a desplazamien¬ 
tos en los soportes u gi (t) y u g2 {t). Estas ecuaciones que controlan el componente dinamico 
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*Indica que la solucion del problema requiere una de computadora. 
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(= desplazamiento total - componente cuasi-estatico) de los desplazamientos y u 2 deben ex- 
presarse en terminos de m, Ely L. ^En que se diferencian estas ecuaciones de las que controlan 
el caso de un movimiento identico en ambos soportes? 

*9.23 En la figura P9.23 se muestra una losa uniforme apoyada sobre cuatro columnas identicas, 
unidas ri'gidamente a la losa y empotradas en su base. La losa tiene una masa total m y es 
rfgida en el piano y fuera de este. Cada columna tiene una seccion transversal circular y su 
rigidez alrededor de cualquier eje diametral es como se indica. Con los grados de libertad se- 
leccionados como u x , u y y u g , formule las ecuaciones de movimiento del sistema sometido a los 
desplazamientos del terreno u ga {t), u gb (t), u gc {t) y u gd (t) en la direccion x de los soportes de las 
columnas a,b,cy d, respectivamente. Estas ecuaciones que controlan el componente dinamico 
(= desplazamiento total - componente cuasi-estatico) de los desplazamientos u x , u y y u g deben 
expresarse en terminos de m, by k = \2EI/h i de las columnas. ^En que se diferencian estas 
ecuaciones de las que controlan el caso de un movimiento identico del terreno u g (t) en todos 
los soportes de columna? 



Figura P9.23 


*9.24 Formule las ecuaciones de movimiento para el sistema del problema 9.14, sometido a los 
desplazamientos del terreno u ga {t), u gb (t), u gc {t) y u gd (t ) en la direccion x de los soportes de las 
columnas a,b,c y d, respectivamente. Estas ecuaciones que controlan el componente dinamico 
(= desplazamiento total - componente cuasi-estatico) de los desplazamientos u x , u y y u e deben 
expresarse en terminos de m, b, h y la rigidez lateral k = \2EI/h i de la columna mas pequena. 
^En que se diferencian estas ecuaciones de las que controlan el caso de un movimiento identico 
del suelo u g (t) en todos los soportes de columna? 

*9.25 Una torre para toma y entrega de agua esta empotrada en la base y parcialmente sumergida, 
ademas tiene un acceso desde el borde del deposito mediante un puente peatonal que es axial- 
mente rigido y esta conectado a la torre por medio de una articulacion (figura P9.25). (En la 
practica, el deslizamiento en la conexion suele estar permitido. La conexion de pasador se ha 
utilizado aqui solo como parte de un problema hipotetico). La torre uniforme de 200 pies de 
altura tiene una seccion transversal hueca hecha de concreto reforzado con un diametro exte¬ 
rior = 25 pies y un espesor de pared = 1 pie 3 pulg. Es posible calcular un valor aproximado 
de la rigidez a la flexion El, a partir de las propiedades generales de la seccion de concreto sin 
refuerzo; el modulo de elasticidad del concreto es E = 3.6 X 10 3 ksi. Para los propositos de un 
analisis preliminar la masa de la torre se concentra en la forma mostrada en dos ubicaciones 
igualmente espaciadas, donde m es la masa por unidad de longitud y L es la longitud total de 
la torre, el peso unitario del concreto es de 150 lb/pie 3 . (La masa anadida del agua circundante 
puede despreciarse aquf, pero debe considerarse en el analisis practico). 


*Indica que la solucion del problema requiere de una computadora. 
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Se desea analizar la respuesta de esta estructura a los movimientos en los soportes u g i(t) 
y u g2 (t). Formule las ecuaciones de movimiento que controlan los componentes dinamicos 
de los desplazamientos u l y u 2 (componente dinamico = desplazamiento total - componente 
cuasi-estatico). 












Vibracion libre 


AVANCE 

Por vibracion libre se entiende el movimiento de una estructura sin ninguna excitacion 
dinamica (fuerzas externas o movimientos en los soportes). La vibracion libre inicia al 
perturbar la estructura desde su posicion de equilibrio mediante algunos desplazamientos 
iniciales y/o al impartir algunas velocidades iniciales. 

Este capitulo sobre las vibraciones libres de sistemas con VGDL se divide en tres 
partes. En la parte A se desarrolla la nocion de las frecuencias y los modos naturales de 
vibracion de una estructura; estos conceptos desempenan un papel central en el analisis 
dinamico y sfsmico de los sistemas lineales (capitulos 12 y 13). 

En la parte B se describe el uso de estas propiedades de vibracion para determinar la 
respuesta de los sistemas a la vibracion libre. Primero se analizan los sistemas sin amor- 
tiguamiento. Despues, se definen los sistemas con amortiguamientos clasico y no clasi- 
co. El procedimiento del analisis se extiende a los sistemas con amortiguamiento clasico, 
reconociendo que tales sistemas tienen los mismos modos naturales que los sistemas no 
amortiguados. 

La parte C se refiere a la solucion numerica del problema de valor propio para deter¬ 
minar las frecuencias y los naturales modos de vibracion. Los metodos vectoriales de ite¬ 
racion resultan eficaces en las aplicaciones de ingenierfa estructural, por lo que esta presenta- 
cion se limita a dichos metodos. Se incluyen solo las ideas basicas de la iteracion vectorial, 
sin entrar en la iteracion del subespacio o en el metodo de Lanczos. Aunque este tratamiento 
limitado serfa suficiente para muchos problemas practicos y aplicaciones de investigation, 
el lector debe reconocer que existe una gran cantidad de information sobre el tema. 
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PARTE A: FRECUENCIAS Y MODOS DE VIBRACION NATURALES 


10.1 SISTEMAS SIN AMORTIGUAMIENTO 

La vibracion libre de los sistemas lineales de VGDL esta regida por la ecuacion (9.2.12) con 
p(f) = 0, que en los sistemas sin amortiguamiento es 

mu + ku = 0 (10.1.1) 

La ecuacion (10.1.1) representa N ecuaciones diferenciales homogeneas que se acoplan a 
traves de la matriz de masa, la matriz de rigidez o ambas matrices; N es el ntimero de gra- 
dos de libertad. Se desea encontrar la solucion u(f) de la ecuacion (10.1.1) que satisfaga las 
condiciones iniciales 


u = u(0) u = u(0) (10.1.2) 

en t = 0. En la seccion 10.8 se desarrolla un procedimiento general a fin de obtener la so¬ 
lucion deseada para cualquier sistema de VGDL. En esta seccion la solucion se presenta 
en forma grafica, lo que permite comprender la vibracion libre de un sistema de VGDL en 
terminos cualitativos. 

En la figura 10.1.1 se muestra la vibracion libre de un marco de cortante de dos nive- 
les. Se indican las rigideces de entrepiso y las masas concentradas en cada nivel; la vibra¬ 
cion libre inicia debido a las deflexiones mostradas por la curva a en la figura 10.1.1b. El 
movimiento resultante uj de las dos masas se grafica en la figura 10.l.ld como una funcion 
del tiempo; 7) se definira mas adelante. 



(a) 


(c) 



Figura 10.1.1 Vibracion libre de un sistema no amortiguado debida a un desplazamiento 
inicial arbitrario: (a) marco de dos niveles; (b) formas modificadas en los instantes de 
tiempo a, b y c; (c) coordenadas modales (d) historia del desplazamiento. 
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Tambien se muestran las formas modificadas de la estructura en los instantes de tiempo 
seleccionados a,byc\ el q„{t) graficado en la figura 10.1.1c se analiza en el ejemplo 10.11. 
La grafica del desplazamiento en el tiempo para el y-esimo nivel comienza con las con- 
diciones iniciales n ; (0) y iij (0); los n ; (0) se identifican en la figura 10.1.1b y 11 , (0) = 0 para 
ambos niveles. Contrario a lo observado en la figura 2.1.1 para los sistemas de 1GDL, el 
movimiento de cada masa (o del nivel), no es un movimiento armonico simple y no es posi- 
ble definir la frecuencia del movimiento. Ademas, la forma modificada (es decir, la relacion 
u l /u 2 ) varfa con el tiempo, como es evidente por las formas modificadas diferentes bye, 
que a su vez son distintas de la forma modificada inicial a. 

Sin embargo, una estructura no amortiguada se someterfa a un movimiento armonico 
simple, sin cambiar de forma modificada, si la vibracion fibre iniciase por las distribuciones 
de desplazamiento adecuadas en los diversos grados de libertad. Como se muestra en las 
figuras 10.1.2 y 10.1.3, existen dos formas caracterfsticas modificadas para este sistema 
de dos grados de libertad, de manera que si se desplaza en una de estas formas y se libera, 
vibrara en un movimiento armonico simple, manteniendo la forma inicial modificada. Los 
dos niveles vibran en la misma fase, es decir, pasan a traves de sus posiciones maxima, mi¬ 
nima o de equilibrio en el mismo instante de tiempo. Cada forma modificada caracterfstica 
se denomina modo natural de vibracion del sistema de VGDL. 

Observe que los desplazamientos de ambos niveles tienen la misma direccion en el 
primer modo, pero direcciones opuestas en el segundo. El punto de desplazamiento cero, 
llamado nodo,' no se mueve en absoluto (figura 10.1.3); a medida que el numero de modo n 
aumenta, el numero de nodos se incrementa en consecuencia (vea la figura 12.8.2.). 


m 



(a) 



Figura 10.1.2 Vibracion libre de un sistema no amortiguado en su primer modo de vibra¬ 
cion natural: (a) marco de dos niveles; (b) formas modificadas en los instantes de tiempo a, 
b, c, d y e; (c) coordenadas modales yi(f); (d) historia del desplazamiento. 


+ Recuerde que el termino nodo se ha utilizado para los puntos nodales en la idealizacion estructural; los 
dos usos diferentes de nodo deben resultar claros segun el contexto. 
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(c) 



(d) 


Figura 10.1.3 Vibracion libre de un sistema no amortiguado en su segundo modo de vi¬ 
bracion natural: (a) marco de dos niveles; (b) formas modificadas en los instantes de tiempo 
a, b , c, d y e\ (c) coordenadas modales q 2 {t)\ (d) historia del desplazamiento. 


Un periodo de vibracion natural T n de un sistema de VGDL es el tiempo requerido 
para un ciclo del movimiento armonico simple en uno de esos modos naturales. La corres- 
pondiente frecuencia circular natural de vibracion es a>„ y la frecuencia ciclica natural de 
vibracion es f n , donde 

T n = — fn ~ trr (10.1.3) 

Las figuras 10.1.2 y 10.1.3 muestran los dos periodos naturales T„ y las frecuencias naturales 
co n (n = 1 , 2) del edificio de dos niveles que vibra en sus modos naturales (j) n = (0 ln 4> 2 ,J. 
La mas pequena de las dos frecuencias de vibracion natural se indica por w l y la mas grande 
por co 2 - En la misma medida, el mas largo de los dos periodos de vibracion natural se indica por 
7\yel mas corto por T 2 . 


10.2 FRECUENCIAS Y MODOS DE VIBRACION NATURALES 

En esta seccion se presenta el problema de valor propio cuya solucion proporciona las 
frecuencias y modos naturales de un sistema. En las figuras 10.1.2 y 10.1.3 se muestra 
graficamente la vibracion libre de un sistema no amortiguado en una de sus modalidades de 
vibracion natural; para un sistema de dos grados de libertad esta puede describirse en forma 
matematica como 


u(f) = q„(t)<f> 


(10.2.1) 
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donde la forma modificada <p n no varfa con el tiempo. La variation de los desplazamientos 
se describe mediante la funcion armonica simple 

q„(t) = A n cos co n t + B n sen co n t (10.2.2) 

donde A„ y B„ son constantes que pueden determinarse a partir de las condiciones iniciales 
que inician el movimiento. Si se combinan las ecuaciones (10.2.1) y (10.2.2), resulta 

u(?) = </>„ (A n cos co n t + B n sen co n t) (10.2.3) 

donde co n y </)„ son incognitas. 

A1 sustituir esta forma de u(r) en la ecuacion (10.1.1) se obtiene 
[-co 2 n m<j> n +k <j> n ]q n (t) = 0 

Esta ecuacion puede satisfacerse de dos maneras. Ya sea que q„(t ) = 0, lo que implica que 
u(?) = 0 y que el sistema no tiene movimiento (esta es la solution conocida como trivial), o 
que las frecuencias to,, y los modos <p n naturales satisfagan la siguiente ecuacion algebraica: 

kcp,! = (o 2 n m(j) n (10.2.4) 

la cual proporciona una condition util. Esta ecuacion algebraica se denomina problema ma- 
tricial de valor caracteristico o eigenvalor. Cuando es necesario se llama problema de valor 
caracterfstico real para distinguirlo del problema de valor caracteristico complejo mencionado 
en el capitulo 14 para los sistemas con amortiguamiento. Las matrices de rigidez k y masa 
m son conocidas, por lo que el problema consiste en determinar el escalar or n y el vector ([),,. 

Para indicar la solution formal de la ecuacion (10.2.4) se reescribe como 

[k - to 2 m] 4>„ — 0 (10.2.5) 

que puede interpretarse como un conjunto de N ecuaciones algebraicas homogeneas para 
los N elementos tj) ]n (j = 1,2,..., N). Este conjunto siempre tiene la solution trivial (/>„ = 0, 
que no es util porque implica que no existe movimiento. Se tienen soluciones no triviales si 

det [k - to 2 , m ] = 0 (10.2.6) 

A1 expandir el determinante se obtiene un polinomio de orden N en or n . La ecuacion (10.2.6) 
se conoce como ecuacion caracteristica o ecuacion de frecuencia. Esta ecuacion tiene N 
raices reales y positivas para col porque m y k, las matrices de masa y rigidez estructurales, 
son simetricas y positivas definidas. La propiedad de matriz positiva definida de k esta ase- 
gurada para todas las estructuras soportadas de una manera que impida el movimiento del 
cuerpo rigido. Tal es el caso de las estructuras de ingenierfa civil que interesan a este texto, 
pero no para las estructuras sin restricciones como las aeronaves en vuelo (estas se encuen- 
tran fuera del alcance de este libro). La propiedad de matriz positiva definida de m tambien 
esta asegurada, porque las masas agrupadas son distintas de cero en todos los grados de 
libertad retenidos en el analisis despues de que los grados de libertad con masa concentrada 
cero se han eliminado mediante la condensation estatica (seccion 9.3). 

La N raices, col, de la ecuacion (10.2.6) determinan las N frecuencias naturales de 
vibracion co„(n = 1, 2, ..., N), dispuestas por convention en secuencia de menor a mayor 
(cu! < co 2 < < £%)■ Estas raices de la ecuacion caracteristica se conocen tambien como 

valores propios, valores caracteristicos o valores normales. Cuando una frecuencia natural 
to,, es conocida, la ecuacion (10.2.5) puede resolverse para el correspondiente vector (j),,. 
El problema de valor caracteristico no fija la amplitud absoluta de los vectores cp n , sino 


408 


Vibracion libre Capitulo 10 


solo la forma del vector dada por los valores relativos de los N desplazamientos (j) jn (j = 1, 
2, AO- En correspondencia a las N frecuencias de vibracion natural co„ de un sistema de 
VGDL, existen N vectores independientes <j>„, que son conocidos como los modos naturales 
de vibracion, o las formas naturales de los modos de vibracion. Estos vectores tambien se 
denominan vectores propios, vectores caracteristicos o modos normales. El termino natu¬ 
ral se utiliza para calificar cada una de estas propiedades de vibracion, a fin de enfatizar el 
hecho de que estas son propiedades naturales de la estructura en vibracion libre, y que solo 
dependen de sus propiedades de masa y rigidez. El subindice n indica el numero del modo, 
y el primer modo (n = 1) tambien se conoce como el modo fundamental. 

Como ya se menciono, durante la vibracion libre en cada modo natural, un sistema no 
amortiguado oscila en su frecuencia natural con todos los grados de libertad del sistema 
que vibra en la misma fase, pasando por sus posiciones maxima, minima o de equilibrio 
en el mismo instante de tiempo. Como este tipo de modos naturales fueron el tema del 
tratado clasico de mecanica de Lagrange (1811), se hara referenda a ellos como los modos 
naturales clasicos. En los sistemas amortiguados esta propiedad suele violarse y los modos 
naturales clasicos no existen, como se vera mas adelante. 


10.3 MATRICES MODAL Y ESPECTRAL 


Los N valores propios y los N modos naturales pueden ensamblarse de manera compacta en 
matrices. Si el modo natural 0„ correspondiente a la frecuencia natural co„ tiene los elemen- 
tos 4>j n , donde j indica los grados de libertad, entonces los N vectores propios pueden mos- 
trarse en una sola matriz cuadrada, en la que cada una de sus columnas es un modo natural: 


011 

012 " 

011V 

021 

022 '• 

02 N 

01V1 

0V2 '• 

<Pnn 


La matriz <P se llama la matriz modal para el problema de valor caracterfstico, ecuacion 
(10.2.4). Los N valores caracteristicos of pueden ensamblarse en una matriz diagonal Q 2 , que 
se conoce como la matriz espectral del problema de valor caracterfstico, ecuacion (10.2.4): 


ft 2 = 


cot 


cot 


cot 


Cada valor y vector caracterfstico satisface la ecuacion (10.2.4), que puede reescribirse 
como la relacion 

k0„ = m<p n a>l (10.3.1) 

Mediante el uso de las matrices modal y espectral es posible reunir todas estas relaciones 
(n = 1 , 2, ..., AO en una sola ecuacion matricial: 

k<Z>=m &n 2 (10.3.2) 

La ecuacion (10.3.2) ofrece una presentacion compacta de las ecuaciones que relacionan a 
todos los valores y vectores caracteristicos. 
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Es posible demostrar que los modos naturales correspondientes a las diferentes frecuencias 
naturales satisfacen las siguientes condiciones de ortogonalidad. Cuando a> n # co n 

(p'' n k(f) r = 0 0 2 m0 r = 0 (10.4.1) 

Estas propiedades importantes pueden demostrarse de la manera siguiente: la frecuencia 
natural y el modo natural n-esimos satisfacen la ecuacion (10.2.4); si la transpuesta de 0,. se 
multiplica antes por (j)], resulta 

0, r k0„ = ft>,';0 ( r m0„ (10.4.2) 

De manera similar, la frecuencia natural y el modo natural r-esimos satisfacen la ecuacion 
(10.2.4), por lo que k0 r = <y 2 m0,.. A1 multiplicar antes por 0j, resulta 

0„ r k0 r = ®, 2 0,ym0 r (10.4.3) 

La transpuesta de la matriz en el lado izquierdo de la ecuacion (10.4.2) sera igual a la trans¬ 
puesta de la matriz en el lado derecho de dicha ecuacion, por lo tanto 

0 1 k0,. = ® 2 0 Jm0 r (10.4.4) 

donde se ha utilizado la propiedad de simetria de las matrices de masa y rigidez. A1 restar la 
ecuacion (10.4.3) de la ecuacion (10.4.4), se obtiene 

(.col ~ m<Pr = 0 

Entonces la ecuacion (10.4.1b) es verdadera cuando coj, # or r , que para los sistemas con 
frecuencias naturales positivas implica que co„ # co r . Si se sustituye la ecuacion (10.4.1b) 
en (10.4.3), resulta que la ecuacion (10.4.1a) es verdadera cuando co n =t= o> r . Lo anterior 
completa una demostracion para las relaciones de ortogonalidad de la ecuacion (10.4.1). 

Se han establecido las relaciones de ortogonalidad entre modos con frecuencias dis- 
tintas (es decir, co n =f= (»,). Si la ecuacion de frecuencia (10.2.4) tiene una rafz multiple en 
j (es decir, el sistema tiene una frecuencia repetida j veces), siempre es posible encontrar j 
modos asociados con esta frecuencia que satisfagan la ecuacion (10.4.1). Si estos j modos 
se incluyen con los modos correspondientes a las otras frecuencias, se obtiene un conjunto 
de N modos que satisfacen la ecuacion (10.4.1) para n =f= r. 

La ortogonalidad de los modos naturales implica que las siguientes matrices cuadra- 
das son diagonales: 

K = 4> r k<f> M = 4> r m$ (10.4.5) 

donde los elementos de la diagonal son 

K n = 4>lk<p n M n = 0jm0„ (10.4.6) 

Como m y k son matrices positivas definidas, los elementos diagonales de K y M son po¬ 
sitives y se relacionan mediante 

K n =w 2 n M n (10.4.7) 

Lo anterior puede demostrarse si K n y M n se definen de la manera siguiente: al sustituir la 
ecuacion (10.2.4) en (10.4.6a), resulta 
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K„ = <t> T n (a> 2 n m<t> n ) = = ar n M n 

10.5 INTERPRETACION DE LA ORTOGONALIDAD MODAL 

En esta section se desarrollan interpretaciones motivadas fisicamente de las propiedades 
de ortogonalidad de los modos naturales. Una consecuencia de la ortogonalidad modal es 
que el trabajo realizado por las fuerzas inerciales del n-esimo modo al pasar a traves de los 
desplazamientos del r-esimo modo es igual a cero. Para demostrar este resultado considere 
una estructura vibrando en el n-esimo modo con los desplazamientos 

u n (t) = q n (t)<t>„ (10.5.1) 

Las aceleraciones coiTespondientes son ti„ (t) = q n (t)<p n y las fuerzas inerciales asociadas 
son 

(f i)n = — mii„ (t) = -m <p n q n (t) (10.5.2) 

Enseguida, considere los desplazamientos de la estructura en su r-esimo modo natural: 

u r (t) = q r (t)(t>r (10.5.3) 

El trabajo realizado por las fuerzas inerciales de la ecuacion (10.5.2) al pasar por los despla¬ 
zamientos de la ecuacion (10.5.3) es 

(f/)Ju r = ~ r ) q n (t)q r (t) (10.5.4) 

que es igual a cero, debido a la relation de ortogonalidad modal de la ecuacion (10.4.1b). 
Lo anterior completa la demostracion. 

Otra implication de las propiedades de ortogonalidad modal es que el trabajo realiza¬ 
do por las fuerzas estaticas equivalentes asociadas con los desplazamientos en el /r-esimo 
modo, al pasar por los desplazamientos del r-esimo modo, es igual a cero. Estas fuerzas son 

(fs) n = ku„(t) = k (j) n q n {t) 

y el trabajo que realizan al pasar por los desplazamientos de la ecuacion (10.5.3) es 

(f s )Ju r = (cplXicp r ) q n {t)q r (t) 

que es igual a cero, debido a la relation de ortogonalidad modal de la ecuacion (10.4.1a). 
Lo anterior completa la demostracion. 

10.6 NORMALIZACION DE LOS MODOS 

Como se menciono anteriormente, el problema de valor caracterfstico, ecuacion (10.2.4), 
determina los modos naturales solo en forma de valores relativos. Si el vector </>„ es un modo 
natural, cualquier vector proportional a <j) n es en esencia el mismo modo natural, puesto 
que tambien satisface la ecuacion (10.2.4). En ocasiones, se aplican factores de escala a los 
modos naturales para estandarizar sus elementos asociados con varios grados de libertad. 
Este proceso se llama normalization. A veces resulta conveniente normalizar cada modo de 
forma que su elemento mas grande sea la unidad. Otras veces, puede ser ventajoso normali¬ 
zar cada modo de forma que el elemento que corresponde a un grado de libertad particular, 
por ejemplo, el piso superior de un edificio de varios niveles, sea la unidad. En los analisis 
teoricos y los programas de computation es comun normalizar los modos de manera que M n 
tenga valores unitarios. En este caso 
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M„ = <p 2 m </>„ = 1 tt> r m<J) = I (10.5.5) 

donde I es la matriz identidad, una matriz diagonal con valores unitarios a lo largo de la 
diagonal principal. La ecuacion (10.5.5) establece que los modos naturales no solo sean 
ortogonales sino que ademas esten normalizados con respecto a m, en ese caso se deno- 
minan conjunto ortonormal de masa. Cuando los modos se normalizan de esta manera, las 
ecuaciones (10.4.6a) y (10.4.5a) se convierten en 

K n = tfMn = co 2 n M n = col K = 4> r k<t> = ft 2 (10.5.6) 


Ejemplo 10.1 

(a) Determine las frecuencias y modos de vibracion naturales del sistema de la figura ElO.la 
utilizando el primer grupo de grados de libertad mostrado. 

(b) Repita el inciso (a) utilizando el segundo grupo de grados de libertad de la figura ElO.lb. 

(c) Demuestre que las frecuencias y modos naturales determinados para los dos grupos de 
grados de libertad son iguales. 





Figura E10.1 



(d) 


Solucion (a) Las matrices de masa y rigidez del sistema con el primer grupo de grados de 
libertad se determinaron en el ejemplo 9.2: 


m = 


m 

~6 


1 ' 

2 . 



O' 
2 _ 
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Entonces 


k — co 2 m = 


k — mu> 2 /3 
—mm 2 /6 


-moi^/6 
2k — mm 2 /3 


(a) 


se sustituye en la ecuacion (10.2.6) para obtener la ecuacion de frecuencia: 

m 2 a>4 — 12 kmm 2 + 24 k 2 = 0 

Esta es una ecuacion cuadratica en m? que tiene las soluciones 

co? = (6-2V3) - = 2.536- <o\ = (6 + 2^3) - = 9.464- (b) 

v ’ m m v ' m m 

Si se obtiene la raiz cuadrada de la ecuacion (b), resultan las frecuencias naturales coi y a> 2 . 

Los modos naturales se determinan al sustituir or n — mj en la ecuacion (a), con lo que la 
ecuacion (10.2.5) da 


r 0.155 

-0.423 ] 

(0tl 1 

_ r o i 

L —0.423 

1.155 J 

1021 I 

lo] 


(c) 


Ahora se selecciona algun valor para una incognita, por ejemplo <p n = 1. Entonces, la primera 
o segunda de las dos ecuaciones da <fi 2 1 = 0.366. Al sustituir co? — a > 2 en la ecuacion (10.2.5) 
se obtiene 


'-2.155 

-1.577] 

] 0t2 l _ I 0 l 

_-1.577 

— 1.155 J 

1 022 J 1 0 J 


Si se selecciona 0 12 = 1, cualquiera de estas ecuaciones da <p 22 = 
modos representados en la figura ElO.lc son 



(d) 

— 1.366. En resumen, los dos 


(e) 


(b) Las matrices de masa y rigidez del sistema descrito por el segundo conjunto de gra- 
dos de libertad se desarrollaron en el ejemplo 9.3: 


Entonces 


" m 0 
. 0 ml 2 ! 12 


' 3k kL/2 ' 
_kL/2 3kL 2 /4_ 


k — acm = 


3k — nuo\ 
kL/2 ' 

se sustituye en la ecuacion (10.2.6) para obtener 


kL/2 

(9k - mco?)L 2 / 12. 


n 2 ox/ x — \2kma > 2 + 24 k 2 = 0 


(f) 

(g) 


Esta ecuacion de frecuencia es igual a la obtenida en el inciso (a); obviamente, da las a>i y a > 2 
de la ecuacion (b). 

Para determinar el n-esimo modo se retoma cualquiera de las dos expresiones de la ecua¬ 
cion (10.2.5) con [k — arm] dada por la ecuacion ( g ). La primera ecuacion da 

/ 2 \ ^ — mco 2 

[ 3k - ma) n ) 4> tn + — fan = 0 o (f> 0 n =- ~j7JPj2 — ® tn 

Al sustituir para co? = 2.536 k/m y co 2 = 9.464 k/m en la ecuacion (h) se obtiene 


L 

-cpe\ = —0.464<j> ;1 


-(pe2 = 6 . 4640,2 
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Si <j> n = 1, entonces <f> gl = —0.928 /L, y si 0, 2 = — 1, entonces <p, a = — 12.928/L. En resumen, 
los dos modos graficados en la figura ElO.ld son 


^ { —0.928/L } { —12.928 /L } (1) 

(c) Se obtuvieron las mismas frecuencias naturales utilizando los dos grupos de grados de 
libertad. Las formas de los modos estan dadas por las ecuaciones (e) e (i) para los dos grupos 
de grados de libertad. Estas dos series de resultados se representan en las figuras ElO.lc y d, 
y es posible demostrar que son equivalentes sobre una base grafica. De manera alternativa, la 
equivalencia puede demostrarse usando la transformacion de coordenadas de un grupo de gra¬ 
dos de libertad al otro. Los desplazamientos u = (iq u 2 ) r estan relacionados con el segundo 
grupo de grados de libertad, u = (u t ug) T mediante 



‘1 

1 


—i/2 “I f u t 1 
L/2\ \ug J 


o 


u = au 


Ci) 


Los desplazamientos u en los dos primeros modos estan dados por la ecuacion (i). Al sustituir 
el primer modo en la ecuacion (j) se llega a u = (1.464 0.536) r . La normalizacion del vector 

genera u = (1 0.366) r , que es identico al cp 1 de la ecuacion (e). De manera similar, si se sus- 

tituye el segundo modo de la ecuacion (i) en la ecuacion (j), resulta u = (1 —1.366), que es 

identico al cp 2 de la ecuacion (e). 


Ejemplo 10.2 

Determine las frecuencias y modos de vibracion naturales del sistema mostrado en la figura 
E10.2a y definido en el ejemplo 9.5. Demuestre que los modos satisfacen las propiedades de 
ortogonalidad. 



-1.5274 


Figura E10.2 
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Solution Las matrices de rigidez y masa se determinaron en el ejemplo 9.5, con referencia a 
los grados de libertad traslacionales rq y ur. 


" m L /4 


mL /2 


k = 


48 El 
lV> 


2 —5' 
-5 16 


Entonces 


donde 


, o 487(7 f2 — A. -5 
k — arm = 


it} 


-5 16 - 2X 


X = 


7m L 4 


(a) 


(b) 


192 El 

A1 sustituir la ecuacion (a) en (10.2.6) se obtiene la ecuacion de frecuencia 

it} - 20A + 7 = 0 

que tiene dos soluciones: A.] = 0.36319 y /, 2 = 9.6368. Las frecuencias naturales que corres- 
ponden a los dos valores de A. se obtienen de la ecuacion (b): t 


&>l = 3.15623 


El 


i T , 4 


a> 2 = 16.2580. 


El 


iL 4 


(c) 


Los modos naturales se determinan a partir de la ecuacion (10.2.5) siguiendo el procedimiento 
indicado en el ejemplo 10.1 para obtener 


^ {o.3274} {-I.5274} 


(d) 


Estos modos naturales estan representados en las figuras E10.2b y c. 

Con los modos conocidos se calcula el lado izquierdo de la ecuacion (10.4.1): 


■'.["* = ^(1 0J274 >[‘ 2] {-1.52741 

k0 2 = 


= 0 


T 48E7 

- (1 0.3274) 


7L 3 


r 2 

~ 5 i 

1 1 1 

[-5 

16 J 

1 —1.5274 J 


= 0 


Con esto se verifica que los modos naturales calculados para el sistema son ortogonales. 


Ejemplo 10.3 

Determine las frecuencias y los modos de vibracion naturales del sistema mostrado en la figura 
E10.3a y definido en el ejemplo 9.6. Normalice los modos de manera que tengan una deflexion 
vertical unitaria en el extremo libre. 


Solution Las matrices de rigidez y masa se determinaron en el ejemplo 9.6 con referencia a 
los grados de libertad iq y u 2 : 


' 3 m 

6 ei 

k = - 

-8-3- 

m _ 

77,3 

.-3 2. 


f Se incluyen seis digitos significativos a fin de comparar con el modelo continuo de una viga en el 
capitulo 16. 
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Figura E10.3 


La ecuacion de frecuencia es la ecuacion (10.2.6), que despues de sustituir para m y k, evaluar 
el determinante y definir 


puede escribirse como 


A. = 


ImL 3 
6 El 


3A 2 - 14A + 7 = 0 


(a) 


Las dos rafces son A! = 0.5695 y X 2 = 4.0972. Las frecuencias naturales correspondientes a los 
dos valores de X se obtienen de la ecuacion (a): 


CO! 


0.6987 


El 

m.l? 


(02 — 1.874 


El 
nL 3 


(b) 


Los modos naturales se determinan a partir de la ecuacion (10.2.5), siguiendo el procedimiento 
utilizado en el ejemplo 10.1, para obtener 



Estos modos se representan en las figuras El0.3b y c. 

A1 calcular los modos naturales el valor de la forma modal para el primer grado de li- 
bertad se fijo de manera arbitraria como la unidad. El modo resultante se normalizo a un valor 
unitario en el grado de libertad u 2 dividiendo el </>! de la ecuacion (c) entre 2.097. De manera 
similar, el segundo modo se normalizo dividiendo el cp 2 de la ecuacion (c) entre — 1.431. Ast, 
los modos normalizados son 


0.4769 1 , f -0.6988 ] 

i I * = l i I 


(d) 


Ejemplo 10.4 

Determine las frecuencias y modos naturales del sistema mostrado en la figura El0.4a y de- 
finido en el ejemplo E9.1, un marco de dos niveles idealizado como un edificio de cortante. 
Normalice los modos de manera que M n = 1. 

Solucion Las matrices de masa y rigidez del sistema, determinadas en el ejemplo 9.1, son 


" 2m 


' 3k 

—k~ 

m J 

k = 

. ~k 

k _ 


m = 


(a) 
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Figura E10.4 


donde k = 24£7 c //z 3 . La ecuacion de frecuencia es la ecuacion (10.2.6), que despues de sustituir 
para m y k y evaluar el determinante, puede escribirse como 


(2 m 2 )co 4 + (—5 km)co 2 + 2 k 2 = 0 

Las dos raices son coj = k/2m y co\ = 2 k/m, y las dos frecuencias naturales son 


co\ = 

Si se sustituye por k resulta 

a>i = 3.464 


Elg 
mh 3 


u>2 = 


a> 2 = 6.928 


EI C 
mh 3 


(b) 


(c) 


(d) 


Los modos naturales se determinan a partir de la ecuacion (10.2.5), siguiendo el procedimiento 
utilizado en el ejemplo 10.1, para obtener 

01 = | \ | 02 = { j } (e) 

Estos modos naturales se muestran en las figuras El0.4b y c. 

Para normalizar el primer modo se calcula M 1 usando la ecuacion (10.4.6), con el cpi 
dado por la ecuacion (e): 


Mi 


0[m0i =m[\ 


p 1 

HI 

L u 

111 


3 


—m 


2 


Para hacer que M x = 1, se divide el cpi de la ecuacion (e) entre */3m/2 a fin de obtener el modo 
normalizado. 



Para esta 0! puede verificarse que M x — 1. El segundo modo se puede normalizar de manera 
similar. 


Ejemplo 10.5 

Determine las frecuencias y los modos naturales del sistema mostrado en la figura E10.5a y 
definido con anterioridad en el ejemplo 9.9. La altura de piso h = 10 pies. 
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Figura E10.5 


Solution Con referenda a los desplazamientos laterales u t y u 2 de los dos niveles como los dos 
grados de libertad, las matrices condensadas de masa y rigidez se determinaron en el ejemplo 9.9: 



'2 


r El 

' 54.88 

-17.51] 

m„ = m 


1. 

" “ *3 

.-17.51 

11.61 J 


(a) 


La ecuacion de frecuencia es 


det(k„ — urm tt ) = 0 


(b) 


Si se sustituye para m„ y k,,, se evalua el determinante y se obtienen las dos raices como en el 
ejemplo 10.4, resulta 


an =2.198 


El 
mh 3 


w 2 = 5.850. 



(c) 


Es interesante comparar estas frecuencias para un marco con vigas flexibles con las de un 
marco con vigas rigidas a la flexion, que se determinaron en el ejemplo 10.4. Es evidente que 
la flexibilidad de la viga tiene el efecto de reducir las frecuencias, de acuerdo con la intuition. 

Los modos naturales se determinan resolviendo 

(k M - ar n ra, t )4> n = 0 (d) 

con a>i y o) 2 sustituidas sucesivamente a partir de la ecuacion (c) para obtener 



Estos vectores definen los desplazamientos laterales de cada nivel. Se muestran en la figura 
E10.5b y c junto con la rotation de las juntas. Las rotaciones de las juntas asociadas con el 
primer modo se determinan al sustituir u, = (p\ a partir de la ecuacion (e) en la ecuacion (d) 
del ejemplo 9.9: 


M3 


~ - 0.4426 

-0.2459' 


' -0.4172 

W4 

i 

- 0.4426 

- 0.2459 

1 0.3871 1 1 

-0.4172 

U 5 

' _ h 

0.9836 

-0.7869 

1 1.0000 \~ h 

-0.4061 

W6 , 


0.9836 

- 0.7869 _ 


-0.4061 
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De manera similar, las rotaciones de las juntas asociadas con el segundo modo se obtienen 
sustituyendo u, = <t > 2 a partir de la ecuacion (e) en la ecuacion (d) del ejemplo 9.9: 


u 3 
U4 

us 

U6 

Ejemplo 10.6 

En la figura 9.5.1 se muestra la vista en planta de un edificio de un solo nivel. La estructura 
consiste en un techo, idealizado como un diafragma rfgido, apoyado en tres marcos. A, B y C. 
El peso del techo se distribuye de manera uniforme y tiene una magnitud de 100 lb/pie 2 . Las 
rigideces laterales de los marcos son k y = 75 kips/pie para el marco A, y k x = 40 kips/pie para 
los marcos By C. Las dimensiones en planta son b = 30 pies y d = 20 pies, la excentricidad es 
e = 1.5 pies, y la altura del edificio es de 12 pies. Determine los periodos y modos de vibracion 
naturales de la estructura. 



0.3258 

1 

0.3258 

h 

-2.0573 


-2.0573 


Solution 

Peso de la losa del techo: w = 30 X 20 X 100 lb = 60 kips 

Masa: m = w/g = 1.863 kips-s 2 /pie 

m(b 2 + d 2 ) . 

Momenta de inercia: Io = -—-= 201.863 kips-pie-s 

El movimiento lateral del diafragma del techo en la direction x esta regido por la ecuacion 
(9.5.18): 

mu x + 2k x ii x = 0 (a) 

Asf, la frecuencia natural de la vibracion lateral x es 

= = 6.553 rad/s 

V 1.863 ' 

El modo natural correspondiente se muestra en la figura E10.6c. 

El movimiento acoplado lateral (« y )-torsional (u s ) del diafragma de techo se rige por la 
ecuacion (9.5.19). A1 sustituir me/ fl se obtiene 

_ T 1.863 1 

“ L 201.863 J 

A partir de las ecuaciones (9.5.16) y (9.5.19) la matriz de rigidez tiene cuatro elementos: 



kyy = k y =75 kips/pie 


Por lo tanto, 


k y 0 = ke y = ek y = 1.5 x 75 = 112.5 kips 

2 d 2 

kgg = e k y + — k x = 8168.75 kips-pie 

r 75.00 112.50“ 

.112.50 8168.75. 


Con k y m conocidas, el problema de valor caracterfstico para este sistema de dos grados de 
libertad se resuelve mediante los procedimientos estandar y se obtiene: 


Frecuencias naturales (rad/s): a>i = 5.878; a > 2 = 6.794 

„ , , r —0.5228 1 , 1 -0.5131 ) 

Modos naturales: 0, = | Q ^ ) ; 0 2 = j _ 0 05()2 | 
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Estas formas de los modos se grafican en las figuras E10.6a y b. El movimiento de la estructura 
en cada modo consiste en la traslacion del diafragma rfgido acoplado con la torsion alrededor 
del eje vertical a traves del centra de masa. 



Figura E10.6 


Ejemplo 10.7 

Considere un caso especial del sistema del ejemplo 10.6 en el que el marco A esta situado en el 
centra de masa (es decir, e = 0). Determine las frecuencias y modos naturales de este sistema. 

Solucion La ecuacion (9.5.20) especificada para la vibracion libre de este sistema proporcio- 
na tres ecuaciones de movimiento: 


mu x + 2 k x u x = 0 miiy + k y u y = 0 


Iqub + —k x ue = 0 


(a) 


La primera ecuacion de movimiento indica que el movimiento traslacional en la direccion x se 
producirfa en la frecuencia natural 

ImH) .... .. 

" V iso " /s 



Este movimiento es independiente del movimiento lateral u y o del movimiento torsional u„ 
(figura E10.7c). La segunda ecuacion de movimiento indica que el movimiento traslacional en 
la direccion y tendrfa lugar en la frecuencia natural 


co y 




6.344 rad/s 


Este movimiento es independiente del movimiento lateral u x o del movimiento torsional u s (fi¬ 
gura E10.7b). La tercera ecuacion de movimiento indica que el movimiento torsional ocurrina 
en la frecuencia natural 



(20) 2 40 

2(201.863) 


6.295 rad/s 


CO0 = 
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(a) Primer modo 
we = 6.295 rad/s 


(b) Segundo modo 
a)y = 6.344 rad/s 


(c) Tercel' modo 
oi x = 6.553 rad/s 


Figura E10.7 


El diafragma del techo girarfa alrededor del eje vertical que pasa por su centra de masa sin 
ninguna traslacion de este punto en las direcciones x o y (figura E10.7a). 

Observe que las frecuencias naturales Wi y o> 2 del sistema con planta asimetrica (ejem- 
plo 10.6) son diferentes y mas separadas que las frecuencias naturales a> y y a> g del sistema con 
planta simetrica (ejemplo 10.7). 


10.7 EXPANSION MODAL DE LOS DESPLAZAMIENTOS 

Cualquier conjunto de N vectores independientes puede utilizarse como una base para re- 
presentar cualquier otro vector de orden N. En las secciones siguientes, los modos naturales 
se utilizan como dicha base. Por lo tanto, una expansion modal de cualquier vector de des- 
plazamiento u tiene la forma 

N 

u = J2^-q,=^q (10.7.1) 

r=l 

donde q r son los multiplicadores escalares llamados coordenadas modales o coordenadas 
normales y q = (q { q 2 ■■■ qj)- Cuando se conocen los tp n es posible evaluar el q, para 
un u dado al multiplicar ambos lados de la ecuacion (10.7.1) por c//(m: 

N 

= ^(</T! m< /vp/)- 

r=l 

Debido a la relacion de ortogonalidad de la ecuacion (10.4.1b), todos los terminos de la 
sumatoria anterior desaparecen excepto el termino r = n; por lo que 

^mu = (4>lm(f)„)q n 


Los productos matriciales a ambos lados de esta ecuacion son escalares. Por lo tanto, 

</>,' mu _ </) ( ’mu 

4>l™4>n 


q> 


M, 


(10.7.2) 
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La expansion modal del vector de desplazamientos u, ecuacion (10.7.1), se emplea en 
la seccion 10.8 a fin de obtener soluciones para la respuesta a la vibracion de los sistemas 
no amortiguados. Tambien juega un papel central en el analisis de la respuesta a la vibracion 
forzada y de la respuesta sfsmica de los sistemas con VGDL (capitulos 12 y 13). 


Ejemplo 10.8 

En el marco de cortante de dos niveles del ejemplo 10.4 determine la expansion modal del 
vector de desplazamientos u = (1 l) r . 

Solucion El desplazamiento u se sustituye en la ecuacion (10.7.2) junto con cf)\ = (4 1 ) 1 

y cf >2 = (-1 l) r , del ejemplo 10.4, para obtener 



A1 sustituir q n en la ecuacion (10.7.1) se obtiene la expansion modal deseada, la cual se muestra 
en la figura El0.8. 





7 & 7 /. 



7Z?7/. 


+ 



1/3 


u 


(4/3)</>j + (—1/3)0 2 Figura E10.8 


PARTE B: RESPUESTA DE VIBRACION LIBRE 

10.8 SOLUCION DE ECUACIONES DE VIBRACION LIBRE: 

SISTEMAS NO AMORTIGUADOS 

De regreso al problema planteado por las ecuaciones (10.1.1) y (10.1.2) se pretende encon- 
trar su solucion. Para el ejemplo del marco de la figura 10.1.1a tal solucion se mostro en la 
figura 10.1. Id. La ecuacion diferencial (10.1.1) que debla resol verse condujo al problema 
matricial de valor caracterfstico de la ecuacion (10.2.4). Suponiendo que el problema de 
valor caracterfstico se resuelve para las frecuencias y modos naturales, la solucion general 
de la ecuacion (10.1.1) esta dada por una superposicion de las respuestas en los modos 
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individuales que se obtienen mediante la ecuacion (10.2.3). As! 

N 

u(f) = ^ <t>n(A n cos co n t + B n senco n t ) (10.8.1) 

n— 1 


donde A n y B„ son 2N constantes de integration. Para determinar estas constantes tambien 
se necesitara la ecuacion para el vector de velocidad, que es 

N 

u(t) = cp n co n (—An sen co n t + B n cos co„t) (10.8.2) 

n =1 

Si se establece t = 0 en las ecuaciones (10.8.1) y (10.8.2), resulta 

N N 

u(0) = J2 1.(0) = J2 <t>nCO„B n (10.8.3) 

n—\ n —1 


Con los desplazamientos iniciales u(0) y las velocidades iniciales u(0) conocidos, cada uno 
de estos dos conjuntos de ecuaciones representa N ecuaciones algebraicas en las incognitas 
A n y B n , respectivamente. No es necesaria la solucion simultanea de estas ecuaciones, pues- 
to que pueden interpretarse como una expansion modal de los vectores u(0) y u(0). Despues 
de la ecuacion (10.7.1) puede escribirse 

N N 

U(0) = Y^ndniO) u(0) = 4>„q n (0) (10.8.4) 

n =1 n =1 


donde, en forma analoga a la ecuacion (10.7.2), q n { 0) y q n (0) estan dados por 


= mu(0) . = 0>u(O) 

M„ qn J M„ 


(10.8.5) 


Las ecuaciones (10.8.3) y (10.8.4) son equivalentes, lo que implica que A„ = q n = (0) y 
B n = q n (0)/co n . Si se sustituye esto en la ecuacion (10.8.1), resulta 


N 

U (0 = ^ 4>n 
n =1 


q„( 0) cos co„t + 


q„( 0) 

CO n 


sen co n t 


( 10 . 8 . 6 ) 


o, de manera alternativa. 


N 

u(t) = J2ct>nqn(t) (10.8.7) 

n= 1 


donde 

q n (0) 

q„(t) = q„(0) cos co n t + -senoj„t (10.8.8) 

0) u 

es la variacion en el tiempo de las coordenadas modales, que es analoga a la respuesta a la 
vibracion libre de los sistemas 1GDL (ecuacion 2.1.3). La ecuacion (10.8.6) proporciona el 
desplazamiento u como una funcion del tiempo, debido al desplazamiento u(0) y la velo¬ 
cidad u(0) iniciales; el u(f) es independiente de la forma en que se normalizan los modos, 
aunque q n (t) no lo es. Suponiendo que las frecuencias <y„ y los modos t/>„ naturales estan 
disponibles, el lado derecho de la ecuacion (10.8.6) se conoce con q„(0) y q n { 0) definidos 
por la ecuacion (10.8.5). 
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Ejemplo 10.9 

Determine la respuesta a la vibracion libre del marco de cortante de dos niveles del ejemplo 

10.4, debida al desplazamiento inicial u(0) = ( 4 1 ) T . 

Solucion Los vectores de desplazamiento y velocidad iniciales son 

u( 0) = {i) “ (0) = {o) 

Para el u(0) dado, los q„(fi) se calculan siguiendo el procedimiento del ejemplo 10.8 y utilizan- 
do el (j) n de la ecuacion (e) del ejemplo 10.4; los resultados son ^(O) = 1 y q 2 (0) = 0. Como 
la velocidad inicial u(0) es cero, <ji(0) = q~>( 0) = 0- Al insertar q„( 0) y q n ( 0) en la ecuacion 
( 10 . 8 . 8 ) se obtiene la solucion para las coordenadas modales 

qi{t) = 1 cos on? q 2 (t) = 0 


Si se sustituye q n (t) y /</>„ en la ecuacion (10.8.7), resulta 


| u i (?) 1 _ 

1«2(0 J 


cos io\t 


donde u>\ = ^/k/2m a partir del ejemplo 10.4. Estas soluciones para qi(t), U\(t) y u 2 (t) se gra- 
ficaron en la figura 10.1.2c y d. Tenga en cuenta que q 2 (t) = 0 implica que el segundo modo 
no tiene ninguna contribucion a la respuesta, la cual se debe toda al primer modo. Esto es asf 
porque el desplazamiento inicial es proporcional al primer modo y, por lo tanto, es ortogonal 
al segundo. 


Ejemplo 10.10 

Determine la respuesta a la vibracion libre del marco de cortante de dos niveles del ejemplo 

10.4, debida al desplazamiento inicial u(0) = (—1 1)^. 

Solucion Los calculos se realizan como en el ejemplo 10.9, lo que conduce a </i(0) = 0, c/ 2 (0) 
= 1 y < 7 i(0) = <J 2 ( 0 ) = 0. Al insertar esto en la ecuacion (10.8.8), se obtienen las soluciones 
para las coordenadas modales; 

q\(t) = 0 <72 (t) = lcosa> 2 t 

Si se sustituyen q„( t) y en la ecuacion (10.8.7), resulta 

donde a>2 = V 2kfm a partir del ejemplo 10.4. Estas soluciones para q 2 (t), U\(t) y u 2 (t) se gra- 
ficaron en las figuras 10.1.3c y d. Tenga en cuenta que q^t) = 0 implica que el primer modo 
no tiene ninguna contribucion a la respuesta y que esta se debe por completo al segundo modo. 
Esto es asi porque el desplazamiento inicial es proporcional al segundo modo y, por lo tanto, 
es ortogonal al primero. 


Ejemplo 10.11 

Determine la respuesta a la vibracion libre del marco de cortante de dos niveles del ejemplo 

10.4, debida a los desplazamientos iniciales u(0) = ( — j 2 ) T . 

Solucion Siguiendo el ejemplo 10.8, se evaluan q n (0) y < 7 „( 0 ): < 7 i( 0 ) = 1, q 2 (0) = 1 y 
<ji (0) = q 2 (0) = 0. Al sustituir esto en la ecuacion (10.8.8) se obtiene la solucion para las 
coordenadas modales 

q l (t) = 1 cosfflif q 2 (t) = 1 cos&> 2 t 
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Si se sustituyen q n (t) y (/>„ en la ecuacion (10.8.7), resulta 

Estas soluciones para q n {t) y lift) se graficaron en la figura 10.1.1c y d. Observe que ambos 
modos naturales contribuyen a la respuesta debida a estos desplazamientos iniciales. 


10.9 SISTEMAS CON AMORTIGUAMIENTO 

Cuando se incluye el amortiguamiento, la respuesta del sistema a la vibracion libre esta 
regida por la ecuacion (9.2.12) con p(f) = 0: 

mii + cu + ku = 0 (10.9.1) 

Se desea encontrar la solucion u(f) de la ecuacion (10.9.1) que satisfaga las condiciones 
iniciales 

u = u(0) u = u(0) (10.9.2) 

en t = 0. Los procedimientos para obtener la solucion deseada varian en funcion del tipo de 
amortiguamiento: clasico o no clasico, estos terminos se definen a continuation. 

Si la matriz de amortiguamiento de un sistema lineal satisface la identidad 

cm~ 1 k = km 'c (10.9.3) 

todos los modos de vibracion natural tienen un valor real y son identicos a los del sistema no 
amortiguado asociado; se determinaron resolviendo el problema de valor caracteristico real, 
ecuacion (10.2.4). Se dice que tales sistemas poseen un amortiguamiento clasico porque 
tienen los modos naturales clasicos, definidos en la section 10.2. 

Para establecer una propiedad importante de los sistemas clasicamente amortiguados, 
el desplazamiento u se expresa en terminos de los modos naturales del sistema no amorti¬ 
guado asociado, por lo que la ecuacion (10.7.1) se sustituye en la ecuacion (10.9.1): 

m$q + e$q + k$q = 0 

Si se multiplica previamente por *J> / . resulta 

Mq + Cq + Kq = 0 (10.9.4) 

donde las matrices diagonales M y K se definieron en la ecuacion (10.4.5) y 

C=$ r c$ (10.9.5) 

Para los sistemas clasicamente amortiguados, la matriz cuadrada C es diagonal. En- 
tonces, la ecuacion (10.9.4) representa N ecuaciones diferenciales no acopladas en las co- 
ordenadas modales q n , y a tales sistemas se les puede aplicar el analisis modal clasico. Este 
procedimiento para resolver la ecuacion (10.9.1) se presenta en la section 10.10. 

Se dice que un sistema lineal posee un amortiguamiento no clasico si su matriz de 
amortiguamiento no satisface la ecuacion (10.9.3). Para tales sistemas, los modos de vibra¬ 
tion natural no tienen valores reales y la matriz cuadrada C de la ecuacion (10.9.5) ya no es 
diagonal, por lo que no son susceptibles al analisis modal clasico. Las soluciones analiticas 
de la ecuacion (10.9.1) para los sistemas que no estan clasicamente amortiguados se presen- 
tan en el capitulo 14, y los metodos de solucion numerica en el capitulo 16. 
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10.10 SOLUCION DE ECUACIONES DE VIBRACION LIBRE: 
SISTEMAS CLASICAMENTE AMORTIGUADOS 


Para los sistemas clasicamente amortiguados cada una de las N ecuaciones diferenciales 
desacopladas de la ecuacion (10.9.4) tiene la forma 

M n 'q n + C n q„ + K n q n = 0 (10.10.1) 


donde M„ y K„ se definieron en la ecuacion (10.4.6) y 

f '/i = (foil 


( 10 . 10 . 2 ) 


La ecuacion (10.10.1) tiene la misma forma que la ecuacion (2.2.1a) para un sistema de 
1GDL con amortiguamiento. Asf, la razon de amortiguamiento puede definirse para cada 
modo de una manera analoga a la ecuacion (2.2.2) para un sistema de 1GDL: 


Kn — 


r 

K -'fl 


2M n co„ 


(10.10.3) 


Si se divide la ecuacion (10.10.1) (?) entre M„, resulta 

4n 2G co r .q l: 4" = 0 (10.10.4) 


Esta ecuacion tiene la misma forma que la ecuacion (2.2.1b) que rige la vibracion 
libre de un sistema de 1GDL con amortiguamiento, y cuya solucion es la ecuacion (2.2.4). 
Si se adapta este resultado, la solucion para la ecuacion (10.10.4) es 


q n {t) = e 


q n (0) cos co nD t 


-t- 


^nD 


(10.10.5) 


donde la n-esima frecuencia natural del sistema con amortiguamiento 

COnD = COny/l ~ (10.10.6) 

y co„ es la n-esima frecuencia natural del sistema no amortiguado asociado. Entonces, la 
respuesta del sistema al desplazamiento se obtiene al sustituir la ecuacion (10.10.5) por q n (t) 
en la ecuacion (10.8.7): 


u(?) = 


i t 


n= 1 


rr .s q?i(0) + 0 ) 

q n (0) cos co„Dt 4-sen a> nD t 


(t>nD 


(10.10.7) 


Esta es la solucion del problema de la vibracion libre para los sistemas de VGDL clasica¬ 
mente amortiguados. Se proporciona el desplazamiento u como una funcion del tiempo 
debido al desplazamiento u(0) y la velocidad u(0) iniciales. Si se supone que las frecuen- 
cias co„ y los modos </>„ naturales del sistema sin amortiguamiento estan disponibles, junto 
con las razones de amortiguamiento modales el lado derecho de la ecuacion (10.10.7) se 
conoce con q n ( 0) y q„( 0) definidos por la ecuacion (10.8.5). 

El amortiguamiento influye en las frecuencias y en los periodos de vibracion naturales 
de un sistema de VGDL de acuerdo con la ecuacion (10.10.6), que tiene la misma forma que 
la ecuacion (2.2.5) para un sistema de 1GDL. Por lo tanto, el efecto del amortiguamiento 
en las frecuencias y en los periodos naturales de un sistema de VGDL es pequeno para las 
razones de amortiguamiento inferiores al 20% (figura 2.2.3), un intervalo que incluye a 
la mayorfa de las estructuras practicas. 

En un sistema de VGDL clasicamente amortiguado, sometido a una vibracion libre en 
su modo natural n, la amplitud de desplazamiento en cualquier grado de libertad disminuye 
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con cada ciclo de vibracion. La tasa de decaimiento depende de la fraccion de amortigua- 
miento en ese modo, de una manera similar a los sistemas de 1GDL. Esta similitud es 
evidente al comparar la ecuacion (10.10.5) con la ecuacion (2.2.4). Asi, la relacion de dos 
picos de respuesta separados por j ciclos de vibracion se asocia con la fraccion de amorti- 
guamiento mediante la ecuacion (2.2.12) con el cambio apropiado en la notacion. 

En consecuencia, la fraccion de amortiguamiento en un modo natural de un sistema de 
VGDL puede determinarse, en principio, a partir de una prueba de vibracion libre siguiendo 
el procedimiento que se presenta en la seccion 2.2.4 para los sistemas de 1GDL. En dicha 
prueba, la estructura se deforma jalando de ella mediante un cable que luego se libera de 
manera repentina, causando asf que la estructura se someta a una vibracion libre alrededor 
de su posicion de equilibrio estatico. Una dificultad en estos ensayos es la aplicacion y la 
liberacion de la fuerza de manera que la estructura vibre solo en uno de sus modos natura- 
les. Por esta razon, este procedimiento de prueba no es un medio eficaz para determinar el 
amortiguamiento excepto, quiza, para el modo fundamental. Despues de que las contribu- 
ciones a la respuesta de los modos mas altos se han amortiguado, la vibracion libre esta en 
el modo fundamental, y la fraccion de amortiguamiento para este modo puede calcularse a 
partir de la tasa de decaimiento de las amplitudes de vibracion. 

Ejemplo 10.12 

Determine la respuesta a la vibracion libre del marco de cortante de dos niveles de la fi- 
gura E10.12.1a, con c = yjkm /200, debida a dos grupos de desplazamientos iniciales (1) 
u(0) = (\ l) r y(2)u(0) = (-l l) r . 

Solucion 

Parte 1 Los q„( 0) correspondientes a este u(0) se determinaron en el ejemplo 10.9: 
gdO) = 1 y g 2 (0) = 0; q„ (0) = 0. Las ecuaciones diferenciales que rigen a q„{t) estan dadas por 





Figura E10.12.1 Vibracion libre de un sistema clasicamente amortiguado en el primer 
modo de vibracion natural: (a) marco de dos niveles; (b) formas modificadas en los instantes 
de tiempo a , b, c, d y e; (c) coordenada modal (d) historia del desplazamiento. 
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la ecuacion (10.10.4). Como q 2 (0) y (0) son ambos iguales a cero, q 2 {t) = 0 para cualquier 
instante de tiempo. La respuesta esta dada por el termino n = 1 en la ecuacion (10.10.7). Si se 
sustituyen los valores antes mencionados para g'i(O), q\ (0) y <j>\ = lj , resulta 



donde w\ = «Jk/2m a partir del ejemplo 10.4 y £f = 0.05 a partir de la ecuacion (10.10.3). 

Parte 2 Los q„( 0) correspondientes a este u(0) se determinaron en el ejemplo 10.10: 
<7j(0) = 0 y q 2 (0) = 1; q n (0 ) = 0. Las ecuaciones diferenciales que rigen a q n (t) estan dadas 
por la ecuacion (10.10.4). Como ^i(0) y q\ (0) son ambos iguales a cero, q^t) = 0 en todo mo¬ 
menta. La respuesta esta dada por el termino n = 2 de la ecuacion (10.10.7). Si se sustituyen 
#>(0), < 72 (0) y 02 = (“I 1) T , resulta 



donde co 2 = *J2k/m a partir del ejemplo 10.4 y £ 2 = 0.10 a partir de la ecuacion (10.10.3). 

Observaciones Los resultados para la vibracion libre debida a los desplazamientos 
iniciales u(0) = <f> x se presentan en la figura E10.12.1, y a u(0) = 0 2 en la figura E10.12.2, 
respectivamente. Las soluciones para q n {t) se muestran en el inciso (c) de estas figuras, los 
desplazamientos en planta Uj(t) en el inciso (d), y las formas modificadas en los instantes de 
tiempo seleccionados se grafican en el inciso (b) de las figuras. 



Figura E10.12.2 Vibracion libre de un sistema clasicamente amortiguado en el segundo 
modo de vibracion natural: (a) marco de dos niveles; (b) formas modificadas en los instantes 
de tiempo a, b, c, d y e\ (c) coordenada modal q 2 (t), (d) historia del desplazamiento. 
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Estos resultados permiten las siguientes observaciones: primera, si el desplazamiento 
inicial es proporcional al 77 -esimo modo, la respuesta se debe por completo a ese modo; el otro 
modo no tiene ninguna contribucion. Segunda, la forma modificada inicial se mantiene durante 
la vibracion libre, como en el caso de los sistemas no amortiguados (figuras 10.1.2 y 10.1.3). 
Tercera, el sistema oscila en la frecuencia co nD con todos los niveles (o grados de libertad) vi- 
brando en la misma fase, pasando a traves de sus posiciones maxima, minima o de equilibrio, 
en el mismo instante de tiempo. Asi, el sistema posee modos naturales de vibracion clasicos, 
definidos primero en la seccion 10.2, como se esperaba de los sistemas clasicamente amorti¬ 
guados. Aunque basadas en los resultados para un sistema con dos grados de libertad, estas 
observaciones son validas para los sistemas clasicamente amortiguados con cualquier numero 
de grados de libertad. 

Ejemplo 10.13 

Determine la respuesta a la vibracion libre del marco de cortante de dos niveles del ejemplo 
10.12, debida a los desplazamientos iniciales u(0) = ( — | . 

Solucion Los q n ( 0) correspondientes a este u(0) se determinaron en el ejemplo 10.11: 
g„(0) = 1 y < 7 „( 0 ) = 1; q„(0) = 0. Si se sustituyen en la ecuacion (10.10.5), se obtiene la solu¬ 
cion para las coordenadas modales: 

qi (t) = e -^ 


<72(0 = 


cosa>i£>r -|-senwiDf 


cos&> 2 D^ H- , sen 0 ) 2 D t 

l -?2 


(a) 


(b) 


donde, segun lo determinado con anterioridad, a>\ = y/k/2m y u >2 = y/2k/m\ las a> nD estan 
dadas por la ecuacion (10.10.6) y fi = 0.05 y £ 2 = 0.10 a partir de la ecuacion (10.10.3). 

Al sustituir q n {t) y 0„ en la ecuacion (10.8.7) se llega a 



-{ 

+1 


1/2 

1 

-1 

1 


Jg-fi® 1 ? 
Jg — SlOllt 


COS CO\j)t + 


COS C02D t “1“ 


Ci 


l-c 


2 

1 


senwiot 



sen co 2 Dt 


(c) 


PARTE C: CALCULO DE LAS PROPIEDADES DE VIBRACION 

10.11 METODOS DE SOLUCION PARA EL PROBLEMA DE VALOR 
CARACTERISTICO 

Para encontrar las propiedades de vibracion (frecuencias y modos naturales) de una es- 
tructura se requiere resolver el problema matricial de valor caracterfstico de la ecuacion 
(10.2.4), que se repite aqui por conveniencia: 

k <fi = Am <fi 


( 10 . 11 . 1 ) 
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Como se menciono anteriormente, los valores caracterfsticos X n = or n son las raices 
de la ecuacion caracteristica (10.2.6): 

p(k) = det[k — Am] = 0 (10.11.2) 

donde p(k) es un polinomio de orden N, el numero de grados de libertad del sistema. Este 
no es un metodo practico, sobre todo para los sistemas de gran tamano (es decir, con un gran 
numero de grados de libertad), porque la evaluation de los N coeficientes del polinomio re- 
quiere mucho esfuerzo de calculo y las raices de p(k) son sensibles a los eiTores numericos 
de redondeo en los coeficientes. 

Encontrar metodos seguros y eficaces para resolver el problema de valor caracteristico 
ha sido objeto de mucha investigation, en especial desde el desarrollo de la computadora 
digital. La mayorfa de los metodos disponibles pueden clasificarse en tres grandes catego¬ 
ries, dependiendo de la propiedad basica utilizada como la base del algoritmo de solucion: 
(1) los metodos de iteracion vectorial trabajan directamente con la propiedad de la ecua¬ 
cion (10.11.1). (2) Los metodos de transformacion utilizan la propiedad de ortogonalidad 
de los modos, ecuaciones (10.4.1). (3) Las tecnicas de iteracion polinomial trabajan sobre 
el hecho de que p(k n ) = 0. Se ha desarrollado cierta cantidad de algoritmos de solucion en 
cada una de las tres categories anteriores. Tambien se han desarrollado combinaciones de 
dos o mas metodos que pertenecen a la misma o a diferentes categories para hacer frente a 
los grandes sistemas. Dos ejemplos de tales procedimientos combinados son el metodo de 
busqueda del determinante y el metodo de iteracion del subespacio. 

Todos los metodos de solucion para los problemas de valor propio deben tener una 
naturaleza iterativa, ya que, basicamente, la solucion del problema de valor caracteristico 
es equivalente a encontrar las raices del polinomio p(k). No existen formulas explicitas 
para encontrar estas raices cuando N es mayor que 4, por lo que se requiere una solucion 
iterativa. Para encontrar un par caracteristico (k n , </>„), solo uno de ellos se calcula por ite¬ 
racion, y el otro puede conseguirse sin ninguna iteracion adicional. Por ejemplo, si k n se 
obtiene por iteracion, entonces <p n puede evaluarse resolviendo las ecuaciones algebraicas 
(k - k n m)(j) n = 0. Por otro lado, si </)„ se determina por iteracion, k n puede encontrarse 
al evaluar el cociente de Rayleigh (seccion 10.12). Es mas economico resolver primero 
para A„ y despues calcular 0„ (o viceversa), o es mejor resolver ambos a la vez? La res- 
puesta a esta pregunta y, por lo tanto, la election entre las tres categories de procedimien¬ 
tos mencionados con anterioridad depende de las propiedades de las matrices de masa y 
rigidez (el tamano N, el ancho de banda de k y si m es diagonal o en banda) y del numero 
de pares caracterfsticos requerido. 

En la ingenierfa estructural suelen analizarse sistemas con matriz k en banda y m dia¬ 
gonal o en banda, sometidos a excitaciones que periurban primordialmente los pocos modos 
de vibration natural mas bajos (con respecto a AO- Los metodos de iteracion vectorial inver- 
sa suelen ser eficaces (es decir, confiables en la obtencion de soluciones exactas y ehcientes 
computacionalmente) para este tipo de situaciones, por lo que esta presentation se limita 
a esos metodos. Se incluyen solo las ideas basicas de la iteracion vectorial, sin entrar en el 
metodo de iteracion del subespacio o el metodo de Lanczos. De igual modo, se excluyen los 
metodos de transformacion y las tecnicas polinomicas de iteracion. En resumen, se presenta 
un tratamiento limitado de los metodos de solucion para el problema de valor caracteristico 
que surge en la dinamica estructural. Esto es suficiente para los propositos de este libro, 
pero existen tratamientos mas completos en otros libros. 
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10.12 COCIENTE DE RAYLEIGH 


En esta section se presenta el cociente de Rayleigh, porque es necesario para los metodos 
de iteration vectorial; tambien se habla sobre sus propiedades. Si la ecuacion (10.11.1) se 
multiplica antes por <p T , se obtiene la siguiente ecuacion escalar: 

<p T k cj) = \cf) T mcj) 


La matriz debnida positiva m garantiza que 0 r m0 es distinto de cero, por lo que es 

aceptable resolver para el escalar A: T 

(b k d> 

X = ( 10 . 12 . 1 ) 

<p l mcp 

que obviamente depende del vector 0. Esta expresion se denomina cociente de Rayleigh. Tam¬ 
bien puede obtenerse al igualar el valor maximo de la energia cinetica con el valor maximo de la 
energfa potential, en el supuesto de que el sistema de vibracion este ejecutando un movimiento 
armonico simple en la frecuencia co con la forma modibcada dada por 0 (section 8.5.3). 

El cociente de Rayleigh tiene las siguientes propiedades, que se presentan sin demos- 
tracion: 


1. Cuando 0 es un vector caracterfstico 0„ de la ecuacion (10.11.1), el cociente de 
Rayleigh es igual al correspondiente valor caracterfstico /,„. 

2. Si 0 es una aproximacion a 0„ con un error que es inbnitesimal de primer orden, el 
cociente de Rayleigh es una aproximacion a A„ con un error que es inbnitesimal de 
segundo orden; es decir, el cociente de Rayleigh es estacionario en las cercanfas 
de los vectores caracterfsticos verdaderos. El valor estacionario es en realidad un 
mfnimo en la vecindad del primer vector caracterfstico y un maximo en las proxi- 
midades del /V-esimo vector caracterfstico. 

3. El cociente de Rayleigh se acota entre A] = co] y X N = a> 2 N , los valores caracterfs¬ 
ticos menor y mayor; es decir, proporciona una cota superior para co] y una cota 
inferior para or N . 

Una aplicacion comun del cociente de Rayleigh a la ingenierfa implica solo la evalua¬ 
tion de la ecuacion (10.12.1) para un vector de prueba 0 que se selecciona sobre la base del 
conocimiento ffsico (capitulo 8). Si los elementos de un vector caracterfstico aproximado 
cuyo elemento mas grande es la unidad son correctos hasta 2s posiciones decimales, se pue¬ 
de esperar que el cociente de Rayleigh sea correcto hasta aproximadamente 2s decimales. 
Varios procedimientos numericos para la resolution de problemas de valor caracterfstico 
hacen uso de la propiedad estacionaria del cociente de Rayleigh. 


10.13 METODO DE ITERACION VECTORIAL INVERSO 
10.13.1 Conceptos basicos y procedimientos 

Esta presentation se limita a los sistemas con una matriz de rigidez k que es positiva debni¬ 
da, mientras que la matriz de masa m puede ser una matriz en banda o una matriz diagonal, 
con o sin elementos diagonales iguales a cero. El hecho de que los metodos de iteration 
vectoriales puedan manejar elementos diagonales iguales a cero en la matriz de masa impli¬ 
ca que estos metodos pueden aplicarse sin necesidad de realizar la condensation estatica de 
la matriz de rigidez (section 9.3). 
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El objetivo es satisfacer la ecuacion (10.11.1) operando directamente sobre ella. Se 
supone un vector de prueba para 0, por ejemplo x h y se evalua el lado derecho de la ecua¬ 
cion (10.11.1). Esto puede hacerse, excepto para el valor caracterfstico A, que es desconoci- 
do. Por lo tanto se descarta A, que es equivalente a decir que se establece A = 1. Como los 
vectores propios solo pueden determinarse dentro de un factor de escala, la election de A 
no afectara el resultado final. Con A = 1 es posible calcular el lado derecho de la ecuacion 
( 10 . 11 . 1 ): 

Rj = mx! (10.13.1) 

Como X, fue una election arbitraria, en general kx, A Rj. (Si por coincidencia ocurre que 
kX[ = R b la x, elegida es un vector caracterfstico). Ahora se establece una ecuacion de 
equilibrio 

kx 2 = Ri (10.13.2) 

donde x 2 es el vector de desplazamiento correspondiente a las fuerzas R, yx 2 A x,. Puesto 
que se esta utilizando la iteracion para encontrar un vector caracterfstico, la intuition puede 
sugerir que la solution de x 2 de la ecuacion (10.13.2), obtenida despues de un ciclo de itera¬ 
tion, puede ser una mejor aproximacion a 0 de lo que era x,. De hecho, esto es cierto, como 
se demostrara mas adelante; al repetir el ciclo de iteracion, se obtiene una aproximacion cada 
vez mejor para el vector caracterfstico. Un valor correspondiente para el valor caracterfstico 
puede calcularse utilizando el cociente de Rayleigh y la iteracion puede terminar cuando dos 
estimaciones sucesivas del valor caracterfstico esten suficientemente cerca. A medida que au- 
menta el numero de iteraciones, x i+1 se aproxima a 0] y cl valor caracterfstico se aproxima A,. 

Asf, el procedimiento inicia con el supuesto de un vector de iteracion inicial x, y con- 
siste en los siguientes pasos que deben repetirse para j = 1, 2, 3,... hasta la convergencia: 


1. Determine x /+ 1 resolviendo las ecuaciones algebraicas: 

kx J+i = mx 7 (10.13.3) 

2. Obtenga una estimation del valor propio al evaluar el cociente de Rayleigh: 


jU+D = * 1 +^+' 


xj +1 mx j+1 


x | l +i mx / 

x / + imx /+1 


3. Compruebe la convergencia comparando dos valores sucesivos de A: 

| xU+D _ A.0) | 

< tolerancia 


A0+0 

4. Si el criterio de convergencia no se cumple, normalice xy+i: 

*/+1 


x i+i 


(x 


^T 


7+i mx i+i 


l)V2 


(10.13.4) 


(10.13.5) 


(10.13.6) 


y regrese al primer paso para realizar otra iteracion utilizando la j siguiente. 

5. Sea / la ultima iteracion (es decir, la iteracion que satisface la ecuacion 10.13.5). 
Entonces 

i (1+1) -J. ■ X, + ! 


A, = A" 


01 = 7^ 


(x^ 1 mx/ + i) 1 / 2 


(10.13.7) 


El paso basico en la iteracion es la solution de la ecuacion (10.13.3) (un sistema de 
A ecuaciones algebraicas) que da una mejor aproximacion a 0 2 . El calculo de la ecuacion 
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(10.13.4) da una aproximacion al valor caracterfstico X , segiin el cociente de Rayleigh. Esta 
aproximacion a a, se utiliza para determinar la convergencia de la iteracion. La ecuacion 
(10.13.6) tan solo asegura que el nuevo vector satisfaga la relation de ortonormalidad de 
la masa 

xj +1 mx ;+1 = 1 (10.13.8) 

Aunque la normalization del nuevo vector no afecta a la convergencia, es numerica- 
mente util. Si no se incluye tal normalization, los elementos de los vectores de iteracion 
crecen (o disminuyen) en cada paso, y esto puede causar problemas numericos. La norma¬ 
lization mantiene los valores de los elementos similares de una iteracion a la siguiente. La 
tolerancia se selecciona dependiendo de la precision deseada. Debe ser de 10 _2s o menor 
cuando se requiere que a, tenga una precision de 2s digitos. Entonces, el vector caracterfs¬ 
tico tendra una precision de alrededor deso mas digitos. 

El algoritmo de iteracion vectorial inversa puede organizarse de forma diferente por 
conveniencia de la aplicacion en computadora, pero tales problemas de calculo no se inclu- 
yen aqui. 

Ejemplo 10.14 

En la figura E10.14 se muestran las masas y las rigideces de entrepiso de un marco con tres 
niveles, idealizado como un marco de cortante, donde m = 100 kips/g y k — 168 kips/pulg. 
Determine la frecuencia fundamental a>! y la forma del modo cp l mediante la iteracion vectorial 
inversa. 


m/2 



Figura E10.14 


Solution Las matrices de masa y rigidez del sistema son 



'i 

k 

' 16 

-7 

O' 

m = m 

i 

k= - 
9 

-7 

10 

-3 


i 

L 2-1 

0 

-3 

3 _ 


donde m = 0.259 kip-s 2 /pulg y k = 168 kips/pulg. 

El algoritmo de iteracion inversa de las ecuaciones (10.13.3) a (10.13.7) se realiza a 
partir de un vector initial x l = (1 1 l) r , lo cual conduce a la tabla E10.14. El resultado final 

es co i = V144.14 = 12.006 y fa = (0.6377 1.2752 1.9122) r . 


10.13.2 Convergencia de la iteracion 

En la section anterior solo se presento el esquema de la iteracion inversa y se declare que 
converge al primer vector caracterfstico asociado con el valor caracterfstico mas pequeno. 
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TABLA E10.14 ITERACION VECTORIAL INVERSA PARA 
EL PRIMER PAR CARACTERISTICO 


Iteracion 



X7+1 

k u+u 

x ./+i 


fn 


r 0.0039 7 


r 0.74547 

1 

1 


0.0068 

147.73 

1.3203 


1 


0.0091 


1.7676 


r 0.7454 7 


r 0.0045 7 


[ 0.6574 7 

2 

1.3203 


0.0089 

144.29 

1.2890 


1.7676 


0.0130 


1.8800 


[ 0.6574 7 


r 0.0044 7 


[ 0.6415 7 

3 

1.2890 


0.0089 

144.15 

1.2785 


1.8800 


0.0132 


1.9052 


[ 0.6415 7 


r 0.0044 7 


[ 0.6384 7 

4 

1.2785 


0.0089 

144.14 

1.2758 


1.9052 


0.0133 


1.9109 


[ 0.6384 7 


r 0.0044 7 


[ 0.6377 7 

5 

1.2758 


0.0088 

144.14 

1.2752 


.1.9109. 


.0.0133. 


.1.9122. 


Ahora se demostrara esta convergencia porque la comprobacion resulta instructiva, en es¬ 
pecial al sugerir como debe modificarse el procedimiento para lograr la convergencia a un 
vector caracterfstico mas alto. 

La expansion modal del vector x es (a partir de las ecuaciones 10.7.1 y 10.7.2) 

N N , T 


X — ^ ' 0//6 f /i — ^ ' 0/2 


72=1 


72=1 


0 ,,mx 

0« m 0« 


(10.13.9) 


El n-esimo termino en esta sumatoria representa el n-esimo componente modal en x. 

El primer ciclo de iteracion implica resolver las ecuaciones de equilibrio (10.13.3) 
con y‘ = l: kx 2 = niX|. donde x, es un vector de prueba. Esta solution puede expresarse 
como x 2 = k 'mxi. Si se sustituye la expansion modal de la ecuacion (10.13.9) para x l5 
resulta 


N 

x 2 = ^k _ 1 m0„^„ (10.13.10) 

72=1 

Al reescribir la ecuacion (10.11.1) para el n-esimo par caracterfstico como k 'm0„ = (I //.„) 
y al sustituirla en la ecuacion (10.13.10), se obtiene 

N 1 1 N k 

X 2 = V — 4>„q„ = — (10.13.11) 

A n A\ A n 

72= 1 72=1 

El segundo ciclo de iteracion implica resolver la ecuacion (10.13.3) con 
j =2: X 3 = k mx 2 , en el que se ha utilizado el vector no normalizado x 2 en vez del 
vector normalizado x 2 . Esto es aceptable para el proposito actual porque la convergencia 
no se ve afectada por la normalizacion y los vectores caracterfsticos son arbitrarios dentro 
de un factor multiplicativo. Despues de deducir las ecuaciones (10.13.10) y (10.13.11), es 
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posible demostrar que 



(10.13.12) 


Del mismo modo, el vector x /+ i despues de j ciclos de iteration puede expresarse como 


K i +1 


= 1 e(- 


n =1 


(pnVn 


(10.13.13) 


Como /. | < X„ para n > 1, —* 0 cuando j —>• °° , y solo el termino n = 1 de la 

ecuacion (10.13.13) sigue siendo significativo, lo que indica que 


1 

Xj + 1 —> — r(j)\q\ cuando j —> oo (10.13.14) 

K 

Asf, x /+ | converge a un vector proporcional a <p { . Ademas, el vector normalizado x ; H de la 
ecuacion (10.13.6) converge a f h que es la masa ortonormal. 

La tasa de convergencia depende de X l /X 2 , la relation que aparece en el segundo 
termino de la sumatoria en la ecuacion (10.13.13). Cuanto menor sea esta relation, mas 
rapida sera la convergencia, lo que implica que la convergencia es muy lenta cuando X 2 es 
casi igual a A.j. Para tales situaciones, la tasa de convergencia puede mejorarse mediante los 
procedimientos de la section 10.14. 

Si solo se requieren el primer modo natural cpy y la frecuencia natural asociada o) h no 
hay necesidad de seguir adelante. Esto es una ventaja del metodo de iteration. No es necesario 
resolver el problema de valor caracterfstico completo para obtener uno o dos de los modos. 


10.13.3 Evaluacion de los modos mas altos 

Para continuar con la solution despues de que se han determinado y >, b el vector de 
initio se modifica para hacer que el procedimiento de iteration converja al segundo vector 
caracterfstico. La modification necesaria esta sugerida por la comprobacion que se pre- 
sento en la section 10.13.2 para demostrar que el proceso de iteration converge al primer 
vector caracterfstico. Observe que despues de cada ciclo de iteration los otros componentes 
modales se reducen en relation con el primer componente modal debido a que su valor ca¬ 
racterfstico /. | es mas pequeno que todos los otros valores caracterfsticos A.,,. El proceso de 
iteration converge al primer modo por la misma razon, porque (A 1 /A.„) ; —> 0 cuando j —>■ °°. 
En general, el procedimiento de iteration converge al modo con el valor caracterfstico mas 
bajo contenido en un vector x de prueba. 

Por lo tanto, para hacer que el procedimiento de iteration converja al segundo modo, 
debe elegirse un vector de prueba x que no contenga ningun componente del primer 
modo (es decir, q y debe ser cero en la ecuacion 10.13.9) y se dice que x es ortogonal a 
(j) |. Sin embargo, no es posible comenzar a priori con tal x. Por lo tanto, se inicia con una x 
arbitraria y se hace ortogonal a cp { mediante el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt. 
Este proceso tambien puede usarse para ortogonalizar un vector de prueba con respecto a los 
primeros n vectores caracterfsticos que ya han sido determinados, de modo que la iteration 
en los vectores de prueba purificados converja al (n+ I )-esimo modo, que es el modo con el 
siguiente valor caracterfstico en secuencia ascendente. 

En principio, el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt, en combination con 
el procedimiento de iteration inversa, proporciona una herramienta para calcular el segundo 
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y mayores valores y vectores caracterfsticos. Sin embargo, esta herramienta no resulta efi- 
caz como un metodo general de calculo por dos razones. Primero, si x, se hiciera ortogonal 
a <pi (es decir, r/, = 0 en la ecuacion 10.13.9), teoricamente la iteracion no convergeria a 
0 ! sino a (f> 2 (o a algun otro vector caracterfstico: aquel con el siguiente valor caracteristico 
superior que este contenido en la expansion modal de x,). Sin embargo, en la practica esto 
nunca ocurre ya que los inevitables errores de redondeo en la aritmetica de precision finita 
reintroducen continuamente pequenos componentes de 0, que aumentan por el proceso de 
iteracion. La segunda razon es que la convergencia del proceso de iteracion se vuelve mas 
lenta poco a poco en los modos mas altos. Es por tales razones que este metodo no se de- 
sarrolla en este libro. 


10.14 ITERACION VECTORIAL CON DESPLAZAMIENTO: 

PROCEDIMIENTO PREFERENTE 

El procedimiento de iteracion vectorial inversa de la seccion 10.13, combinado con el con- 
cepto de “desplazamiento” del espectro del valor caracteristico (o escala), proporciona un 
medio efectivo para mejorar la tasa de convergencia del proceso de iteracion y para hacerlo 
converger a un par caracteristico distinto de (A b 0,). Entonces, este es el metodo preferido, 
puesto que proporciona una herramienta practica para calcular tantos pares de frecuencias 
de vibracion y modos naturales de una estructura como se desee. 


10.14.1 Concepto basico y procedimiento 

Las soluciones de la ecuacion (10.11.1) son los valores caracterfsticos /,„ y los vectores 
caracterfsticos 0„; el numero de tales pares es igual a N. el orden de m y k. En la figura 
10.14.1a se muestra el espectro de valores caracterfsticos (es decir, una grafica de A,, A 2 ,... 
a lo largo del eje de los valores caracterfsticos). A1 introducir un desplazamiento /i en el 
origen del eje de valores caracterfsticos (figura 10.14.1b) y al definir A como el valor carac¬ 
teristico A medido desde el origen desplazado, resulta A = A + /u. Si se sustituye esto en la 
ecuacion (10.11.1), se obtiene 

k<0 = Am0 (10.14.1) 


(a) 


(b) 


(c) 
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Figura 10.14.1 (a) Espectro de los valores caracterfsticos; (b) valor caracterfstico medido 

desde el origen desplazado; (c) ubicacion de un punto desplazado para la convergencia a A . 3 









436 


Vibracion libre Capitulo 10 


donde 

k = k — /rm \ = X — jjL (10.14.2) 

Los vectores caracteristicos de los dos problemas de valor caracterfstico (ecuacion original 
10.11.1 y ecuacion desplazada 10.14.1) son iguales. Esto es evidente porque si un / satis- 
face una ecuacion, tambien satisfara la otra. Sin embargo, los valores caracteristicos k del 
problema desplazado difieren de los valores caracteristicos k del problema original debido 
al desplazamiento u (ecuacion 10.14.2). El espectro de los valores caracteristicos k despla- 
zados se muestra tambien en la figura 10.14.1b con el origen en /i. Si se aplica el metodo 
de iteracion vectorial inversa de la section 10.13.1 al problema de valor caracterfstico de 
la ecuacion (10.14.1), es evidente que converge al vector caracterfstico que tenga la menor 
magnitud en el valor caracterfstico desplazado [ k„ | (es decir, el vector caracterfstico con 
el valor caracterfstico k n original mas cercano al valor del desplazamiento u). 

Si fi se elige como en la figura 10.14.1b, la iteracion converge al primer vector carac¬ 
terfstico. La tasa de convergencia depende de la relacion k \/k 2 = (k\ — //)/(/. 2 — /r). La 
tasa de convergencia ha mejorado porque esta relacion es mas pequena que la relacion de 
kjk 2 para el problema de valor caracterfstico original. Si u se elige entre k n y A„ +1 , y li esta 
mas cercana de k n que de A„ +1 , la iteracion converge a k n . Por otra parte, si u esta mas cerca 
de k n+l que de k n , la iteracion converge a k n+1 . Asf, el concepto de “desplazamiento” per- 
mite calcular cualquier par (k n , <p n ). En particular, si u se elige como en la figura 10.14.1c, 
la iteracion converge al tercer vector caracterfstico. 


Ejemplo 10.15 

Determine las frecuencias y los modos de vibracion naturales del sistema del ejemplo 10.14 
mediante la iteracion vectorial inversa con desplazamiento. 

Solution La ecuacion (10.14.1) con un desplazamiento li seleccionado se resuelve mediante la 
iteracion vectorial inversa. Si se selecciona el desplazamiento — 100, k se calcula a partir de 
la ecuacion (10.14.2) y el algoritmo de iteracion vectorial inversa de las ecuaciones (10.13.3) a 


TABLA E10.15a ITERACION VECTORIAL CON DESPLAZAMIENTO: 
PRIMER PAR CARACTERISTICO 


Iteracion 




*7+1 

^O+D 

X/+] 


r 1 ! 



r 0.0H41 


[ 0.67591 


1 

1 


100 

0.0218 

144.60 

1.2933 



1 



0.0313 


1.8610 



[ 0.67591 


r 0.01451 


r 0.64011 


2 

1.2933 

100 

0.0289 

144.15 

1.2769 



1.8610 


0.0432 


1.9083 



r 0.64011 


r 0.01441 


[ 0.63771 


3 

1.2769 

100 

0.0289 

144.14 

1.2752 



1.9083 


0.0433 


1.9122 



[ 0.63771 


[ 0.01441 


[ 0.63751 


4 

1.2752 

100 

0.0289 

144.14 

1.2750 



_ 1.9122 _ 


.0.0433. 


.1.9125. 
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TABLA E10.15b ITERACION VECTORIAL CON DESPLAZAMIENTO: 
SEGUNDO PAR CARACTERISTICO 


Iteracion 

x j 


\i 

X /+1 

k U+D 

X /+1 


r 1 1 



r 0.00447 


r 0.8030] 

1 

1 


600 

0.0028 

605.11 

0.5189 


1 



-0.0133 


-2.4277 


r 0.80307 


r 0.0197 7 


[ 1.0062] 

2 

0.5189 

600 

0.0201 

648.10 

1.0221 


-2.4277 


-0.0373 


-1.8994 


[ 1.0062 7 


r 0.02017 


[ 0.9804] 

3 

1.0221 

600 

0.0201 

648.64 

0.9778 


-1.8994 


-0.0405 


-1.9717 


[ 0.98047 


r 0.0202 7 


[ 0.9827 ] 

4 

0.9778 

600 

0.0202 

648.65 

0.9829 


-1.9717 


-0.0404 


-1.9642 


(10.13.7) se realiza apartir de un vectorinicialX! = (1 1 l) r , lo cual conduce ala tablaElO. 15a. 

El resultado final es col = -v/144.14 = 12.006 y cpi = (0.6375 1.2750 1.9125) r . Lo anterior 

se obtiene en un ciclo de iteracion menos que en la iteracion sin desplazamiento del ejemplo 10.14. 

Si se inicia con el desplazamiento /q = 600 y el mismo x h el algoritmo de iteracion 
inversa conduce a la tabla E10.15b. El resultado final es a>2 = \/648.65 = 25.468 y 0 2 = 
(0.9827 0.9829 -1.9642)7 La convergencia se alcanza en cuatro ciclos de iteracion. 

Si se inicia con el desplazamiento m, = 1500 y el mismo x,, el algoritmo de iteracion 
inversa conduce a la tabla E10.15c. El resultado final es 013 = V1513.5 = 38.904 y 0 3 = 
(1.5778 -1.1270 0.4508) 7 . La convergencia se alcanza en tres ciclos. 


TABLA E10.15C ITERACION VECTORIAL CON DESPLAZAMIENTO: 
TERCER PAR CARACTERISTICO 


Iteracion 

X J 


ti 

*7+1 

XO+D 

x ;+i 


r 1 1 



r 0.0198] 


[ 1.5264] 

1 

1 


1500 

-0.0156 

1510.6 

-1.2022 


1 



0.0054 


0.4148 


[ 1.52647 


r 0.1167] 


[ 1.5784] 

2 

-1.2022 

1500 

-0.0832 

1513.5 

-1.1261 


0.4148 


0.0333 


0.4509 


[ 1.5784 7 


[ 0.1168] 


r 1.5778] 

3 

-1.1261 

1500 

-0.0834 

1513.5 

-1.1270 


0.4509 


0.0334 


0.4508 


10.14.2 Iteracion del cociente de Rayleigh 

El metodo de iteracion inversa con desplazamientos converge rapido si el desplazamiento 
se elige lo suficientemente cerca del valor caracteristico de interes. Sin embargo, la se- 
leccion de un desplazamiento adecuado es diflcil si no se conoce el valor caracteristico. 
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Se han desarrollado muchas tecnicas para superar esta dificultad, una de ellas se presenta 
en esta section. 

El cociente de Rayleigh, que se calcula mediante la ecuacion (10.13.4) para estimar 
el valor caracterfstico, proporciona un valor adecuado del desplazamiento, pero no es 
necesario calcular e introducir un nuevo desplazamiento en cada ciclo de iteration. Sin 
embargo, si se hace esto, el procedimiento resultante se denomina iteracion del cociente 
de Rayleigh. 

Este procedimiento comienza con el supuesto de un vector de iteracion x, y un des¬ 
plazamiento 7, (l) iniciales, y consta de los siguientes pasos que deben repetirse para j = 1, 
2, 3,... hasta la convergencia: 


1. Determine x ; + ] resolviendo las ecuaciones algebraicas: 

[k — A. (j) m]Xj + i = mxy (10.14.3) 


2. Obtenga una estimation del valor caracterfstico y del desplazamiento para la si- 
guiente iteracion a partir de 


A 0'+1) = + k U) 

x j+l mx j+l 


(10.14.4) 


3. Normalice x /+ 1 : 


x ;+1 = 


x ;+i 

(xj + imx /+ i ) 1/2 


(10.14.5) 


Esta iteracion converge a un determinado par caracterfstico (/,„, <j> n ) dependiendo del vec¬ 
tor initial x { y el desplazamiento de inicio A (1) . Si x, incluye una fuerte contribution del 
vector caracterfstico <f> n y k (l> esta suficientemente cerca de a„, la iteracion converge al par 
caracterfstico (A.,,, <■/>„). La tasa de convergencia es mas rapida que para la iteracion vectorial 
estandar con desplazamiento descrita en la seccion 10.14.1, pero a expensas de calculos 
adicionales porque en cada iteracion es necesario factorizar un nuevo [k - /.'"m ]. 


Ejemplo 10.16 

Determine las tres frecuencias y modos naturales del sistema del ejemplo 10.14 mediante la 
iteracion vectorial inversa con un desplazamiento en cada ciclo de iteracion igual al cociente 
de Rayleigh del ciclo anterior. 

Solution El procedimiento de iteracion de las ecuaciones (10.14.3) a (10.14.5) se imple- 
menta con los desplazamientos iniciales / i l = 100, /< 2 = 600 y = 1500, lo que conduce 
a las tablas E10.16a, E10.16b y E10.16c, respectivamente, donde los resultados finales son 
coi = V144.14 = 12.006 y = (0.6375 1.2750 1.9125) r , w 2 = V648.65 = 25.468y0 2 = 

(0.9825 0.9825 -1.9649) r ,y co 3 = V1513.5 = 38.904 y0 3 = (1.5778 -1.1270 0.450"8) r . 

Observe que la convergencia es mas rapida cuando se utiliza un nuevo desplazamiento 
en cada ciclo de iteracion. Para el primer modo, se requieren solo dos ciclos en lugar de cuatro 
(ejemplo 10.15) y para el segundo modo se necesitan tres ciclos en vez de cuatro. 
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TABLA E10.16a ITERACION DEL COCIENTE DE RAYLEIGH: PRIMER PAR CARACTERISTICO 


Iteracion 


x j 



x j+1 


xW+D 

x ./+i 


'll 




r 0.0H41 



[0.67591 


1 

I 


100 


0.0218 


144.60 

1.2933 



1 




0.0313. 



1.8610 



[0.67591 



[-1.39471 



-0.6375' 


2 

1.2933 

144.60 


-2.7895 


144.14 

-1.2750 



1.8610 



-4.1845 



-1.9126 



" -0.6375 



[ 1.9738 x 10 

b _ 


[0.63751 


3 

-1.2750 

144.14 

3.9476 x 10 6 

144.14 

1.2750 



-1.9126 


5.9214 x 10 6 


1.9125 



TABLA E10.16b ITERACION DEL COCIENTE DE RAYLEIGH: SEGUNDO PAR CARACTERISTICO 


Iteracion 

x j 


Ii 

x j+1 


X j+1 

x j+1 


r 1 i 



[ 0.00441 



[ 0.80301 

1 

i 


600 

0.0028 


605.11 

0.5189 


i 



-0.0133 



-2.4277 


[ 0.80301 


[ 0.02201 



[ 1.00361 

2 

0.5189 

605.11 

0.0223 


648.21 

1.0176 


-2.4277 


-0.0418 



-1.9070 


[ 1.00361 


1 2.26241 



[ 0.98251 

3 

1.0176 

648.21 

2.2623 


648.65 

0.9824 


-1.9070 


-4.5249 



-1.9650 


[ 0.98251 


[ 3.0372 x 10 6 1 


[ 0.98251 

4 

0.9824 

648.65 

3.0372 x 10 6 

648.65 

0.9825 


.-1.9650. 


. -6.0745 x 10 6 _ 


— 1.9649. 


TABLA El0.1 6c ITERACION DEL COCIENTE DE RAYLEIGH: TERCER PAR CARACTERISTICO 


Iteracion 

x j 



x j+1 


ki +1 

x ;+i 


[ 1 1 



[ 0.01981 



[ 1.52641 

1 

1 


1500 

-0.0156 


1510.6 

-1.2022 


1 



0.0054. 



0.4148. 


[ 1.52641 


[ 0.54311 



[ 1.57791 

2 

-1.2022 

1510.6 

-0.3879 


1513.5 

-1.1268 


0.4148. 


0.1552. 



0.4508. 


[ 1.57791 


[ 9.7061 xl0 4 l 


[ 1.57781 

3 

-1.1268 

1513.5 

-6.9329 x 10 4 

1513.5 

-1.1270 


0.4508 


2.7732 x 10 4 


0.4508 
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Aplicacion a la dinamica estructural. En el analisis modal de la respuesta di¬ 
namica de las estructuras, se tiene interes en las J frecuencias y modos naturales mas bajos 
(capitulos 12 y 13); por lo regular, J es mucho menor que N. el numero de gi'ados de libertad. 
Aunque la iteracion del cociente de Rayleigh puede parecer una herramienta eficaz para el 
calculo necesario, no siempre funciona. Por ejemplo, con el vector de inicio x, y el desplaza- 
miento inicial A (11 = 0, la ecuacion (10.14.4) puede proporcionar un valor para el cociente de 
Rayleigh (que, de acuerdo con la section 10.12, siempre es mayor que el primer valor carac- 
teristico), que tambien es el siguiente desplazamiento, mas cerca del segundo valor caracterfs- 
tico que del primero, lo que resulta en la iteracion convergente para el segundo modo. Por lo 
tanto, es necesario completar la iteracion del cociente de Rayleigh mediante otra tecnica para 
asegurar la convergencia al par caracterfstico mas bajo (A,, <p{). Una posibilidad es utilizar pri¬ 
mero la iteracion inversa sin desplazamiento, ecuaciones (10.13.3) a (10.13.7), durante unos 
cuantos ciclos para obtener un vector de iteracion que sea una buena aproximacion (aunque no 
converja) a cj) x y despues comenzar con la iteracion del cociente de Rayleigh. 

La implementation en computadora de la iteracion vectorial inversa con desplazamien¬ 
to debe ser confiable y eficaz. Por confiabilidad se entiende que debe proporcionar el par 
caracterfstico deseado. La eficacia implica que con el menor numero de iteraciones y calcu- 
los, el metodo deberfa proporcionar resultados con el grado de precision deseado. Estos dos 
requisitos son esenciales, de lo contrario, el programa de computadora puede omitir un par 
caracterfstico deseado, o los calculos pueden tomar un tiempo innecesariamente largo. Los 
temas relacionados con la confiabilidad y la eficacia de los metodos de computadora para la 
solution del problema de valor caracterfstico se analizan con mayor detalle en otros libros. 


10.15 TRANSFORMACION DE k0 = m 2 rn</> A LA FORMA ESTANDAR 

El problema estandar de valor caracterfstico Ay = Ay surge en muchas situaciones en las 
matematicas y en sus aplicaciones a problemas de las ciencias fisicas y la ingenierfa. Por 
consiguiente, ha captado mucha la atencion y se han desarrollado muchos algoritmos de 
solution que estan disponibles en las bibliotecas de software de computadora. Estos pro- 
cedimientos computacionales podrfan utilizarse para resolver el problema de valor caracte¬ 
rfstico de la dinamica estructural, k <j> = armtp, siempre que pueda transformarse a la forma 
estandar. En esta section se presenta tal transformation. 

Se supone que m es una matriz positiva definida, es decir, o bien es una matriz diago¬ 
nal con masas diferentes de cero o una matriz en banda como en una formulation de masa 
consistente (capitulo 17). Si m es una matriz diagonal con masa cero en algunos grados de 
libertad, estos son los primeros en eliminarse por condensation estatica (section 9.3). Una 
matriz positiva definida m implica que es posible calcular m -1 . Si se multiplica antes el 
problema de valor caracterfstico de dinamica estructural 

k0 = w 2 m</> (10.15.1) 

por m 1 , se obtiene el problema de valor caracterfstico estandar: 

\<p = X(f) (10.15.2) 

donde 

A = m _1 k A = cu 2 (10.15.3) 


En general, A no es simetrica, aunque tanto m como k son matrices simetricas. 
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Como el esfuerzo computacional podria reducirse en gran medida si A fuera simetri- 
ca, se buscan metodos que produzcan una A simetrica. Tenga en cuenta que m = diag (mj), 
una matriz diagonal con elementos = ny, y defina m 1 ■ 2 = diag(m l/2 /') y m 1/2 = 
diag0«~ l/2 ; ). Entonces m y la matriz identidad I pueden expresarse como 

m = m 1/2 m 1/2 I = m- 1/2 m 1/2 (10.15.4) 

Si se usa la ecuacion (10.15.4), la ecuacion (10.15.1) puede reescribirse como 

km _1 / 2 m 1/2 0 = coW /2 m l ' 2 cf> 

A1 multiplicar previamente ambos lados por m~0 2 se obtiene 

m-'/'km-'^m 1 ^ = w 2 m- 1 / 2 m 1 / 2 m 1 / 2 < /» 

Si se emplea la ecuacion (10.15.4b) para simplificar el lado derecho de la ecuacion anterior, 
resulta 


Ay = Ay (10.15.5) 

donde 

A = m 1/2 km" 1/2 y = X = o? (10.15.6) 

La ecuacion (10.15.5) es el problema de valor caracterfstico estandar y A ahora es simetrica. 

Asf, si se tuviera un programa de computadora para resolver Ay = Ay, este podria 
utilizarse para determinar las frecuencias oo n y los modos <j>„ naturales de un sistema para el 
que m y k son conocidos; el procedimiento serfa el siguiente: 

1. Calcular A a partir de la ecuacion (10.15.6a). 

2. Determinar los valores caracterfsticos A„ y los vectores caracterfsticos y„ de A re- 
solviendo la ecuacion (10.15.5). 

3. Determinar las frecuencias y modos naturales mediante 

co n = VK, <t> n = m“ 1/2 y„ (10.15.7) 

La transformacion de la ecuacion (10.15.6) puede generalizarse para situaciones en 
las que la matriz de masa no es diagonal, pero es una matriz en banda como la matriz de 
rigidez; tales matrices son tipicas de las formulaciones en elementos finitos. Entonces, 
A es una matriz completa, aunque k y m sean matrices en banda. Esto es una desventaja 
computacional importante para los sistemas grandes. En tales situaciones, la transfor¬ 
macion de k0 = w 2 m<p en Ay = Ay puede no ser un enfoque eficaz, y es posible que el 
metodo de iteracion inversa, que trabaja directamente con k0 = a> 2 m<p, sea mas eficiente. 
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PROBLEMAS 


Partes A y B 

10.1 Determine las frecuencias y los modos de vibracion naturales del sistema de la figura P9.1 
con k l = k y k 2 = 2k, en terminos de los grados de libertad de la figura. Demuestre que estos 
resultados son equivalentes a los presentados en la figura El0.1. 

10.2 Para el sistema definido en el problema 9.2: 

(a) Determine las frecuencias y modos de vibracion naturales; exprese las frecuencias en 
funcion de m, El y L. Trace los modos e identifique las frecuencias naturales asociadas. 

(b) Verifique que los modos satisfagan las propiedades de ortogonalidad. 

(c) Normalice cada modo para que la masa modal M„ tenga un valor unitario. Trace estos 
modos normalizados. Compare estos modos con los obtenidos en el inciso (a) y comente las 
diferencias. 

10.3 Determine la respuesta a la vibracion libre del sistema del problema 9.2 (y del problema 
10.2) para cada uno de los tres grupos de desplazamientos iniciales: (a) tq(0) = 1, u 2 (0) = 0, 
(b) Mi(0) = 1, u 2 { 0) = 1, (c) iqlO) = 1, u 2 { 0) = — 1. Comente sobre la contribucion relativa 
de los modos a la respuesta en los tres casos. Desprecie el amortiguamiento en el sistema. 

10.4 Repita el problema 10.3(a) considerando el amortiguamiento del sistema. Para cada modo, la 
fraccion de amortiguamiento es £„ = 5%. 

10.5 Para el sistema definido en el problema 9.4: 

(a) Determine las frecuencias y los modos de vibracion naturales. Exprese las frecuencias en 
funcion de m, El y L, y trace los modos. 

(b) Determine la respuesta de desplazamiento debida a una velocidad inicial iDIO) impartida 
a la parte superior del sistema. 

10.6 Para el edificio de cortante de dos niveles que se muestra en el problema 9.5: 

(a) Determine las frecuencias y los modos de vibracion naturales; exprese las frecuencias en 
funcion de m, Ely h. 

(b) Verifique que los modos satisfagan las propiedades de ortogonalidad. 

(c) Normalice cada modo de forma que el desplazamiento del techo sea unitario. Trace los 
modos y determine las frecuencias naturales asociadas. 

(d) Normalice cada modo para que la masa modal M n tenga un valor unitario. Compare estos 
modos con los obtenidos en el inciso (c) y comente las diferencias. 

10.7 La estructura del problema 9.5 se modifica de manera que las columnas esten articuladas en 
la base. Determine las frecuencias y los modos de vibracion naturales del sistema modifica- 
do, y comparelos con las propiedades de vibracion de la estructura inicial determinadas en 
el problema 10.6. Comente sobre el efecto de la condicion de soporte de la columna en las 
propiedades de vibracion. 

10.8 Determine la respuesta a la vibracion libre de la estructura del problema 10.6 (y del problema 
9.5) si esta se desplaza como se muestra en la figura P10.8a y b, y despues se libera. Comente 
sobre las contribuciones relativas de los dos modos de vibracion a la respuesta que se produce 
por los dos desplazamientos iniciales. Desprecie el amortiguamiento. 
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10.9 Repita el problema 10.8 para el desplazamiento inicial de la figura P10.8a, suponiendo que la 
fraccion de amortiguamiento para cada modo es del 5%. 

*10.10 Determine las frecuencias y los modos de vibracion naturales del sistema definido en el 
problema 9.6. Exprese las frecuencias en funcion de m, El y h, y las rotaciones de las juntas 
en terminos de h. Normalice cada modo de desplazamiento unitario en el techo y grafiquelo, 
identificando todos los grados de libertad. 

10.11- Para los edificios de cortantes de tres niveles mostrados en las figuras P9.7 y P9.8: 

10.12 (a) Determine las frecuencias y modos de vibracion naturales, y exprese las frecuencias en 
funcion de m, El y h. Trace los modos y determine las frecuencias naturales asociadas. 

(b) Verifique que los modos satisfagan las propiedades de ortogonalidad. 

(c) Normalice cada modo para que la masa modal M n tenga un valor unitario. Trace estos 
modos normalizados. Compare los modos con los obtenidos en el inciso (a) y comente las 
diferencias. 

10.13- Las estructuras de las figuras P9.7 y P9.8 se modifican de manera que las columnas esten 

10.14 articuladas en la base. Determine las frecuencias y los modos de vibracion naturales del sis¬ 
tema modificado, y comparelos con las propiedades de vibracion de las estructuras originales 
determinadas en los problemas 10.11 y 10.12. Comente sobre el efecto de las condiciones de 
soporte de la columna en las propiedades de vibracion. 

10.15- Determine la respuesta a la vibracion fibre de las estructuras de los problemas 10.11 y 10.12 (y 

10.16 los problemas 9.7 y 9.8) si se desplazan como en las figuras P10.15-P10.16a, b, y c, y despues 
se liberan. Grafique los desplazamientos de cada nivel contra r/7j y comente sobre las contri- 
buciones relativas de los tres modos de vibracion a la respuesta que se produce por cada uno 
de los tres desplazamientos iniciales. Desprecie el amortiguamiento. 



Figura P10.15-P10.16 

*Indica que la solucion del problema requiere una computadora. 
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10.17- Repita los problemas 10.15 y 10.16 para el desplazamiento inicial de la figura P10.15a, 
10.18 suponiendo que la fraction de amortiguamiento para cada modo es del 5%. 

*10.19- Determine las frecuencias y los modos de vibracion naturales de los sistemas definidos en los 

10.22 problemas 9.9 a 9.12. Exprese las frecuencias en funcion de m, El y li, y las rotaciones de 
las juntas en terminos de h. Normalice cada modo de desplazamiento unitario en el techo y 
tracelo, incluyendo todos los grados de libertad. 

10.23 (a) Para el sistema del problema 9.13, determine las frecuencias y los modos de vibracion 
naturales. Exprese las frecuencias en funcion de m, El y L, y trace los modos. 

(b) La estructura se jala en un desplazamiento lateral U\{ 0) y despues se libera. Determine la 
respuesta a la vibracion libre. 

10.24 Para el sistema definido en el problema 9.14, m = 90 kips/g, k = 1.5 kips/pulg y b = 25 pies. 

(a) Determine las frecuencias y los modos de vibracion naturales. 

(b) Normalice cada modo para que la masa modal M n tenga un valor unitario. Trace estos 
modos. 

10.25 Repita el problema 10.24 usando un grupo diferente de grados de libertad (los definidos en el 
problema 9.15). Demuestre que las frecuencias y los modos de vibracion naturales determi- 
nados utilizando los dos grupos de grados de libertad son iguales. 

10.26 Repita el problema 10.24 usando un conjunto diferente de grados de libertad (los definidos 
en el problema 9.16). Demuestre que las frecuencias y los modos de vibracion naturales de- 
terminados utilizando los dos grupos de grados de libertad son iguales. 

10.27 Repita el problema 10.24 usando un grupo diferente de grados de libertad (los definidos en el 
problema 9.17). Demuestre que las frecuencias y los modos de vibracion naturales determi- 
nados utilizando los dos grupos de grados de libertad son iguales. 

10.28 Para la estructura definida en el problema 9.18, determine las frecuencias y los modos natu¬ 
rales. Normalice cada modo de manera que = 1. 


Parte C 

*10.29 En la figura P10.29 se muestran los pesos y las rigideces de entrepiso para un marco de cor- 
tante de tres niveles, donde a> = 100 kips y k = 326.32 kips/pulg. Determine la frecuencia a>i 
y el modo <j> x de la vibracion natural fundamental mediante la iteration vectorial inversa. 



Figura P10.29 


*10.30 Para el sistema definido en el problema 10.29 se tiene preocupacion por las posibles vibra- 
ciones resonantes debidas a una maquinaria giratoria montada al nivel del segundo nivel. La 


*Indica que la solution del problema requiere de una computadora. 
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velocidad de funcionamiento del motor es de 430 rpm. Obtenga la frecuencia de vibracion 
natural de la estructura que este mas cerca a la frecuencia de la maquina. 

*10.31 Determine las tres frecuencias y los modos de vibracion naturales del sistema definido en el 
problema 10.29 mediante la iteracion vectorial inversa con desplazamiento. 

*10.32 Determine las tres frecuencias y los modos de vibracion naturales del sistema definido en el 
problema 10.29; utilice la iteracion vectorial inversa con un desplazamiento en cada ciclo de 
iteracion igual al cociente de Rayleigh del ciclo anterior. 


*Indica que la solucion del problema requiere de una computadora. 
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AVANCE 

En este capftulo se analizan varios problemas que surgen al definir las propiedades de amor¬ 
tiguamiento en las estructuras. No es practico determinar los coeficientes de la matriz de 
amortiguamiento directamente a partir de las dimensiones estructurales, los tamanos de los 
elementos estructurales y las propiedades de amortiguamiento de los materiales estructu¬ 
rales utilizados. Por lo tanto, el amortiguamiento suele especificarse mediante los valores 
numericos de las fracciones de amortiguamiento modal; estos valores son suficientes para 
analizar los sistemas lineales con amortiguamiento clasico. Los datos experimentales que 
proveen un fundamento para estimar estas fracciones de amortiguamiento se estudian en 
la parte A de este capftulo, que termina con los valores recomendados para las fracciones 
de amortiguamiento modal. Sin embargo, la matriz de amortiguamiento es necesaria para 
el analisis de los sistemas lineales con amortiguamiento no clasico y para el estudio de las 
estructuras no lineales. En la parte B se presentan dos procedimientos para construir la 
matriz de amortiguamiento de una estructura a partir de las relaciones de amortiguamiento 
modal; se consideran los sistemas con amortiguamiento clasico, asf como los sistemas con 
amortiguamiento no clasico. 

PARTE A: DATOS EXPERIMENTALES Y FRACCIONES 

DE AMORTIGUAMIENTO MODAL RECOMENDADAS 

11.1 PROPIEDADES DE VIBRACION DEL EDIFICIO DE LA BIBLIOTECA MILLIKAN 

Elegida como un ejemplo para analizar el amortiguamiento, la Biblioteca Robert A. Milli¬ 
kan es un edificio de nueve pisos, hecho con concreto reforzado y construido en 1966- 
1967, en el campus del California Institute of Technology en Pasadena, California. En la 
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Figura 11.1.1 Biblioteca Millikan, 
California Institute of Technology, en 
Pasadena, California. (Cortesla de K. V. 
Steinbrugge Collection, Earthquake 
Engineering Research Center de la 
University of California en Berkeley). 


figura 11.1.1 se muestra una fotografla de este edificio. Tiene una planta de 69 por 75 pies, 
y se extiende 144 pies por encima del nivel del terreno y 158 pies por encima del nivel del 
sotano. La altura incluye un techo cerrado que alberga equipos de aire acondicionado. Las 
fuerzas laterales en la direccion norte-sur son soportadas principalmente por los muros de 
cortante de 12 pulgadas de espesor de concreto reforzado situados en los extremos este y 
oeste del edificio. En la direccion este-oeste los muros de 12 pulgadas de concreto reforzado 
del nucleo central, que albergan el ascensor y la escalera de emergencia, proporcionan la 
mayor parte de la resistencia lateral. En los muros norte y sur hay muros prefabricados de 
concreto con ventanas, atornillados. Estos se disenaron para una funcion arquitectonica, 
pero proporcionan rigidez en la direccion este-oeste para las vibraciones de baja amplitud. 

Las propiedades de vibracion (periodos naturales, modos naturales y fracciones de 
amortiguamiento modal) de la Biblioteca Millikan se han determinado mediante pruebas de 
vibracion forzada, utilizando el generador de vibraciones mostrado en la figura 3.3.1. Tal 
prueba conduce a una curva de respuesta en la frecuencia que muestra un pico de resonancia 
correspondiente a cada frecuencia natural de la estructura; por ejemplo, en la figura 11.1.2 
se muestra una curva de respuesta en la frecuencia con valores cercanos a la frecuencia de 
vibracion natural fundamental en la direccion este-oeste. A partir de estos datos fue posible 
determinar la frecuencia natural y la fraccion de amortiguamiento para el modo de vibra- 





Seccion 11.1 


Propiedades de vibracion del edificio de la biblioteca Millikan 


449 



1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 

Frecuencia, Hz 


Figura 11.1.2 Curva de respuesta en la frecuencia para la Biblioteca Millikan cerca 
de su frecuencia fundamental de vibracion en la direccion este-oeste; la aceleracion 
se midio en el octavo nivel. (Adaptado de Jennings y Kuroiwa, 1968). 


TABLA 11.1.1 PERIODOS NATURALES DE VIBRACION Y FRACCIONES 
DE AMORTIGUAMIENTO MODAL DE LA BILIOTECA MILLIKAN 




Modo fundamental 

Segundo modo 

Excitacion 

Aceleracion 
del techo (g) 

Periodo (s) 

Amortigua- 
miento (%) 

Periodo (s) 

Amortigua- 
miento (%) 

Direccion norte-sur 

Generador 
de vibracion 

5 X10“ 3 a 

20 x 10“ 3 

0.51-0.53 

1.2-1.8 

a 

a 

Sismo de 

Lytle Creek 

0.05 

0.52 

2.9 

0.12 

1.0 

Sismo de 

San Fernando 

0.312 

0.62 

6.4 

0.13 

4.7 

Direccion este-oeste 

Generador 

de vibracion 

3 x 10“ 3 
al7 X 10“ 3 

066-0.68 

0.7-1.5 

b 

b 

Sismo de 

Lytle Creek 

0.035 

0.71 

2.2 

0.18 

3.6 

Sismo de 

San Fernando 

0.348 

0.98 

7.0 

0.20 

5.9 


a No se midio. 
b Datos no confiables. 
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cion fundamental, mediante los metodos de la section 3.4.2 y los resultados se presentan 
en la tabla 11.1.1. El periodo natural para este modo de vibracion en la direction este-oeste 
fue de 0.66 s (observe que /j, = 1.49 Hz en la figura 11.1.2). Este valor aumento alrededor 
de 3% en el intervalo de resonancia de las pruebas: aceleracion de 3 X 10~ 3 g a 17 X 10 _3 g 
en el techo. La forma modal correspondiente a este modo se determino con base en las me- 
diciones tomadas en varios niveles de la estructura, pero no se presenta aqui. En la prueba 
de vibracion la fraction de amortiguamiento en el modo fundamental este-oeste vario entre 
0.7 y 1.5%, aumentando con la amplitud de respuesta. En la direction norte-sur el periodo 
natural del modo fundamental fue de 0.51 s, aumentando aproximadamente 4% en el inter¬ 
valo de resonancia de las pruebas: aceleracion de 5 X I0 3 g a 20 X 10 -3 g en el techo. La 
fraction de amortiguamiento en este modo vario entre 1.2 y 1.8%, aumentando de nuevo 
con la amplitud de respuesta. 

La Biblioteca Millikan se encuentra aproximadamente a 19 ntillas del epicentre del 
sismo de magnitud 6.4 de San Fernando, California, ocurrido el 9 de febrero de 1971. Los 
acelerografos de movimiento fuerte instalados en el sotano y el techo del edificio regis- 
traron tres componentes de las aceleraciones (dos horizontales y una vertical). Las acele- 
raciones registradas en la direction norte-sur, dadas en la figura 11.1.3, muestran que la 
aceleracion maxima de 0.202g en el sotano se amplified hasta 0.312 g en el techo. En 
la figura 11.1.4 se muestra que en la direction este-oeste la aceleracion maxima en el sotano 
y el techo fueron de 0.185g y 0.348g, respectivamente. Las aceleraciones en el techo repre- 
sentan el movimiento total del edificio, que se compone de los movimientos de la estructura 
respecto al terreno mas el movimiento del terreno. El desplazamiento total en el techo del 
edificio y el desplazamiento del sotano se obtuvieron al integral - dos veces las aceleraciones 
registradas. Los componentes norte-sur y este-oeste del desplazamiento relativo del techo, 
determinados al restar el desplazamiento del terreno (sotano) del desplazamiento total en el 
techo, se presentan en la figura 11.1.5. 

Se puede observar que las aceleraciones horizontales del techo del edificio son ma- 
yores y que su variation con el tiempo es diferente a la de las aceleraciones del terreno 
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Figura 11.1.3 Aceleraciones en la direccion norte-sur registradas en la Biblioteca Millikan 
durante el sismo de San Fernando, California, en 1971. 
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Figura 11.1.4 Aceleraciones en la direccion este-oeste registradas en la Biblioteca Millikan 
durante el sismo de San Fernando, California, en 1971. 
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Figura 11.1.5 Desplazamiento relativo del techo en (a) la direccion norte-sur, (b) la direccion 
este-oeste. (Adaptado de Foutch, Housner y Jennings, 1975). 


(sotano). Estas diferencias surgen porque el edificio es flexible, no rfgido. En las graficas 
de desplazamiento se observa que la amplitud de desplazamiento del techo con respecto al 
sotano fue de 1.06 pulg en la direccion norte-sur, y 2.71 pulg en la direccion este-oeste. El 
edificio vibro en la direccion norte-sur con un periodo del modo fundamental de aproxima- 
damente seis decimas de segundo, mientras que en la direccion este-oeste dicho periodo fue 
de 1 s. Estos valores de periodos se estimaron como la duration de un ciclo de vibracion en 
la figura 11.1.5. Es posible obtener valores mas exactos para los primeros periodos naturales 
y las fracciones de amortiguamiento modal a partir de las aceleraciones registradas en el 
sotano y el techo usando procedimientos de identification de sistemas (que no se presentan 
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en este libro). Los resultados de los primeros dos modos en las direcciones norte-sur y este- 
oeste se presentan en la tabla 11.1.1 para el edificio de la Biblioteca Millikan. 

Tambien se tienen registros de aceleracion en el sotano y en el techo de este edificio 
para el sismo de Lytle Creek del 12 de septiembre de 1970. El sismo de Lytle Creek con 
magnitud de 5.4, cuyo epicentro se encuentra a 40 millas de la Biblioteca Millikan, produjo 
en el edificio una aceleracion maxima del terreno de aproximadamente 0.02g y una acele¬ 
racion en el techo de 0.05g, niveles bastante bajos para el movimiento sfsmico medido. Un 
analisis de identification de sistemas con estos registros llevo a los valores de los periodos 
naturales y las fracciones de amortiguamiento que se muestran en la tabla 11.1.1. Para las 
vibraciones de pequena amplitud debidas al sismo de Lytle Creek, los periodos fundamenta- 
les de 0.52 y 0.71 s en la direccion norte-sur y este-oeste, respectivamente, fueron similares 
(solo un poco mas largos) a los determinados en las pruebas con el generador de vibracio¬ 
nes. De manera similar, las fracciones de amortiguamiento aumentaron un poco respecto a 
las pruebas con el generador de vibraciones. 

Para los movimientos mas grandes del edificio durante el sismo de San Fernando, los 
periodos naturales y las fracciones de amortiguamiento se incrementaron de manera signih- 
cativa con respecto a los valores de las pruebas con el generador de vibraciones. El periodo 
fundamental en la direccion norte-sur aumento de 0.51 a 0.62 s, y la fraction de amorti¬ 
guamiento se incremento considerablemente, hasta el 6.4%. En la direccion este-oeste el 
edificio vibro con un periodo fundamental de 0.98 s, que es un 50% mayor que el periodo 
de 0.66 s durante las pruebas con el generador de vibraciones; el amortiguamiento tambien 
aumento mucho, hasta un 7.0%. 

El incremento de los periodos naturales para las amplitudes mas grandes del movi¬ 
miento experimentado por el edificio durante el sismo de San Fernando implica una re¬ 
duction en la rigidez de la estructura. La rigidez en la direccion este-oeste se redujo de 
manera considerable, aunque con exception de la caida de estanterfas y pequenas grietas 
en el aplanado, el edificio no sufrio n in gun dano observable. El dano aparente de la estruc¬ 
tura debido al sismo es tambien la causa del aumento sustancial en el amortiguamiento. 
Tras el terremoto se produce una recuperation aparente de la rigidez estructural, como lo 
sugieren los periodos naturales medidos (no se presentan aquf) que son mas cortos que en 
el sismo. El hecho de que la recuperation sea completa o partial parece depender solo de 
la intensidad con la que la estructura se excito por el sismo. Todos estos son indicadores de la 
complejidad del comportamiento de las estructuras reales durante los sismos. Este tema se 
retomara en el capitulo 13 (section 13.6) despues de haber presentado los procedimientos 
analiticos para calcular la respuesta de las estructuras elastico lineales a un movimiento del 
terreno especihcado. 


11.2 ESTIMACION DE LAS FRACCIONES DE AMORTIGUAMIENTO MODAL 

Por lo general, no es posible determinar las propiedades de amortiguamiento o los periodos 
naturales de vibration de una estructura si estos se analizan en la forma en que se determi- 
naron para la Biblioteca Millikan. Si va a evaluarse la seguridad sismica de una estructura 
existente, lo ideal serfa determinar de manera experimental las propiedades importantes de 
la estructura, incluyendo su amortiguamiento, pero esto se hace muy pocas veces por falta 
de presupuesto y tiempo. Para un edificio nuevo que se esta disenando es obvio que sus 
propiedades de amortiguamiento o de otro tipo no pueden medirse. 
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Por lo tanto, las fracciones de amortiguamiento modal de una estructura deben esti- 
marse a partir de los datos medidos en estructuras similares. Aunque los investigadores han 
acumulado un volumen considerable de datos valiosos, estos deben usarse con discrecion, 
porque algunos de ellos no son directamente aplicables a los analisis y disenos sismicos. 
Resulta claro, a partir de los datos de la Biblioteca Millikan, que las fracciones de amor¬ 
tiguamiento determinadas con base en las pruebas de vibracion forzada de baja amplitud 
no deben utilizarse de manera directa para el analisis de la respuesta sismica que causan 
movimientos mas grandes en la estructura, por ejemplo, hasta llegar a la cedencia de los ma- 
teriales estructurales. Las fracciones de amortiguamiento modal para tales analisis debenan 
basarse en los datos de los movimientos sismicos registrados. 

Los datos que son mas utiles pero dificiles de conseguir provienen de las estructuras 
que han sido sometidas a movimientos del terreno en muchas ocasiones pero que no se han 
deformado en el intervalo inelastico. Las fracciones de amortiguamiento determinadas a 
partir de pequenas deformaciones estructurales no son representativas de los amortigua- 
mientos mas grandes esperados a altos niveles de deformacion estructurales. Por otra parte, 
los movimientos registrados en las estructuras que han experimentado una cedencia sig- 
nificativa durante un sismo proporcionarfan fracciones de amortiguamiento que incluyen 
tambien la disipacion de energia debida a la cedencia de los materiales estructurales. Estas 
fracciones de amortiguamiento no serian utiles en el analisis dinamico, porque la disipacion 
de energia en la cedencia se explican por separado a traves de las relaciones no lineales de 
fuerza-deformacion (vea la seccion 5.7). 

Los datos utiles sobre el amortiguamiento tardan en acumularse debido a que existen 
muy pocas estructuras instaladas con acelerografos permanentes, listos para registrar los 
movimientos cuando se produce un sismo, y a que los sismos fuertes son poco frecuentes. 
La mayor parte de los registros de movimientos de las estructuras debidos a sismos en Es- 
tados Unidos son de edificios de varios niveles en California: mas de 50 edificios en el area 
metropolitana de Los Angeles durante el terremoto de San Fernando en 1971; mas de 40 
edificios en las areas de la Bahia de Monterey y la Bahia de San Francisco durante el sismo 
de Loma Prieta en 1989; y mas de 100 edificios en el area metropolitana de Los Angeles du¬ 
rante el sismo de 1994 en Northridge. Por otra parte, solo se han analizado los movimientos 
registrados de algunos de estos edificios para determinar sus periodos naturales y fracciones 
de amortiguamiento modal. 

Lo ideal seria disponer de datos sobre el amortiguamiento determinados a partir de 
movimientos sismicos registrados en muchas estructuras de diversos tipos (edificios, puen- 
tes, presas, etcetera) que utilicen diferentes materiales (acero, concreto reforzado, concreto 
preesforzado, mamposterfa, madera, etcetera). Tales datos servirfan de base para estimar las 
fracciones de amortiguamiento para una estructura existente cuya seguridad sismica deba 
evaluarse o para una nueva estructura que se este disenando. Hasta que se acumule una base 
de datos lo suficientemente grande, la seleccion de las fracciones de amortiguamiento se 
basa en los datos disponibles y en las opiniones de expertos. En la tabla 11.2.1 se propor- 
cionan los valores recomendados de amortiguamiento para dos niveles de movimiento: los 
niveles de esfuerzo de servicio con amplitudes menores a la mitad del esfuerzo de cedencia, 
y los esfuerzos que estan en el punto de cedencia, o justo por debajo de este. Para cada 
nivel de esfuerzo se da un intervalo de valores de amortiguamiento; los valores superiores 
de amortiguamiento se utilizan para las estructuras normales y los valores mas bajos se 
emplean para las estructuras especiales que deben disenarse de manera mas conservadora. 
Ademas de la tabla 11.2.1, los valores de amortiguamiento recomendados son del 3% para 
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TABLA 11.2.1 VALORES DE AMORTIGUAMIENTO RECOMENDADOS 


Nivel de esfuerzo 

Tipo y condition 
de la estructura 

Fraction de 
amortiguamiento 

Esfuerzo de 

Acero con conexiones soldadas, concreto 


trabajo, menor de 

presforzado, concreto debidamente reforzado 


aproximadamente la 

(solo agrietamiento leve) 

2-3 

mitad del punto de 

Concreto reforzado con grietas considerables 

3-5 

cedencia 

Acero con conexiones atornilladas o remachadas, 
estructuras de madera con uniones clavadas o 



atornilladas 

5-7 

En el punto de cedencia o 

Acero con conexiones soldadas, concreto 


justo debajo de este 

presforzado (sin perdida completa en el 



presfuerzo) 

Concreto presforzado con perdida total del 

5-7 


presfuerzo 

7-10 


Concreto reforzado 

Acero con conexiones atornilladas o remachadas, 
estructuras de madera con uniones atornilladas 

7-10 


Estructuras de madera con uniones clavadas 

10-15 

15-20 


Fuente : N. M. Newmark y W. J. Hall, Earthquake Spectra and Design, Earthquake Engineering Research Institute, 
Berkeley, California, 1982. 


las estructuras de mampostena no reforzada y del 7% para las construcciones de mampos- 
terfa reforzada. La mayorfa de los codigos de construction no reconocen la variation en el 
amortiguamiento respecto a los materiales estructurales y, por lo general, existe una frac¬ 
tion de amortiguamiento del 5% implicita en el espectro de diseno y en las fuerzas sfsmicas 
especificadas en el codigo. 

Las fracciones de amortiguamiento recomendadas pueden utilizarse directamente 
para el analisis elastico lineal de las estructuras con amortiguamiento clasico. Para tales 
sistemas las ecuaciones de movimiento se desacoplan al transformarlas a los modos natu- 
rales de vibration del sistema no amortiguado, y las fracciones de amortiguamiento modal 
estimadas se utilizan en forma directa en cada ecuacion modal. Este concepto se presento 
en la section 10.10 y se seguira desarrollando en los capitulos 12 y 13. 


PARTE B: CONSTRUCTION DE LA MATRIZ DE AMORTIGUAMIENTO 

11.3 MATRIZ DE AMORTIGUAMIENTO 

Cuando se requiere la matriz de amortiguamiento? La matriz de amortiguamiento debe 
definirse por completo si el analisis modal clasico no es aplicable. Tal es el caso de las es¬ 
tructuras con amortiguamiento no clasico (vea los ejemplos de la section 11.5), incluso si 
el interes se limita a su respuesta elastico lineal. El analisis modal clasico tampoco es apli¬ 
cable al analisis de sistemas no lineales, aun cuando el amortiguamiento tenga una forma 
clasica. Uno de los problemas no lineales mas importantes que interesan aquf es el calculo 
de la respuesta de las estructuras mas alia de su intervalo elastico lineal durante los sismos. 
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La matriz de amortiguamiento para estructuras practicas no debe calcularse a par- 
tir de las dimensiones estructurales, de los tamanos de los elementos estructurales ni del 
amortiguamiento de los materiales estructurales utilizados. Podrfa pensarse que es posible 
determinar la matriz de amortiguamiento para la estructura a partir de las propiedades de 
amortiguamiento de los distintos elementos estructurales, tal como se determina la matriz 
de rigidez estructural. Sin embargo, la determination de la matriz de amortiguamiento en 
esta forma no resulta practica porque a diferencia del modulo de elasticidad, que entra en el 
calculo de la rigidez, las propiedades de amortiguamiento de los materiales no estan bien es- 
tablecidas. Incluso si estas propiedades se conocieran, la matriz de amortiguamiento resul- 
tante no tomarfa en cuenta una parte significativa de la energfa disipada por la friction entre 
las conexiones de acero, la apertura y cierre de microgrietas en el concreto, los esfuerzos en 
los elementos no estructurales (muros divisorios, equipo mecanico, elementos de protection 
contra incendio, etcetera), la friction entre la propia estructura y los elementos no estructu¬ 
rales, y otros mecanismos similares, algunos de los cuales son incluso diffciles de identificar. 

Asi, la matriz de amortiguamiento para una estructura debe determinarse a partir de 
sus fracciones de amortiguamiento modal, que representan todos los mecanismos de disi- 
pacion de energfa. Como se analizo en la seccion 11.2, las fracciones de amortiguamiento 
modal deben estimarse a partir de los datos disponibles sobre estructuras similares que han 
sufrido movimientos fuertes durante sismos pasados, pero que no se han deformado en el 
intervalo inelastico; a falta de estos datos se recomiendan los valores de la tabla 11.2.1. 


11.4 MATRIZ DE AMORTIGUAMIENTO CLASICO 

El amortiguamiento clasico es una idealization apropiada si los mecanismos de amortigua¬ 
miento que se distribuyen a lo largo de toda la estructura son similares (por ejemplo, un 
edificio de varios niveles con un sistema estructural y materiales estructurales semej antes en 
toda su altura). En esta seccion se desarrollan dos procedimientos a fin de construir una ma¬ 
triz de amortiguamiento clasico para una estructura a partir de las fracciones de amortigua¬ 
miento modal, estimadas tal como se describe en la seccion 11.2. Estos dos procedimientos 
se presentan en las siguientes subsecciones. 

11.4.1 Amortiguamiento de Rayleigh 

Considere primero un amortiguamiento proporcional a la masa y un amortiguamiento pro¬ 
portional a la rigidez: 

c = uom y c = «ik (11.4.1) 

donde las constantes a 0 y tienen unidades de s' 1 y s, respectivamente. Para estas dos 
matrices de amortiguamiento la matriz C de la ecuacion (10.9.4) es diagonal en virtud de las 
propiedades de ortogonalidad modal de la ecuacion (10.4.1); por lo tanto, se trata de matrices 
de amortiguamiento clasico. Ffsicamente, representan los modelos de amortiguamiento que 
se muestran en la figura 11.4.1 para un edificio de varios niveles. El amortiguamiento 
proporcional a la rigidez apela a la intuition, dado que puede interpretarse para modelar 
la disipacion de energfa derivada de las deformaciones de los entrepisos. En contraste, el 
amortiguamiento proporcional a la masa es diffcil de justificar ffsicamente debido a que 
el amortiguamiento del aire que puede utilizarse en este modelo es demasiado pequeno para 
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Figura 11.4.1 (a) Amortiguamiento proporcional a la masa; 

(b) amortiguamiento proporcional a la rigidez. 


la mayorfa de las estructuras. Mas adelante se vera que, por si solos, ninguno de los dos 
modelos de amortiguamiento es apropiado para su aplicacion practica. 

A continuation se relacionan las fracciones de amortiguamiento modal para un siste- 
ma de amortiguamiento proporcional a la masa con el coeficiente a 0 . El amortiguamiento 
generalizado para el n-esimo modo, ecuacion (10.9.10), es 


C n — a 0 M„ 


(11.4.2) 


y la fraction de amortiguamiento modal, ecuacion (10.9.11), es 

_ ti) J_ 

vi — ^ 

2 (O n 


(11.4.3) 


La fraction de amortiguamiento es inversamente proporcional a la frecuencia natural (figura 
11.4.2a). El coeficiente a 0 puede seleccionarse de manera que se obtenga un valor especffico 
de la fraction de amortiguamiento en cualquier modo, por ejemplo £,■ para el /-esimo modo. 
Entonces la ecuacion (11.4.3) da 

a 0 = l^coi (11.4.4) 


A1 haber determinado a 0 , la matriz de amortiguamiento c se conoce a partir de la ecuacion 
(11.4.1 a), y la fraction de amortiguamiento en cualquier otro modo, por ejemplo el //-esimo 
modo, esta dada por la ecuacion (11.4.3). 

De manera similar, las fracciones de amortiguamiento modal para un sistema con 
amortiguamiento proporcional a la rigidez pueden relacionarse con el coeficiente a l . En 
este caso, 

7 fll 

C n = a\(o n M n y = — co n (11.4.5) 


en las que se utiliza la ecuacion (10.2.4). La fraction de amortiguamiento se incrementa 
linealmente con la frecuencia natural (figura 11.4.2a). El coeficiente rq puede seleccionarse 
de manera que se obtenga un valor especffico de la fraction de amortiguacion en cualquier 
modo, por ejemplo para el /-esimo modo. Entonces, la ecuacion (11.4.5b) da 


a i 


2 ^ 


(11.4.6) 


Al haber determinado a h la matriz de amortiguamiento c se conoce a partir de la ecuacion 
(11.4.1b), y la fraction de amortiguamiento en cualquier otro modo esta dada por la 
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ecuacion (11.4.5b). Ninguna de las matrices de amortiguamiento defmidas por la ecuacion 
(11.4.1) es apropiada para el analisis practico de los sistemas de varios grados de libertad. 
Las variaciones de las fracciones de amortiguamiento modal con las frecuencias naturales 
que representan (figura 11.4.2a) no son compatibles con los datos experimentales que 
indican aproximadamente las mismas fracciones de amortiguamiento para varios modos de 
vibracion de una estructura. 

Como un primer paso hacia la construction de una matriz de amortiguamiento que sea 
en cierta medida consistente con los datos experimentales, se considera el amortiguamiento 
de Rayleigh: 

c = aom + fl'ik (11.4.7) 


La fraccion de amortiguamiento para el n-esimo modo de tal sistema es 

ao 1 fli 
Kn = -— + -C0 n 
2 co n 2 


(11.4.8) 


Los coeficientes a 0 y a , pueden determinarse a partir de las fracciones de amortiguamiento 
especificadas y para los modos f-esimo y /-e'simo, respectivamente. Si la ecuacion 
(11.4.8) para estos dos modos se expresa en forma matricial, resulta 


1 

2 


1M COj 
l/coj (Oj 


a 0 

a\ 



(11.4.9) 


Estas dos ecuaciones algebraicas puedenresolverse para determinar los coeficientes a 0 y a x . 
Si se supone que ambos modos tienen la misma fraccion de amortiguamiento f, lo cual es 
razonable con base en los datos experimentales, entonces 


2 COj co; 2 

ti) = K -;—— a\=K -;- 

COj + COj COj + COj 


(11.4.10) 


Ahora, la matriz de amortiguamiento se conoce a partir de la ecuacion (11.4.7) y la fraccion 
de amortiguamiento para cualquier otro modo, dada por la ecuacion (11.4.8), varfa con la 
frecuencia natural, como se muestra en la figura 11.4.2b. 

A1 aplicar este procedimiento a un problema practico, los modos i y j con las frac¬ 
ciones de amortiguamiento especificadas deben elegirse de manera que garanticen valores 
(a) (b) 




Figura 11.4.2 Variacion de las fracciones de amortiguamiento modal con la frecuencia natural: 
(a) amortiguamientos proporcionales a la masa y a la rigidez; (b) amortiguamiento de Rayleigh. 
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razonables para las fracciones de amortiguamiento en todos los modos que contribuyen de 
manera significativa a la respuesta. Por ejemplo, considere que se incluiran cinco modos 
en el analisis de la respuesta y que para todos ellos se desea aproximadamente la misma 
fraccion de amortiguamiento </. Esta £ debe especificarse para el primer modo y, quiza, para 
el cuarto. Entonces, la figura 11.4.2b sugiere que la fraccion de amortiguamiento para los 
modos segundo y tercero sera algo menor que f y para el quinto modo sera algo mayor que 
£. La fraccion de amortiguamiento de los modos superiores al quinto aumentaran monoto- 
nicamente con la frecuencia y las respuestas modales correspondientes se eliminaran, en 
esencia, debido a sus grandes amortiguamientos. 

Ejemplo 11.1 

En la figura El 1.1 se proporcionan las propiedades de un edificio de cortante de tres pisos. 
Estas incluyen los pesos de los niveles, las rigideces por entrepiso, y las frecuencias y modos 
naturales. Deduzca una matriz de amortiguamiento de Rayleigh de tal manera que la fraccion 
de amortiguamiento sea del 5% para los modos primero y segundo. Calcule la fraccion de 
amortiguamiento para el tercer modo. 



^entrepiso, kips/pulg 
610 

610 

610 


0 l = 


M n = 

10.4011 
0.695 , 
(0.803J 


12.57, 34.33,46.89 rad/s 


f 0.8031 
02 = 0 , 
[-0.803J 


r 0.4011 
0 3 = 1-0.695 \ 
[ 0.803J 


Figura Ell.l 


Solucion 

1. Establezca las matrices de masa y rigidez. 

1 

m = - 

386 

2. Determine a 0 y a\ a partir de la ecuacion (11.4.9). 


■400 


' 2 

-1 

O' 

400 

k = 610 

-1 

2 

-1 

200 _ 


0 

-1 

1 _ 


1/12.57 12.57 

1/34.33 34 


■ 57 1 J a °l = 9 1 005 1 
■33 J 1 j 1 0.05 J 


Estas ecuaciones algebraicas tienen la siguiente solucion: 

a 0 = 0.9198 fli = 0.0021 

3. Evalue la matriz de amortiguamiento. 

3.55 -1.30 

c = ao m + ai k = 


0 


3.55 -1.30 
_(sim) 1.78. 

4. Calcule £3 a partir de la ecuacion (11.4.8). 

0.9198 0.0021(46.89) 


£3 = 


2(46.89) 


+ 


= 0.0593 


(a) 


(b) 


(O 


(d) 


(e) 


2 
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11.4.2 Amortiguamiento de Caughey 

Si se desean especificar valores para las fracciones de amortiguamiento en mas de dos mo- 
dos, debe tenerse en cuenta la forma general de una matriz de amortiguamiento clasico (vea 
la deduccion 11.1), conocida como el amortiguamiento de Caughey. 

N -1 

c = m^a / [m“ 1 k] / (11.4.11) 

/=o 

donde N es el numero de grados de libertad en el sistema y a t son constantes. Los tres 
primeros terminos de la serie son 

flom(m -1 k)° = a 0 m nimfm^'k) 1 = oik u^mfm'k) 2 = u^km 'k (11.4.12) 

Asf, la ecuacion (11.4.11) con solo los dos primeros terminos es igual al amortiguamiento 
de Rayleigh. Suponga que se desean especificar las relaciones de amortiguamiento para los 
J modos de un sistema de N grados de libertad. Entonces, es necesario incluir J terminos 
en la serie Caughey; estos podrfan ser cualesquiera J de los N terminos de la ecuacion 
(11.4.11). Si se incluyen los primeros J terminos, 

j-\ 

c = m ^a/[m _1 k] / (11.4.13) 

1=0 

y la fraction de amortiguamiento modal esta dada por (vea la deduccion 11.2) 

= £>«?"' (11A14) 

1=0 

Los coeficientes a, pueden determinarse a partir de las fracciones de amortiguamiento es- 
pecificadas en cualesquiera J modos, por ejemplo los J primeros modos, al resolver las J 
ecuaciones algebraicas (11.4.14) para las incognitas a h l = 0 a J — 1. Al haber determina- 
do los a h la matriz de amortiguamiento c se conoce a partir de la ecuacion (11.4.13) y las 
fracciones de amortiguamiento para los modos n = J + 1,7+2, ..., N estan dadas por la 
ecuacion (11.4.14). Es recomendable que estas fracciones de amortiguamiento se calculen 
de manera que garanticen valores razonables. 

Con el proposito de demostrar que es importante seguir la recomendacion anterior, se 
presentan los resultados de una estructura de ejemplo para la cual se especifico la misma 
fraction de amortiguamiento f = 5% en los primeros cuatro modos, los cuatro primeros 
terminos se incluyeron en la ecuacion (11.4.11) y los valores de «/ se determinaron como se 
describio anteriormente para despues sustituirlos en la ecuacion (11.4.14), a fin de determi- 
nar la fraction de amortiguamiento en funcion de la frecuencia. Estos resultados, grafica- 
dos en la figura 11.4.3, demuestran que la fraction de amortiguamiento se mantiene cerca 
(ligeramente por encima o por debajo) del valor deseado f en el intervalo de frecuencias 
de a>! a a> 4 , siendo igual a C, en las primeras cuatro frecuencias naturales, pero que aumenta 
monotonicamente con las frecuencias mayores a a> 4 . Como resultado, las contribuciones a la 
respuesta de los modos mas altos se subestimaran hasta un punto que en esencia resultaran 
excluidas. Por otro lado, cuando la fraction de amortiguamiento f se especifica solo para 
los tres primeros modos, el mismo procedimiento conduce a una fraction razon de amor¬ 
tiguamiento que esta cerca del valor deseado en el intervalo de frecuencia de a &> 3 , pero 


460 


Amortiguamiento en estructuras 


Capitulo 11 



Figura 11.4.3 

disminuye monotonicamente para los modos superiores al tercer modo, tomando al final 
valores negativos. Estos son, por supuesto, poco realistas porque implican vibraciones libres 
que crecen en vez de decaer con el tiempo. En conclusion, el amortiguamiento de Caughey 
deberfa definirse de tal manera que se logren fracciones de amortiguamiento modal cercanas 
al valor deseado en todos los modos que contribuyen de manera significativa a la respuesta, 
y ninguno de los valores debe ser negativo. 

Aunque la matriz general de amortiguamiento clasico dada por la ecuacion (11.4.13) 
hace posible especificar las fracciones de amortiguamiento en cualquier numero de mo¬ 
dos, hay dos problemas asociados con su uso. En primer lugar, las ecuaciones algebrai- 
cas (11.4.14) estan numericamente mal condicionadas porque los coeficientes af\, u> n , &> 3 , 
pueden variar en ordenes de magnitud. En segundo lugar, si se incluyen mas de dos 
terminos en la serie de Caughey, c es una matriz completa, aunque k sea una matriz en 
banda, y para un sistema de masas concentradas, m sea una matriz diagonal. Dado que el 
esfuerzo computacional para analizar grandes sistemas aumenta de manera considerable si 
la matriz de amortiguamiento no es concentrada, en los analisis practicos suele suponerse 
un amortiguamiento de Rayleigh. 


Ejemplo 11.2 

Considere el sistema de la figura El 1.1 y evaliie su matriz de amortiguamiento clasico si la 
fraccion de amortiguamiento es del 5% para los tres modos. 


Solucion 

1. La serie de Caughey para un sistema de 3 grados de libertad es: 
c = floin + fljk + fl 2 km _1 k 


o 


2. Determine a o, a\ y 02 a partir de la ecuacion (11.4.14): 


. a 0 1 a\ a 2 3 
^-b -^r^n + ~7r^n 

2 COf'i 2 2 


n = 1,2,3 


"1/12.57 12.57 

1/34.33 34.33 
_ 1/46.89 46.89 


(12.57) 3 
(34.33) 3 



«0 


0.05 1 


a\ 

= 2 ' 

0.05 


. «2 . 


. 0.05 J 


(a) 


(b) 


(c) 
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Estas ecuaciones algebraicas tienen la siguiente solucion: 

a 0 = 0.8377 a, = 0.0027 a 2 = -4.416 x 1CT 7 (d) 

3. Evalue c. Si se sustituyen a 0 , a x y a 2 de la ecuacion (d) en la ecuacion (a), resulta 
' 3.40 -1.03 -0.159 

c = 3.08 -1.03 (e) 

_(sim) 1.62 


Deduccion 11.1 

Las frecuencias w r y los modos cp r naturales deben satisfacer 

k </>,- = &>;:m <f) r (a) 

Si se premultiplican ambos lados por (^' km . resulta 

(p'l [km _1 k] (p r = copcplkcpy = 0 n ^ r (b) 

donde la segunda igualdad proviene de la ecuacion de ortogonalidad (10.4.1a). A1 premultipli- 
car ambos lados de la ecuacion (a) por <p' n (km ') 2 , se obtiene 

4>l [(km ' ) 2 k] (p r = (’lcpl [km _1 km“ 1 m] cp r 

= co^cpl [km -1 k] (p r = 0 n/r (c) 

donde la segunda igualdad proviene de la ecuacion (b). Mediante una aplicacion repetida de es- 
te procedimiento, es posible conseguir una familia de relaciones de ortogonalidad, que puede 
expresarse en forma compacta: 


4>lc/(p r =0 n^r 

donde 

c/ = [km“ 1 ] / k / = 0, 1, 2, 3,..., oo (e) 

Las matrices c/ pueden escribirse en una forma alternativa si la ecuacion (e) se premultiplica 
por la matriz identidad, I = mirT 1 : 

c / = mm 1 km “ 1 km “ 1 • • • km -1 k 

, / © 

= m [m 1 k] / = 0, 1, 2, 3,..., oo 

A1 premultiplicar la ecuacion (a) por (p^mk 1 y seguir el procedimiento anterior, puede demos- 
trarse que la ecuacion (d) se satisface mediante otra secuencia infinita de matrices: 

c/ = m [m - 1 k] / / = —1, —2, —3, ..., —oo (g) 

Si se combinan las ecuaciones (f) y (g), resulta 

OO 

c = m ^ ai [m“‘k] (h) 

/= —OO 

Es posible demostrar que solo N terminos de esta serie infinita son independientes, lo que 
conduce a la ecuacion (11.4.11) como la forma general de las matrices de amortiguamiento 
clasico. 


Deduccion 11.2 

Para el n-esimo modo el amortiguamiento generalizado es 

jv- l 

C n = (p tl C(p„ = ^ [ (p n C[(p n (a) 

/=0 
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donde C/ esta dada por la ecuacion (f) de la deduction 11.1 y los diferentes terminos en esta 
serie son 

1 = 0: (t>lc„4> n = 4>J, (a 0 m)</> n = a 0 M n 

l = 1: cj <j> n = 4>l(aik)(j) n = a\co„M n 

l = 2: 4>lc 2 4>„ = 4>l{a2k.nr l k.)4> n = = a 2 u> A n M n 

en las que se utiliza la ecuacion (10.2.4). Asf, la ecuacion (a) se convierte en 

N -1 

Cn = y. aia>n M n (b) 

1=0 

La fraccion de amortiguamiento para el «-esimo modo, ecuacion (10.9.11), esta dada por 

IV—1 

£« = 5^«/®h /-1 (c) 

1=0 

que es similar a la ecuacion (11.4.14). 


11.4.3 Superposicion de las matrices de amortiguamiento modal 

Un procedimiento alternative para determinar una matriz de amortiguamiento clasico a par- 
tir de las fracciones de amortiguamiento modal puede deducirse iniciando con la ecuacion 
(10.9.4): 

# r c4> = C (11.4.15) 

donde C es una matriz diagonal con el ;t-esimo elemento diagonal igual al amortiguamiento 
modal generalizado: 

C n = U2M n co n ) (11.4.16) 

Con estimada de la manera descrita en la seccion 11.2, C se conoce a partir de la ecuacion 
(11.4.16) y la ecuacion (11.4.15) puede reescribirse como 

c = ($ r )' 1 C$^ 1 (11.4.17) 

El uso de esta ecuacion para calcular c puede lucir como un procedimiento ineficiente, 
puesto que parece requerir la inversion de dos matrices de orden N, el numero de grados 
de libertad. Sin embargo, la inversa de la matriz modal y de 4> r puede determinarse con 
pocos calculos debido a la propiedad de ortogonalidad de los modos. 

Si se inicia con la relation de ortogonalidad de la ecuacion (10.4.5b), 

4> r m4>=M (11.4.18) 

es posible demostrar que 

4 > ' 1 =M _1 4> r m ($ r ) 1 = m4>M -1 (11.4.19) 

Como M es una matriz diagonal de masas modales generalizadas M n , M -1 se conoce de 
inmediato como una matriz diagonal con elementos = 1 /M n . Asi. 4> _1 y ( < J> 7 ) H puede calcu¬ 
late de manera eficaz a partir de la ecuacion (11.4.19). 
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Si se sustituye la ecuacion (11.4.19) en la ecuacion (11.4.17), resulta 

c = (m$M“ 1 )C(M‘ 1 $ 7 'm) (11.4.20) 


Como M y C son matrices diagonales, definidas por las ecuaciones (11.4.18) y (11.4.15), 
respectivamente, la ecuacion (11.4.20) puede expresarse como 


N 




\n=l 




m 


(11.4.21) 


El n-esimo termino en esta sumatoria es la contribucion del n-esimo modo con su fraccion 
de amortiguamiento a la matriz de amortiguamiento c; si este termino no esta incluido, la 
c resultante implica una fraccion de amortiguamiento igual a cero en el n-esimo modo. Es 
razonable incluir en la ecuacion (11.4.21) solo los J primeros modos, de los cuales se espera 
una contribucion significativa a la respuesta. La ausencia de amortiguamiento en los modos 
del J + 1 al N no crea problemas numericos si se usa un procedimiento paso a paso que sea 
incondicionalmente estable para integrar las ecuaciones de movimiento; vea el capitulo 15. 


Ejemplo 11.3 

Determine una matriz de amortiguamiento para el sistema de la figura El 1.1 mediante la su- 
perposicion de las matrices de amortiguamiento para los dos primeros modos, cada uno con 
in=5%. 


Solucion 

1. Determine los terminos individuates de la ecuacion (11.4.21). 


Cl 


2(0.05)(12.57) , 

-—-mm 


C2 = 


2(0.05)(34.33) 

To 


m <p24>2 111 


"0.217 

0.376 

0.217" 


" 2.37 

0 

-1.19 " 


0.651 

0.376 

= 


0 

0 

_ (sim) 


0.217. 


_ (sim) 


0.593. 


2. Determine c. 


C = Cl + c 2 = 


V) .J) / U 


0.651 


_ (sim) 


0.376 

0.810 


Recuerde que esta c implica una fraccion de amortiguamiento cero para el tercer modo. 


Ejemplo 11.4 

Determine la matriz de amortiguamiento del sistema de la figura El 1.1 mediante la superposi- 
cion de las matrices de amortiguamiento para los tres modos, cada uno con t) n = 5%. 


Solucion 

1. Determine los terminos individuates de la ecuacion (11.4.21). Los dos primeros ter¬ 
minos, C! y c 2 , ya se calcularon en el ejemplo 11.3 y 

0.810’ 


c 3 = 


2(0.05) (46.89) 


1.0 


2. Determine c. 


- ^ Cn - 


n =1 




" 0.809 

-1.40 

md >3 <p 3 m = 

. (sim) 

2.43 


" 3.40 

-1.03 

-0.159" 


. (sim) 

3.08 

-1.03 

1.62 


0.811 
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Observe que esta c es igual a la del ejemplo 11.2, porque = 5% para los tres modos en ambos 
ejemplos. 


11.5 MATRIZ DE AMORTIGUAMIENTO NO CLASICO 

El supuesto del amortiguamiento clasico no es apropiado si el sistema a analizar se compo- 
ne de dos o mas partes con niveles muy diferentes de amortiguamiento. Un ejemplo es un 
sistema suelo-estructura. Aunque el suelo subyacente puede suponerse rigido en el analisis 
de muchas estructuras, en caso de que estas tengan periodos naturales muy cortos, como 
la estructura de una planta nuclear de la figura 1.10.1, es necesario tener en cuenta la inte- 
raccion suelo-estructura. La fraccion de amortiguamiento modal para el sistema del suelo 
suele ser muy diferente de la fraccion de la estructura; por ejemplo, entre 15 y 20% para la 
region del suelo y de 3 a 5% para la estructura. Por lo tanto, el supuesto del amortiguamien¬ 
to clasico no resultarfa apropiado para el sistema combinado de suelo-estructura, aunque 
podrfa ser razonable para las regiones de la estructura y el suelo por separado. Otro ejemplo 
es una presa de concreto que retiene agua (figura 1.10.2). El amortiguamiento del agua es 
insignificante en relacion con el amortiguamiento de la presa, y el amortiguamiento clasico 
no es un modelo apropiado para el sistema presa-agua. Aunque los metodos de subestruc- 
turacion (que no se desarrollan en este libro) son muy efectivos para analizar los sistemas 
suelo-estructura y fluido-estructura, estos sistemas tambien se analizan mediante metodos 
estandar, los cuales requieren la matriz de amortiguamiento para el sistema completo. 

La matriz de amortiguamiento para el sistema completo se construye directamente 
al ensamblar las matrices de amortiguamiento para los dos subsistemas (estructura y suelo 
en el primer caso, presa y agua en el segundo). Como se muestra en la figura 11.5.1, las 
matrices de rigidez y masa del sistema combinado suelo-estructura se ensamblan a partir de 
las matrices correspondientes para los dos subsistemas. La parte de estas matrices asociada 
con los grados de libertad comunes en la interfaz (/) entre los dos subsistemas incluye las 
contribuciones de ambos subsistemas. Entonces, todo lo que queda por describir es el pro- 


Eje de simetrfa radial 

I 



1 

Estructura 1 


i - 

Estructura 1 

i 

i 

i 

_ j 

i 

i 


m ,—1- 

' 1 \ 


1 1 \ 

Suelo 


Suelo 

: v 


! m /- 

_ i _ 


i _ 


Estructura 
c 




i 

Suelo 

c / 


I indica los grados de 
libertad en la interface 


Figura 11.5.1 Ensamble de las matrices de los subsistemas. 
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cedimiento para construir matrices de amortiguamiento para los subsistemas individuales, 
que se suponen clasicamente amortiguados. 

En principio, estas matrices de amortiguamiento de los subsistemas podrfan cons- 
truirse mediante cualquiera de los procedimientos desarrollados en la seccion 11.4, pero el 
amortiguamiento de Rayleigh es quizas el mas conveniente para los analisis practicos. Asf, 
las matrices de amortiguamiento para la estructura y el suelo de cimentacion (indicado por 
el subindice/) son 

c = <3om + flik Cf = ao/vaf + aifkf (11.5.1) 

Los coeficientes a 0 y a , estan dados por la ecuacion (11.4.10) usando una fraccion de amor¬ 
tiguamiento apropiada para la estructura, por ejemplo f = 0.05, donde o>, y coj se seleccionan 
como las frecuencias de los modos naturales de vibracion i-esimo y j-6 simo del sistema 
combinado sin amortiguamiento. Los coeficientes a Qf y a ,, se determinan de manera similar; 
deberfan ser cuatro veces mayores si la fraccion de amortiguamiento para la region del sue¬ 
lo de cimentacion se estima como = 0.20. 

El supuesto del amortiguamiento clasico puede no ser apropiado, ya sea en estructuras 
con dispositivos especiales para la disipacion de energfa (seccion 7.10) o en sistemas con 
aislamiento en la base, incluso si la propia estructura tiene amortiguamiento clasico. La ma- 
triz de amortiguamiento no clasico para el sistema se construye evaluando la primera matriz 
c de amortiguamiento clasico para la estructura por sf sola (sin los dispositivos especiales), 
a partir de las fracciones de amortiguamiento adecuadas para la estructura y utilizando 1 
os procedimientos de la seccion 11.4. Despues, las contribuciones de amortiguamiento de los 
dispositivos para la disipacion de energfa se ensamblan en c a fin de obtener la matriz de 
amortiguamiento para el sistema completo. 
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PROBLEMAS 


11.1 En la figura PI 1.1 se proporcionan las propiedades de un edificio de cortante de tres niveles. 
Estas incluyen los pesos de los niveles, las rigideces por entrepiso, y las frecuencias y los mo- 
dos naturales de vibracion. Deduzca una matriz de amortiguamiento de Rayleigh de tal modo 
que la fraccion de amortiguamiento sea del 5% para los modos primero y tercero. Calcule la 
fraccion de amortiguamiento para el segundo modo. 



w = 100 kips k = 168 kips/pulg 


10.63751 
<P X = 1.2750 , 

[l.9125 J 


= 12.01, 25.47, 38.' 

1 0.98271 
<P 2 = \ 0.9829 \, 
~ 1 - 1 . 9642 ] 


0 rad/s 

[ 1.57781 
<£, = -1.1270 
[ 0.4508 j 


Figura Pll.l 


11.2 Para el sistema de la figura Pll.l utilice la serie de Caughey a fin de determinar la matriz de 
amortiguamiento clasico si la fraccion de amortiguamiento es del 5% para los tres modos. 

11.3 Determine una matriz de amortiguamiento para el sistema de la figura Pll.l mediante la su- 
perposicion de las matrices de amortiguamiento de los modos primero y tercero, cada uno con 
f, = 5%. Compruebe que la matriz de amortiguamiento resultante no da ningun amortigua¬ 
miento en el segundo modo. 

11.4 Determine la matriz de amortiguamiento clasico para el sistema de la figura Pll.l mediante la 
superposition de las matrices de amortiguamiento para los tres modos, cada uno con = 5%. 
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Analisis dinamico y respuesta 
de los sistemas lineales 


AVANCE 

Ahora que se han desarrollado procedimientos para formular las ecuaciones de movimiento 
para los sistemas de VGDL sometidos a fuerzas dinamicas (capitulos 9 y 11), es posible 
presentar la solucion a estas ecuaciones. En la parte A de este capitulo se demuestra que 
las ecuaciones de un sistema de dos grados de libertad sin amortiguamiento y sometido a 
fuerzas armonicas pueden resolverse en forma analitica. Despues, estos resultados se uti- 
lizan para explicar la forma en que funciona un amortiguador de masa resonante para dis- 
minuir o eliminar las vibraciones no deseadas. Esta solucion simultanea de las ecuaciones 
acopladas de movimiento en general no es factible, por lo que en la parte B se desarrolla el 
procedimiento clasico del analisis modal. Las ecuaciones de movimiento se transforman a 
coordenadas modales, lo que conduce a un conjunto acoplado de ecuaciones modales; cada 
una de ellas se resuelve para determinar las contribuciones modales a la respuesta, y estas 
respuestas modales se combinan para obtener la respuesta total. En la parte C se desarrolla 
una explicacion de las contribuciones de respuesta relativa de los distintos modos, con el 
objetivo de determinar el numero de modos que debe incluirse en el analisis dinamico. El 
capitulo termina con la parte D, que incluye dos procedimientos de analisis utiles en situa- 
ciones especiales: el metodo de correccion estatica y el metodo de aceleracion modal. 


PARTE A: SISTEMAS DE DOS GRADOS DE LIBERTAD 

12.1 ANALISIS DE LOS SISTEMAS DE DOS GRADOS DE LIBERTAD 
SIN AMORTIGUAMIENTO 


Considere los sistemas de dos grados de libertad mostrados en la figura 12.1.1, excitados 
mediante una fuerza armonica p\(t) = p 0 sen cot que se aplica a la masa in |. Para ambos 
sistemas las ecuaciones de movimiento son 


ni\ 

0 ' 

\ «1 

■ + 

0 

m 2 _ 

1 “2 



~k 2 

k 2 



\ Po 

l 0 


k\ + k 2 

~k 2 


sen cot 


(12.1.1) 
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j—o Mi 


t 


U2 



1 —► p„ sen cot 


nil 

-^JJLSLSLs- 

m 2 


V/////////////////////?////?7///////////////////////////#?////////, 

Figura 12.1.1 Sistemas de dos grados de libertad. 



Observe que las ecuaciones estan acopladas a traves de la matriz de rigidez. Una ecuacion 
no puede resolverse en forma independiente de la otra; es decir, ambas ecuaciones deben 
resolverse a la vez. Debido a que el sistema esta amortiguado, la solucion de estado estacio- 
nario puede suponerse como 


| u | (t) 
\ u 2 (t) 


Ml o 


M2 a 


sen cot 


Si se sustituye esto en la ecuacion (12.1.1), resulta 

k\ + k 2 — mi® 2 —k 2 
—k 2 k 2 — m 2 co 1 



o 




( 12 . 1 . 2 ) 


A1 multiplicar antes por [k — arm] 1 se obtiene 


Ml O 
U-2o 



det [k 


—- adj [k - arm] 
co- m] 



(12.1.3) 


donde det[-] y adj[•] indican el determinante y la adjunta de la matriz [•], respectivamente. 
La ecuacion de frecuencia (ecuacion 10.2.6) 

det[k — arm] = 0 

puede resolverse para las frecuencias naturales y a> 2 del sistema. En terminos de estas 
frecuencias, el determinante se expresa como 


det[k — ® 2 m] = m\m 2 (co 2 — co\)(ar — co\) 
Por lo tanto, la ecuacion (12.1.3) se convierte en 


[ “1 o 1 _ 1 

k 2 — m 2 co 2 

k 2 

( M 2 0 j det[k — ® 2 m] 

k 2 

k\+k 2 — m\co 2 



(12.1.4) 

(12.1.5) 


U \ 0 — 


p 0 (k 2 - m 2 or) 


m\m 2 (co 2 — co 2 )(co 2 — ®;) 


U2o — 


Poh 


m\m 2 (co 2 — co\)(w 2 — co 2 ) 


( 12 . 1 . 6 ) 


Ejemplo 12.1 

Grafique la curva de frecuencia-respuesta para el sistema que se muestra en la figura 12.1.1 
con »t| = 2m, m 2 = m, k\ = 2k y k 2 = k, sometido a una fuerza armonica p a que se aplica en 
la masa m t . 
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Solucion Si se sustituyen los valores dados de la masa y la rigidez en la ecuacion (12.1.6), 
resulta 


p a (k — mar) p a k 

2m 2 (co 2 — co 2 )(co 2 — co 2 ) 2 ° 2m 2 (co 2 — co 2 )(co 2 — co\) ^ 

donde co\ = s/k/2m y CO 2 = \/2k / m ; estas frecuencias naturales se obtuvieron en el 
ejemplo 10.4. Con los parametros dados del sistema, la ecuacion (a) proporciona soluciones 
para las amplitudes de respuesta m 1o y u 2o . Resulta instructivo volver a escribirlos como 

U\ 0 _ ^ ~ \ (w/an) 2 u 2o _ 1 

(«lst)o [1 - (ft>/ft>i) 2 ] [l - (£t>/ct> 2 ) 2 ] ( M 2st)o [1 - (w/cui) 2 ] [l - (ct>/ft> 2 ) 2 ] ' 

En estas ecuaciones las amplitudes de respuesta se han dividido en (m 1s1 ) 0 = pJ2k y {u 2st ) 0 = 
p 0 /2k, los valores maximos de los desplcizamientos estaticos (un concepto introducido en la 
seccion 3.1), para obtener respuestas normalizadas o no dimensionales que dependen de las 
relaciones de frecuencia co/wi y a>/w 2 , y no por separado de co, a>i y a> 2 . 





. _ 

cop 

'(i)\ C02 

r\ 

!co\ 


Figura E12.1 
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En la figura El2.1 se muestran las amplitudes u ]o y u 2o de la respuesta normalizada, 
graficadas contra la relacion de frecuencia a>/u>\. Estas curvas de frecuencia-respuesta indi¬ 
can dos condiciones de resonancia en a> = a>i y co = u> 2 , en estas frecuencias de excitacion la 
respuesta en estado estacionario es ilimitada. En otras frecuencias de excitacion la vibracion 
es finita y puede calcularse a partir de la ecuacion (b). Observe que existe una frecuencia de 
excitacion en la que la vibracion de la primera masa, donde se aplica la fuerza de excitacion, 
se reduce a cero. Esta es toda la base del amortiguador de masa resonante que se analiza a 
continuation. 


12.2 AMORTIGUADOR DE MASA RESONANTE 


El amortiguador de masa resonante es un dispositivo mecanico que se utiliza para reducir 
o eliminar la vibracion no deseada. La description amortiguador de masa sintonizado se 
usa a menudo en las instalaciones modernas; este nombre nuevo tiene la ventaja de mostrar 
su relacion con otros tipos de amortiguadores. La exposition breve que sigue se restringe 
al principio basico de un amortiguador de masa resonante sin entrar en muchos aspectos 
importantes de su diseno practico. 

En su forma mas simple, un amortiguador de masa resonante consiste en un resorte y 
una masa. Tal sistema de absorcion esta conectado a un sistema de 1GDL, como se muestra 
en la figura 12.2.1a. Las ecuaciones de movimiento para la masa principal mi y la masa del 
amortiguador m 2 son las mismas que la ecuacion (12.1.1). Para la fuerza armonica aplicada 
a la masa principal ya se tiene una solution dada por la ecuacion (12.1.6). Se presenta la 
notation 



Figura 12.2.1 (a) Amortiguador de masa resonante unido a un sistema de 1GDL; (b) amplitud de 

respuesta contra la frecuencia de excitacion (la curva a trazos indica u lo negativa o una fase opuesta 
a la excitacion); /< = 0.2 y a>\ = a> 2 - 
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Seccion 12.2 Amortiguador de masa resonante 
la solucion disponible puede reescribirse como 

u _ Po _ 1 - (co/colY _ 

kl [i + n KM ) 2 - K/m) 2 ] [i - MM 2 


—-^ (12.2.2a) 

m km) 


«2 o = 


Po_ 

kl [i + n KM ) 2 


l 


(«m) 2 


i - K « 2 *) 2 


m KM ) 2 


(12.2.2b) 


En la frecuencia de excitacion w = oh, la ecuacion (12.2.2a) indica que el movimiento de 
la masa principal m ] no solo disminuye, sino que cesa por completo. En la figura 12.2.1b se 
muestra una grafica de la amplitud de respuesta u U) — (n lst ) u , donde (n lst ) 0 = pjk u contra co; 
para este ejemplo, la relacion de masa /i = 0.2 y co\ = co 2 , donde el amortiguador esta sin- 
cronizado con la frecuencia natural del sistema principal. Como el sistema tiene dos grados 
de libertad, existen dos frecuencias de resonancia y la respuesta en esas frecuencias no esta 
acotada. Se muestra el rango de la frecuencia de operacion donde u lo — (n lst ) 0 < 1. 

La utilidad del amortiguador de masa resonante es evidente al comparar la funcion de 
frecuencia-respuesta de la figura 12.2.1b con la respuesta de la masa principal por sf sola, 
sin la masa de este. En co = a>\, la amplitud de respuesta de la masa principal por sf sola es 
ilimitada, pero es cero en presencia de la masa del amortiguador. Asf, si la frecuencia de 
excitacion co esta cerca de la frecuencia natural co * del sistema principal y las restricciones 
de operacion hacen que sea imposible variar cualquiera de ellas, puede utilizarse el amorti¬ 
guador de masa resonante para reducir la amplitud de respuesta del sistema principal hasta 
un valor cercano a cero. 

^Cual debe ser el tamano de la masa del amortiguador? Para responder a esta pregun- 
ta se utiliza la ecuacion (12.2.2b) a fin de determinar el movimiento de la masa de este en 
co = co 2 . 


u 2o = -^ (12-2.3) 

La fuerza que actua sobre la masa del amortiguador es 

k 2 u 2o = co 2 m 2 u 2o = -p 0 (12.2.4) 

Esto implica que este sistema ejerce una fuerza igual y opuesta a la fuerza de excitacion. 
Asf, el tamano de la rigidez y la masa del amortiguador, k 2 y m 2 , dependen del valor per- 
mitido de u 2o . Existen otros factores que afectan la eleccion de la masa del amortiguador. 
Obviamente, una masa grande de este presenta un problema practico. Al mismo tiempo, 
cuanto menor sea la relacion de masa p, mas estrecho sera el intervalo de la frecuencia de 
operacion del amortiguador. 

La presentacion anterior indica que un amortiguador de masa resonante tiene su ma¬ 
yor aplicacion en las maquinas sincronizadas, operando con una frecuencia casi constante, 
para las que se sintoniza a una frecuencia particular y solo es eficaz en una banda estrecha 
de frecuencias. Sin embargo, los amortiguadores de vibraciones se emplean tambien en 
situaciones en las que la excitacion no es cercanamente armonica. Los amortiguadores que 
cuelgan de las lfneas de transmision de alta tension se usan para mitigar los efectos fati- 
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gantes de la vibration inducida por el viento. Estos tambien se han utilizado para reducir la 
vibration inducida por el viento en edificios altos, cuando los movimientos han alcanzado 
niveles molestos para los ocupantes. Un ejemplo de esto es el edificio Citicoip Center de 59 
niveles en el centra de Manhattan, cuya construction finalizo en 1977; este edificio cuenta 
con un bloque de concreto de 820 kip instalado en el nivel 59 sobre una plataforma movil, 
la cual se conecta al edificio mediante grandes brazos hidraulicos. Cuando el edificio se 
balancea mas de 1 pie por segundo, una computadora dirige los brazos para mover el bloque 
en la otra direction. Esta action reduce la oscilacion en un 40%, suficiente para aliviar las 
molestias de los ocupantes del edificio durante los vendavales fuertes. 


PARTE B: ANALISIS MODAL 


12.3 ECUACIONES MODALES PARA LOS SISTEMAS NO AMORTIGUADOS 

Las ecuaciones de movimiento para un sistema lineal sin amortiguamiento de VGDL se 
obtuvieron en el capftulo 9 y se repiten aquf: 

mu + ku = p(f) (12.3.1) 

La solution simultanea de estas ecuaciones de movimiento acopladas, que se ilustro en la 
section 12.1 para un sistema de dos grados de libertad sometido a una excitation armonica, 
no es eficiente para los sistemas con mas grados de libertad, ni es factible para los sistemas 
excitados por otros tipos de fuerzas. Por consiguiente, resulta ventajoso transformar estas 
ecuaciones en coordenadas modales, como se vera a continuation. 

Como se menciono en la section 10.7, el vector de desplazamiento u de un sistema 
de VGDL puede ampliarse en terminos de las contribuciones modales. Asf, la respuesta 
dinamica de un sistema puede expresarse como 

N 

u(f) = 22 = $q(0 (12.3.2) 

r= 1 

Si se usa esta ecuacion, las ecuaciones acopladas (12.3.1) en lif t) pueden transformarse en 
un conjunto de ecuaciones no acopladas donde las coordenadas modales q n {t) son las incog¬ 
nitas. Al sustituir la ecuacion (12.3.2) en la (12.3.1), se obtiene 

N N 

22 m <t> r q r (t) + 22 k <Mr(0 = p(0 

r= 1 r= 1 

Si se multiplica antes cada termino de esta ecuacion por 0^, resulta 

N N 

22 <t> T n m<t>rqr(t) + 22 4>n k 4>rqr(t) = 4> T »V (0 

r= 1 r= 1 
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Debido a las relaciones de ortogonalidad de la ecuacion (10.4.1), todos los terminos en cada 
una de los sumatorias se anulan, con excepcion del termino r = n; lo anterior reduce esta 
ecuacion a 

(0,ym <t>n)q„(t) + (0jk (f>„)q„(t) = (0 


o 


M„ q n (t) + K„ q n (t) = P„(t ) (12.3.3) 

donde 

M n = 4> T n m(j) n K n = tfkcp,, P n (t) = <t> T n v(t) (12.3.4) 



Figura 12.3.1 Sistema generalizado de 
1GDL para el n-esimo modo natural. 


La ecuacion (12.3.3) puede interpretarse como la ecuacion que rige la respuesta q n (t) 
del sistema de 1GDL mostrado en la figura 12.3.1, con masa M„, rigidez K n y la fuerza de 
excitacion P„(t). Por lo tanto, M„ se denomina la masa generalizada para el n-esimo modo 
natural, K n la rigidez generalizada para el n-esimo modo, y P„(f) la fuerza generalizada 
para el n-esimo modo. Estos parametros dependen solo del n-esimo modo </>„. Por lo tanto, 
si solo se conoce el modo n, es posible escribir la ecuacion para q n y resolverla sin conocer 
siquiera los otros modos. Si se divide entre M„ y se usa la ecuacion (10.4.7), la ecuacion 
(12.3.3) puede reescribirse como 

7 Pfl (0 

q n +co 2 n q n = ^ (12.3.5) 

M-n 

Las ecuaciones (12.3.3) o (12.3.5) rigen la n-esima coordenada modal q n (t), la linica incog¬ 
nita en la ecuacion, y hay N de estas ecuaciones, una para cada modo. Asf, el conjunto de 
N ecuaciones diferenciales acopladas (12.3.1) en los desplazamientos nodales uf t) -j = 1, 
2, ..., N- ha sido transformado en el conjunto de N ecuaciones no acopladas (12.3.3) en 
las coordenadas modales q n (t) —n = 1,2,..., N-. Escrito en forma matricial este ultimo 
conjunto de ecuaciones es 

Mq + Kq = P(f) (12.3.6) 

donde M es una matriz diagonal de las masas modales generalizadas M m K es una matriz 
diagonal de las rigideces modales generalizadas K h , y Pit) es un vector columna de las fuer- 
zas modales generalizadas P n (f). Recuerde que M y K se introdujeron en la seccion 10.4. 

Ejemplo 12.2 

Considere los sistemas y la excitacion del ejemplo 12.1. Determine, mediante el analisis mo¬ 
dal, la respuesta de estado estacionario del sistema. 

Solucion Las frecuencias y los modos de vibracion naturales de este sistema se determinaron 
en el ejemplo 10.4, a partir del cual se calculan las masas y rigideces generalizadas utilizando 
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la ecuacion (12.3.4). Estos resultados se resumen a continuacion: 


a>i = 


=(k : ) 

Mi 


K i = — 


2 

3m 

~Y 

3k 

4" 


a >2 = 

y m 

< t > 2 = (-1 I ) 7 

M 2 = 3m 
K 2 = 6/fc 


1. Calcule lasfuerzas generalizadas. 

Pi(t) = 4>\ P(0 = (Po/2) sen <yf P 2 (0 = <t> 2 P(t) = -Po sen cot 


Plo 

2. Establezca las ecuaciones modales. 

M n q n + K n q n = P no sen cot 


Plo 


(a) 


(b) 


3. Resuelva las ecuaciones modales. Para resolver la ecuacion (b) se trabaja sobre la 
solucion presentada en la ecuacion (3.1.7) para un sistema de 1GDL sometido a una fuerza 
armonica. La ecuacion gobernante es 


mu + ku = p 0 sen cot 
y su solucion de estado estacionario es 

u(t) = — C sen cot C = -- 

k 1 - (oo/oon) 1 


(c) 


(d) 


donde co n = yjk/m. A1 comparar las ecuaciones (c) y (b), la solucion para la ecuacion (b) es 


, x * no n 

q n (t) = — C„ sen cot 
Rn 


(e) 


donde C„ esta dada por la ecuacion (d) con co„ interpretada como la frecuencia natural del n- 
esimo modo. Si se sustituyen P no y K n para n = 1 y 2, resulta 


2 p 0 p 0 

4l(0 = ~zrr Ci sen cot q 2 (t) = - — C 2 sen cot 
3k ok 


(f) 


4. Determine las respuestas modales. La contribucion del n-esimo modo a los despla- 
zamientos (con base en la ecuacion 12.3.2) es u„(r) = cp n q n (t). A1 sustituir la ecuacion (f) se 
obtiene la respuesta de desplazamiento debida a los dos modos: 


2p 0 —Po 

ui it) = cf>\ —— C 1 sen cot u 2 (f) = 4> 2 —— C 2 sen cot 
3k ok 

5. Combine las respuestas modales. 

u(0 = ui(f) + u 2 (f) o Uj(t) = Uji(t) + Uj 2 (t) j = 1,2 


(g) 


(h) 
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Si se sustituye la ecuacion (g) para <p x y <p 2 , resulta 

u\{t) = (2C\ + C 2 ) sen cot u 2 {t) = ^ (4Ci - C 2 ) sen cot (i) 

ok ok 

Estos resultados son equivalentes a los obtenidos en el ejemplo 12.1 mediante la resolucion de 
las ecuaciones de movimiento acopladas (12.3.1). 


12.4 ECUACIONES MODALES PARA LOS SISTEMAS AMORTIGUADOS 

Cuando se incluye el amortiguamiento, las ecuaciones de movimiento para un sistema de 
VGDL son 


mu + cu + ku = p(f) (12.4.1) 

Con base en la transformacion de la ecuacion (12.3.2), donde </>,. son los modos naturales 
del sistema sin amortiguamiento, estas ecuaciones pueden escribirse en terminos de coor- 
denadas modales. A diferencia del caso de los sistemas no amortiguados (seccion 12.3), 
estas ecuaciones modales pueden acoplarse a traves de los terminos de amortiguamiento. 
Sin embargo, para ciertas formas de amortiguamiento que son idealizaciones razonables de 
muchas estructuras, estas se desacoplan de la misma forma que para los sistemas no amor¬ 
tiguados. Esto se demostrara a continuation. 

Si se sustituye la ecuacion (12.3.2) en la ecuacion (12.4.1), resulta 

N N N 

^2 m(j) r q r (t) + ^ C0,«7 r (/) + "22 k (t> r q,-{t) = p(0 

r= 1 r= 1 r= 1 

A1 multiplicar antes cada termino de esta ecuacion por (j ) T n , se obtiene 

N N N 

J2 r q,\t) + Y2 <t>l C( t>rqr(t) + Y2 <t> T n^<t>rqr(t) = 4>' n \i(t) 

r= 1 r= 1 r= 1 

que puede reescribirse como 

N 

M n q n ( t) + J2 c nr q r (0 + K n q n (f) = P„ (0 (12.4.2) 

r= 1 

donde M,„ K„ y P n (t) se definen en la ecuacion (12.3.4) y 

C nr = (f>nC4>r (12.4.3) 

La ecuacion (12.4.2) existe para cada n = 1 a N, y el conjunto de N ecuaciones puede es¬ 
cribirse en forma matricial: 

Mq + Cq + Kq = P(r) (12.4.4) 

donde M, K y P(t) se introdujeron en la ecuacion (12.3.6), y C es una matriz no diagonal 
con los coeficientes C nr . Estas N ecuaciones en las coordenadas modales c/Jt) se acoplan a 
traves de los terminos de amortiguamiento porque la ecuacion (12.4.2) contiene mas de una 
velocidad modal. 
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Las ecuaciones modales se desacoplan si el sistema tiene un amortiguamiento clasi- 
co. Para tales sistemas, como se definio en la seccion 10.9, C nr = 0 si n r y la ecuacion 
(12.4.2) se reduce a 

M n q„ + C„q n + K n q n = P n (t) (12.4.5) 

donde el amortiguamiento generalizado C„ esta delinido por la ecuacion (10.9.10). Esta 
ecuacion rige la respuesta del sistema de 1GDL mostrado en la figura 12.4.1. A1 dividir la 
ecuacion (12.4.5) entre M„, se obtiene 

q„ + 2 £„co n q n + ar n q n = (12.4.6) 

donde es la fraccion de amortiguamiento para el n-esimo modo. Por lo general, la frac- 
cion de amortiguamiento no se calcula utilizando la ecuacion (10.9.11) sino que se estima 
con base en datos experimentales para estructuras similares a la analizada, (capitulo 11). La 
ecuacion (12.4.5) rige la coordenada q„{t) del n-esimo modo y los parametros M„, K n , C n y 
P n (t) dependen solo del tp n del n-esimo modo, no de los otros modos. Por lo tanto, se tienen 
A ecuaciones desacopladas como la ecuacion (12.4.5), una para cada modo natural. En re- 
sumen, el conjunto de A ecuaciones diferenciales acopladas (12.4.1) en los desplazamientos 
nodales uft) se ha transformado en el conjunto de N ecuaciones no acopladas (12.4.5) en las 
coordenadas modales q n (t). 







Figura 12.4.1 Sistema generalizado de 
1GDL para el n-esimo modo natural. 


12.5 RESPUESTA DE DESPLAZAMIENTO 

Para las fuerzas externas dinamicas dadas, que estan definidas por p(f), la respuesta dina- 
mica de un sistema de VGDL puede determinarse resolviendo las ecuaciones (12.4.5) o 
(12.4.6) para la coordenada modal q n {i). Cada ecuacion modal tiene la misma forma que la 
ecuacion de movimiento para un sistema de 1GDL. Por lo tanto, los metodos de solucion y 
los resultados disponibles para los sistemas de 1GDL (capitulos 3 a 5) pueden adaptarse a 
fin de obtener las soluciones q„(t) para las ecuaciones modales. Una vez que se han deter- 
minado las coordenadas modales q n {t), la ecuacion (12.3.2) indica que la contribucion del 
n-esimo modo a los desplazamientos nodales u(f) es 

u n(t) = (j)» q n (t) (12.5.1) 

y la combination de estas contribuciones modales proporciona los desplazamientos totales: 

N N 

u(0 = ^ u n (t) = ^2 4>„ q n (0 (12.5.2) 

n= 1 n= 1 

La u(f) resultante es independiente de la manera en que se normalicen los modos, aunque 
las q n (t) no lo son. 
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Este procedimiento se conoce como el analisis modal clasico o el metodo de super¬ 
position de modos clasico porque las ecuaciones modales individuals (desacopladas) se 
resuelven a fin de determinar las coordenadas modales q n (t) y las respuestas modales u „(t), 
para despues combinarlas y obtener la respuesta total u(f). En forma mas precisa, este me¬ 
todo se denomina el metodo de superposition de desplazamientos modales clasico debido 
a que los desplazamientos modales se superponen. Por brevedad, este procedimiento suele 
referirse como el analisis modal. Este metodo de analisis esta restringido a los sistemas 
lineales con amortiguamiento clasico. La linealidad del sistema esta implicita en el uso 
del principio de superposicion, ecuacion (12.3.2). El amortiguamiento debe tener la forma 
clasica para obtener ecuaciones modales que se desacoplen, una caracterfstica central del 
analisis modal. 


12.6 FUERZAS DE LOS ELEMENTOS 

Existen dos procedimientos descritos en la seccion 9.10 para determinar las fuerzas en los 
diversos elementos (vigas, columnas, paredes, etcetera) de una estructura en el instante t de 
tiempo, a partir de los desplazamientos u(f) en el mismo instante de tiempo. En el analisis 
modal resulta instructive determinar las contribuciones de los diferentes modos individua- 
les a las fuerzas de los elementos. En el primer procedimiento, la contribucion del n-esimo 
modo r n (t) a una fuerza elemental r(t) se determina a partir de los desplazamientos modales 
u„(r) utilizando las propiedades de rigidez del elemento (apendice 1). Entonces la fuerza del 
elemento considerando las contribuciones de todos los modos es 

N 

r(t) = y"V n (Q (12.6.1) 

«=i 

En el segundo procedimiento, las fuerzas estaticas equivalentes asociadas con la res¬ 
puesta del n-esimo modo estan definidas por la ecuacion (9.10.1) con el submdice s elimi- 
nado: f„(f) = ku„(0- Si se sustituye la ecuacion (12.5.1) y se utiliza la ecuacion (10.2.4), 
resulta 

f«(0 = (olm(f) n q n (t) (12.6.2) 

El analisis estatico de la estructura sometida a estas fuerzas externas en cada instante de 
tiempo proporciona la fuerza elemental r n {t). Entonces, la fuerza total r(t) esta dada por la 
ecuacion (12.6.1). 


12.7 ANALISIS MODAL: RESUMEN 

La respuesta dinamica de un sistema de VGDL a las fuerzas externas pit) puede calcularse 
mediante un analisis modal, el cual se resume a continuacion como una secuencia de pasos: 

1. Defina las propiedades estructurales. 

a. Determine la matriz de masa m y la matriz de rigidez k (capitulo 9). 

b. Estime la fraccion de amortiguamiento modal Q, (capitulo 11). 
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2. Determine las frecuencias naturales co n y los modos naturales cf> n (capftulo 10). 

3. Calcule la respuesta en cada modo siguiendo los siguientes pasos: 

a. Establezca la ecuacion (12.4.5) o (12.4.6) y resuelva para q n {t). 

b. Calcule los desplazamientos nodales u„(0 a partir de la ecuacion (12.5.1). 

c. Calcule las fuerzas de los elementos asociadas con los desplazamientos nodales 
u„(0 mediante la aplicacion de uno de los dos metodos descritos en la section 12.6 
para los valores deseados de t y las fuerzas de los elementos de interes. 

4. Combine las contribuciones de todos los modos para determinar la respuesta total. En 
particular, los desplazamientos nodales u(f) estan dados por la ecuacion (12.5.2) y las 
fuerzas de los elementos por la ecuacion (12.6.1). 

Ejemplo 12.3 

Considere los sistemas y la excitation del ejemplo 12.1. Determine las fuerzas de resorte Vft) 
para el sistema de la figura 12.1.1a o las fuerzas cortantes Vj(t) de cada nivel en el sistema de la 
figura 12.1.1b, sin introducir fuerzas estaticas equivalentes. Tome en cuenta solo la respuesta 
de estado estacionario. 

Solution Los pasos 1, 2, 3a y 3b del resumen del analisis de la section 12.7 ya se realizaron 
en el ejemplo 12 . 2 . 

Paso 3 c: Las fuerzas de resorte en el sistema de la figura 12.1.1a o las fuerzas cortantes 
de cada nivel en el sistema de la figura 12 . 1 . 1 b son 

Cln(f) = k\u\n(t^ = k\(f>i n q n {t) (a) 

C 2 n(0 = ki [U2n(t) Wl n (f)] = ^ 2 ( 02/1 01/i)^m(O (b) 

Si se sustituye la ecuacion (f) del ejemplo 12.2 en las ecuaciones (a) y (b) con n = 1, k\ = 2 k, 
k 2 = k, 0 11 = 4 y 02 i = 1 , resultan las fuerzas debidas al primer modo: 

V\\(t) = -y C\ sen cot V21 (0 = y C\ sen cot (c) 

Al sustituir la ecuacion (f) del ejemplo 12.2 en las ecuaciones (a) y (b) con n = 2, cj) 12 = — 1, 
y <^22 = 1 , se obtienen las fuerzas del segundo modo: 

V12(t) = y- C 2 sen cot V22 (0 = -y C 2 sen cot (d) 

Paso 4 b: Si se sustituyen las ecuaciones (c) y (d) en Vfit) = Vjiit) + Vj 2 (t), resulta 

V\(t) = (2Ci +C 2 ) sen cot V2(t) = -y- (Ci — C2) sen cot (e) 

La ecuacion (e) proporciona la variation en el tiempo de las fuerzas de resorte y las fuerzas 
cortantes en cada nivel. Para una p D dada y unas co y co„ ya determinadas, todas las cantidades 
en el lado derecho de estas ecuaciones se conocen, por lo que es posible calcular Vfit). 

Ejemplo 12.4 

Repita el ejemplo 12.3 usando fuerzas estaticas equivalentes. 

Solution A partir de la ecuacion (12.6.2), para un sistema de masas agrupadas, la fuerza esta- 
tica equivalente en el y-esimo grado de libertad debida al n-esimo modo es 

fjn(t ) = o) n ntj 4 >j n q n (t) 


(a) 
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Paso 3c: En la ecuacion (a) con n — 1 sustituya m\ = 2m, m 2 = m, <fa u = <p 2l = 1, w\ 
= k/2m, y q^it) a partir de la ecuacion (f) del ejemplo 12.2 para obtener 

/li(f) = y Ci sen cot / 21 (f) = y C\ sen oat (b) 

En la ecuacion (a) con n = 2 sustituya m 2 = 2m, m 2 = m, (p l2 = — 1, <p 22 = 1, w 2 = 21dm, y 

q 2 (t) a partir de la ecuacion (f) del ejemplo 12.2 para obtener 

2 po p 0 

/ 12 (f) = -y C 2 sen cat f 22 (f) = - — C 2 sen tot (c) 

El analisis estatico de los sistemas de la figura E12.4 sometidos a las fuerzas/„(f) propor- 
ciona las dos fuerzas de resorte y las fuerzas cortantes de cada nivel debidas al n-esimo modo: 

Vj n (f) = fin (f) + fin (?) V 2n (t ) = />« (?) (d) 

La sustitucion de la ecuacion (b) en la ecuacion (d) con n — 1 da las fuerzas del primer modo 
que son identicas a la ecuacion (c) del ejemplo 12.3. De manera similar, si se sustituye la ecua¬ 
cion (c) en la ecuacion (d) con n = 2, se obtienen los resultados del segundo modo que son 
identicos a la ecuacion (d) del ejemplo 12.3. 

Paso 4: Proceda como en el paso 4b del ejemplo 12.3. 



■flnW 

flnW 


7Z?7/. 7Z77/. 


Ejemplo 12.5 

Considere el sistema y la excitacion del ejemplo 12.1 con las fracciones de amortiguamiento 
modal Determine las amplitudes de desplazamiento en el estado estacionario del sistema. 

Solucion Los pasos 1 y 2 del resumen del analisis ya se realizaron en el ejemplo 12.2. 

Paso 3: Las ecuaciones modales sin amortiguamiento se desarrollaron en el ejemplo 
12.2. Ahora, al incluir el amortiguamiento, estas se convierten en 

■1 '?n qn 4“ P-n qn 4“ Pn qn = Pno SC 11 oat (a) 

donde M n , K n y P no estan disponibles y C„ se conoce en terminos de 

Para resolver la ecuacion (a) se trabaja sobre la solucion presentada en la ecuacion 
(3.2.3) para un sistema de 1GDL con amortiguamiento sometido a una fuerza armonica. La 
ecuacion gobernante es 

mu + cu + ku = p 0 sen oat 
y su solucion de estado estacionario es 

u(t) = — ( C sen oat 4- V cos oat ) 
k 


(c) 
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con 

c _ _ 1 - (u>/u>n) 2 _ v _ _ —2^ u>/u>n _ 

[1 - ) 2 ]- + (2f w/(On) 2 [1 - (a>/a> n ) 2 ] 2 + (2f co/a> n ) 2 

donde <w n = Jk/m y f = c/2ma> n . 

A1 comparar las ecuaciones (b) y (a), la solucion para esta ultima es 

p 

q n ( t ) = - (C„ sen cot + V,, cos cot) (e) 

K„ 

donde C n y V„ estan dadas por la ecuacion (d) con co n interpretada como la frecuencia natura del 
n-esimo modo y (j = C„, la fraction de amortiguamiento del n-esimo modo. La sustitucion de 
Pno y K n para n = 1 y 2 da 


2p 0 

t/i(f) = - (Ci sen tut + T>\ cos cot) 

3 k 

< 72(0 = — — (C 2 sen cut + cos tot) 
6k 


(f) 


(g) 


Pcisos 3b y 4\ A1 sustituir cp n en las ecuaciones (12.5.2), se obtienen los desplazamientos 
nodales: 

u 1 (t) = \q\(t) - q 2 {t) u 2 (t) = q\(t) + qi(t) 

Si se sustituyen las ecuaciones (f) y (g) para q„(t), resulta 


[(2Ci + C 2 ) sen mt + (2V\ + V 2 ) cos tot] (h) 

[(4Ci — C 2 ) sen cot + (4V\ — V 2 ) cos tot] (i) 

Las amplitudes de desplazamiento son 

uio = % y/(2Ci + C 2 ) 2 + (2V\ + V 2 ) 2 (j) 

6k 

u 2o = £ v/(4 Ci - C 2) 2 + (4X»! - V 2 ) 2 (k) 

OK 

Estas Uj 0 pueden calcularse cuando la amplitud p 0 y la frecuencia co de la fuerza de excitacion 
son conocidas junto con las propiedades del sistema k, co n y Q. 

Es posible demostrar que las ecuaciones (h) e (i), especificadas para ( n = 0, son identicas 
a los resultados para el sistema sin amortiguamiento obtenidos en el ejemplo 12 . 2 . 


to p ° 
u 1 (?) = 77 
6k 


u 2 (t) = — 
6k 


Ejemplo 12.6 

Se desea encontrar la respuesta dinamica del sistema de la figura E12.6a a la excitacion mos- 
trada en la figura E12.6b. Determine: (a) los desplazamientos tt,(f) y M 2 (t): (b) los momentos 
flexionantes y las fuerzas cortantes en las secciones a, b, c y d como funciones del tiempo; 
(c) los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante en t = 0.18 s. Los parametros del 
sistema y la excitacion son E = 29,000 ksi, I = 100 pulg 4 , L = 120 pulg, mL = 0.1672 kip-s 2 / 
pulg y p 0 = 5 kips. Desprecie el amortiguamiento. 

Solucion Las matrices de masa y rigidez estan disponibles a partir del ejemplo 9.5. Las 
frecuencias y modos naturales de este sistema se determinaron en el ejemplo 10.2. Estos son 
co\ = 3.156 ^EI/inL 4 y ty 2 = 16.258 y/EI/mL*', A = (1 0.3274) r y <j> 2 = (1 -1.5274) r . 

A1 sustituir E, /, m y L se obtiene u>\ = 10.00 y a > 2 = 51.51 rad/s. 
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,P(0 


t- 


a u 2 A Ml 

4k _ i 


m "Y 2 M 7 


(s, kips; 


(a) 


2.737^! 
= 3.33 


4 . 180(71 
= 5.09 


Po 


(b) 


338 . 8^7 
= 5.40 


110 . 9(72 
= 1.77 


/i = 6.86 

J 


/ 2 = 2.07 


ts, kips 


V, kips 
8.42 


3.63 


5.09 


Tt I , 


77 


4.79 


V, kips 
6.86 




9.30 


(d) 



Figura E12.6 


1. Establezca las ecuaciones modales. 


M\ = </>j ni(/>i = 0.0507 Mi = (filing = 0.2368 kip-s 2 /pulg 

^1(0 = </>[{ P ° } = 5 p 2 (f) = 4>l { P ° } = 5 kips 

Las ecuaciones modales (12.4.6) son 


<71 + 10 2 (?i = 


0.0507 


= 98.62 ? 2 + (51.51 Yqi = 


0.2368 


= 21.12 


(a) 


2. Resuelva las ecuaciones modales. Si se adapta el resultado para el sistema de 1GDL, 
ecuacion (4.3.2), a la ecuacion, (a) da 


98.62 

qi(t) = ^ (1 — cos 10?) = 0.986(1 — cos 10 1) 

21.12 

qi{t ) = (1 — cos51.51l) = 0.008(1 — cos51.51f) 


(b) 
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3. Determine la respuesta de desplazamiento. A1 sustituir para ip h cf> 2 , qff) y q 2 {t) en la 
ecuacion (12.5.2), se obtiene 

u\(t) = 0.994 — 0.986 cos 10? — 0.008 cos 51.51? 

(c) 

m 2 (?) = 0.311 — 0.323 cos 10? + 0.012cos51.51? 

4. Determine las fuerzas estaticas equivalentes. Si se sustituyen a)f, m y <p x en la ecua¬ 
cion (12.6.2), resultan las fuerzas mostradas en la figura E12.6c: 

■0.0418 


f| (?) = 


flit)' 

flit). 


= 10 - 


0.0836 


] | 0.3274 }« l( ' )= { 2J37 }« l(f) (d) 


Del mismo modo, al sustituir of, m y se obtienen las fuerzas mostradas en la figura El 2.6d: 


hU) = 

Las fuerzas combinadas son 

/)(?)= 4.180 <?!(?) + 110.9 q 2 {t) 


'hity 


- 110.9' 

.fiit). 

i 

.-338.8. 


qiit) 


flit) = 2.737 q\(t) — 338.8g 2 (?) 


(e) 

(f) 


5. Determine las fuerzas internas. El analisis estatico de la viga en voladizo de la figura 
E12.6e proporciona las fuerzas cortantes y los momentos flexionantes en las diferentes seccio- 
nes a, b, c y d: 


Vait) = V b {t) = Mt) Vdt) = V d it) = hit) + / 2 (?) (g) 

Ma (?) = 0 Mbit) = L 2 h it) M d it) = Lh (?) + 2 hit) (h) 

donde/d?) y fff) se conocen a partir de las ecuaciones (f) y (b). 

6. Determine las fuerzas internas en t = 0.18 s. En ? = 0.18 s, con base en la ecuacion 
(b), qi = 1.217 pulg y q 2 — 0.0159 pulg. Al sustituir estas cantidades en las ecuaciones (d) y 
(e), se obtienen los valores numericos para las fuerzas estaticas equivalentes que se muestran 
en las figuras E12.6c y d, donde se grafican las fuerzas cortantes y los momentos flexionantes 
debidos a cada modo. Los valores combinados de estas fuerzas elementales se presentan en la 
figura E12.6e. 


PARTE C: CONTRIBUCIONES A LA RESPUESTA MODAL 

12.8 EXPANSION MODAL DEL VECTOR DE EXCITACION p(f) = sp(f) 

Ahora se considerara un caso de carga comun en el que las fuerzas aplicadas pft) tienen la 
misma variacion en el tiempo pit) y su distribucion espacial esta definida por s, indepen- 
dientemente del tiempo. Asf, 

pit) = spit) (12.8.1) 

Una idea central de esta formulacion, que resultara instructiva, consiste en expandir 
el vector s como 

N N 

■ = £* = £ r,m0,. 

r= 1 r=l 


( 12 . 8 . 2 ) 
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Si se multiplican antes ambos lados de la ecuacion (12.8.2) por t/j'( y se usa la propiedad de 
ortogonalidad de los modos, resulta 



La contribution del n-esimo modo a s es 

s„ = r„m0„ (12.8.4) 

la cual es independiente de la manera en que los modos se normalicen. Esto deberfa quedar 
claro a partir de la estructura de las ecuaciones (12.8.3) y (12.8.4). 

La ecuacion (12.8.2) puede verse como una expansion de la distribucion s de las fuerzas 
aplicadas, en terminos de las distribuciones s„ de las fuerzas de inercia asociadas con los 
modos naturales. Esta interpretation se hace evidente al considerar la estructura que vibra 
en su n-esimo modo con las aceleraciones ii„ (?) = q n (?) </>„. Las fuerzas de inercia asocia¬ 
das son 

(f/)« = mii„ (?) = — m (f>„ q n (?) 

y su distribucion espacial, dada por el vector m (/)„, es igual a la de s„. 

La expansion de la ecuacion (12.8.2) tiene dos propiedades utiles: (1) el vector de 
fuerza s„p(t) produce una respuesta solo en el n-esimo modo, sin que haya respuesta en 
ningun otro modo; y (2) la respuesta dinamica en el n-esimo modo se debe por completo al 
vector de fuerza partial s n p(t) (vea la deduction 12.1). 

Para estudiar aun mas la expansion modal del vector de fuerza s/4?) se considera la 
estructura de la figura 12.8.1: un edificio de cortante de cinco niveles (es decir, las vigas 
de piso y las losas son rfgidas a flexion), con masa concentrada m en cada nivel y la misma 
rigidez k de entrepiso para todos los niveles. 

Masa del nivel Rigidez de entrepiso 



k 

k 

k 

k 

k Figura 12.8.1 Edificio de cortante 

de cinco niveles uniformes. 


Las matrices de masa y rigidez de la estructura son 


-1 


-2-1 

1 


-1 2 -1 

1 

-Si 

II 

-1 2 -1 

1 


-1 2 -1 

1. 


-1 1 _ 
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Las frecuencias naturales, determinadas mediante la resolucion del problema de valor pro- 
pio, son 



donde u x = 0.285, a 2 = 0.831, a 3 = 1.310, a 4 = 1.682 ya 3 = 1.919. Para una estructura 
con m = 100 kips/g, los modos de vibracion natural, que se han normalizado con el propo- 
sito de obtener M n = 1, son (figura 12.8.2) 


0.334' 


-0.895 


1.173 


-1.078 ■ 


0.641 

0.641 


-1.173 


0.334 


0.895 


-1.078 

0.895 

0 2 = ■ 

-0.641 

03 = ' 

-1.078 

04 = ' 

0.334 

05 = 

1.173 

1.078 


0.334 


-0.641 


-1.173 


-0.895 

1.173 


1.078 


0.895 


0.641 


0.334 . 



Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5 


Figura 12.8.2 Modos naturales de vibracion del edificio cortante de cinco niveles uniformes. 


Considere dos grupos diferentes de fuerzas aplicadas: p(f) = s „p(t) y p(t) = s b p(t), 
donde = (0 0 0 0 1) y s£ = (0 0 0 — 1 2); observe que la fuerza resultante es la 
unidad en ambos casos (figura 12.8.3). Si se sustituye para m, (j) n y s = s„ en las ecuaciones 
(12.8.4) y (12.8.3), resultan las contribuciones modales s„: 


0.101 


-0.250 


0.272 ■ 


-0.179 


0.055 

0.195 


-0.327 


0.077 


0.149 


-0.093 

0.272 

■ s 2 = ■ 

-0.179 

' s 3 = ■ 

-0.250 

■ s 4 = ■ 

0.055 

' s 5 = ■ 

0.101 

0.327 


0.093 


-0.149 


-0.195 


-0.077 

0.356 


0.301 


0.208 


0.106 


0.029 


De manera similar, para s = s b , los vectores s„ son 


0.110 


-0.423 ' 


0.739 


-0.685 


0.259 

0.210 


-0.553 


0.210 


0.569 


-0.436 

0.294 

■ s 2 = ■ 

-0.302 

' S 3 = ■ 

-0.679 

■ s 4 = ■ 

0.212 

' s 5 = ■ 

0.475 

0.354 


0.157 


-0.403 


-0.746 


-0.363 

0.385 . 


0.508 . 


0.564 . 


0.407 


0.135 


Si = 
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-► 1 

►0.356 

-►0.327 


P^O.301 

.0.093 

0.149-. 

► 0.208 

0.195^ 

►0.106 

0.077. 


-►0.272 

0.179^ 


0.250 ♦ 



0.055 


— 


+ 


+ 


+ 


+ 


►0.195 

0.327 



.0.077 


► 0.149 

0.093. 


. 0.101 

0.250^. 



► 0.272 

0.179 













Sa Si S2 S 3 S 4 S 5 


.2 


,—►0.385 
-►0.354 
-►0.294 
► 0.210 
► 0.110 



—►0.508 

—► 0.564 

—►0.407 


► 0.157 0.403^- 

0.746-- 

0.363 — 

0.302 ► 

0.679-- 


► 0.212 

+ 

+ 

+ 

+ 

0.553 ^— 


► 0.210 

—► 0.569 0.436 -— 

0.423 


_►0.739 0.685-_ 







Sb 


Si 


S2 


S3 


S4 


Figura 12.8.3 Expansion modal de los vectores de excitacion s a y s 


S5 


Ambos grupos de vectores se muestran en la figura 12.8.3. Las contribuciones de los modos 
superiores a s son mas grandes para s b que para s a , lo que sugiere que estos modos pueden 
contribuir mas a la respuesta si la distribution de la fuerza es s b que si es s a . Esta observa¬ 
tion se retomara en la seccion 12.11 . 

Deduction 12.1 

La primera propiedad puede demostrarse a partir de la fuerza generalizada para el r-esimo 
modo: 

P r (t) = n p(t) = r„(</>, r ni(/) ;l )p(t) (a) 

Debido a la ecuacion (10.4.1b), la propiedad de ortogonalidad de los modos, 

Pr(t) = 0 r#n (b) 

que indica que el vector de excitacion s „p{t) no produce ninguna fuerza generalizada y, por lo 
tanto, no existe respuesta en el r-esimo modo, r ¥= n.La ecuacion (a) para r = n es 

Pn(t) = T n M n p{t) (c) 

que es distinta de cero, lo que implica que s „p(t) produce una respuesta solamente en el 
n-esimo modo. 

La segunda propiedad se hace evidente al examinar la fuerza generalizada para el n-esimo 
modo asociada con el vector de fuerza total: 

Pn(t) = 4>J,sp(t) 

Si se sustituye la ecuacion (12.8.2) para s, resulta 

N 

Pn(t) = ^2 Pr{4>lm(j) r ) p{t) 
r= 1 
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que, despues de utilizar la propiedad de ortogonalidad de los modos, se reduce a 


P n (t) = T n M n p(t) (d) 

Esta fuerza generalizada para el vector de fuerza completo spit) es igual a la ecuacion (c) aso- 
ciada con el vector de fuerza parcial s „p(t). 


12.9 ANALISIS MODAL PARA p(f) = sp(f) 

El analisis dinamico de un sistema de VGDL sometido a las fuerzas p(f) se especilica 
en esta seccion para la excitacion p(f) = s pit). La fuerza generalizada P„(t) = T n M n pit) 
para el n-esimo modo se sustituye en la ecuacion (12.4.6) a fin de obtener la ecuacion 
modal: 


q„ + 2<„ co„ q„ + co\ q n = Y n p(t) (12.9.1) 

El factor E„ que multiplica a la fuerza pit) se denomina en ocasiones como un factor de 
participation modal, pero aquf se evita esa terminologfa porque L„ tiene dos desventajas; 
no es independiente de la manera en que se normaliza, o es una medida de la contribucion 
del modo a una cantidad de respuesta. Ambos inconvenientes pueden superarse mediante 
los factores de contribucion modal que se definen en la siguiente seccion. 

La solution q n (t) se escribira en terminos de la respuesta de un sistema de 1GDL. 
Considere un sistema de este tipo con masa unitaria y las propiedades de vibration (fre- 
cuencia natural a>„ y fraccion de amortiguamiento ((„) del n-esimo modo del sistema de 
VGDL excitado por la fuerza pit). La respuesta de este n-esimo modo del sistema de 1GDL 
esta regido por la ecuacion (1.5.2) con m = 1 y ( = ( n , que se repite aquf con la u sustituida 
por D n para enfatizar su conexion con el n-esimo modo: 

D n + 2£„ en,, D„ + en," A, = p(t) (12.9.2) 

Si se comparan las ecuaciones (12.9.2) y (12.9.1), resulta 

q n (t) = Y n D n (t) (12.9.3) 

Asf, q„(t) estara disponible una vez que se haya resuelto la ecuacion (12.9.2) para D n (t), 
utilizando los resultados disponibles para los sistemas de 1GDL sometidos, por ejemplo, a 
fuerzas armonicas, escalonadas e impulsivas (capitulos 3 y 4). 

Entonces, la contribucion del n-esimo modo a los desplazamientos nodales u(f), ecua¬ 
cion (12.5.1), es 


tt„ (/) — r„ (fi n D n it) (12.9.4) 

Si se sustituye la ecuacion (12.9.3) en (12.6.2), resultan las fuerzas estaticas equivalentes: 

f»(0 = s n [co 2 n D n (t)\ (12.9.5) 
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La contribucion r n (t ) del »-esimo modo a cualquier cantidad de respuesta r(t) se determina 
mediante el analisis estatico de la estructura sometida a las fuerzas f n (f). Si rjf indica la res¬ 
puesta estdtica modal , el valor estatico (indicado por el superindice “st”) de r debido a las 
fuerzas externas s„, : entonces 

r n {t) = r*W 2 n D n (t)\ (12.9.6) 

La combinacion de las contribuciones de todos los modos a la respuesta proporciona la 
respuesta total: 

N N 

r(t) = r »(0 = r n N d »(0] (12.9.7) 

«=i «=i 

El procedimiento de analisis modal que se acaba de presentar, un caso especial del de- 
sarrollado en la seccion 12.7, tiene la ventaja de proporcionar una base para identiticar y 
comprender los factores que influyen en las contribuciones modales relativas a la respuesta, 
como se vera en la seccion 12.11. 


Interpretacion de analisis modal. En la primera fase del procedimiento de ana¬ 
lisis modal se calculan las propiedades de vibracion de la estructura (frecuencias y modos 
naturales), y la distribucion s de la fuerza se expande en sus componentes modales s„. El 
resto del procedimiento se muestra de manera esquematica en la figura 12.9.1 para enfatizar 
los conceptos subyacentes. La contribucion r n {t) del n-esimo modo a la respuesta dinamica 
se obtiene multiplicando los resultados de dos analisis: (1) el analisis estatico de la estructu¬ 
ra sometida a las fuerzas externas s„ y (2) el analisis dinamico del n-esimo modo del sistema 
de 1GDL excitado por la fuerza p(t). Asf, el analisis modal requiere un analisis estatico de 
la estructura para iVconjuntos de fuerzas externas, s „,n = 1, 2,..., N; y el analisis dinamico 
de N sistemas de 1GDL diferentes. La combinacion de las respuestas modales proporciona 
la respuesta dinamica de la estructura. 


12.10 FACTORES DE CONTRIBUCION MODAL 

La contribucion r„ del n-esimo modo a la cantidad de respuesta r. ecuacion (12.9.6), puede 
expresarse como 

r n (t) = r st r n [o? n D n (t)] (12.10.1) 

donde r st es el valor estatico de r debido a las fuerzas externas s y el n-esimo factor de con- 
tribucion modal: 


r 


n — 


( 12 . 10 . 2 ) 


+ Aunque de forma poco precisa se hace referencia a s„ como si fueran fuerzas, estas son adimensionales 
porque p(t) tiene unidades de fuerza. Asi, no tiene las mismas unidades que r, pero la ecuacion (12.9.6) pro¬ 
porciona las unidades correctas para r n y la ecuacion (12.9.7) lo hace para r. 
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Modo 

Analisis estatico 

de la estructura 

Analisis dinamico 

del sistema de 1GDL 

Contribucion modal 
a la respuesta dinamica 

1 

Fuerzas 

Sl 


Masa 

unitaria 

pit) - D\{t) 

n 0) = t-f [(Oi Dft)] 




r st 

Z 1 

77. 







77, 

«l.Cl 

77. 



V 

77, 

7/. 77, 


2 

Fuerzas 

S2 


Masa 

unitaria 

P(l) --O—"■ -°2( f ) 

r 2 (t) = if [a >2 D 2 (t )] 




r st 

/ 2 

77. 







77, 

U>2i ?2 

77. 




77, 

77. 77, 

b b 

• 

• 

• 

• • 

• • 

• • 

• • 

• • 

• • 

• • 

• • 

• • 

N 

Fuerzas 

s iV 


Masa 

unitaria 

Pit) --O—~ Av(0 

rdf) = rf [aifj DdO] 




r St 

Jn 







77, 

co N , Zn 

77. 




77, 

77. 77, 

b b 

77. 

N 

Respuesta total r(t) = 2 r n {t) 

n = 1 


Figura 12.9.1 Explicacion conceptual del analisis modal. 
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Estos factores de contribucion modal r„ tienen tres propiedades importantes: 

1. Son adimensionales. 

2 . Son independientes de la manera en que se normalizan los modos. 

3. La suma de los factores de contribucion modal en todos los modos es la unidad, es 
decir, 

N 

J2 r n = 1 (12.10.3) 

n= 1 

La primera propiedad resulta obvia con base en su definicion (ecuacion 12.10.2). La se- 
gunda propiedad se hace evidente al observar que rf es el efecto estatico de s„, que no 
depende de la normalizacion, y que las propiedades modales no entran en r sl . La ecuacion 
(12.10.3) puede comprobarse al reconocer que s = (ecuacion 12.8.2), lo que implica que 
r st = Al dividir entre r st se obtiene el resultado deseado. 

12.11 RESPUESTAS MODALESY NUMERO REQUERIDO DE MODOS 

Considere el desplazamiento D„(t) del n-esimo modo del sistema de 1GDL y defina su valor 
maximo como D no = max D „(?) j. El valor correspondiente de ecuacion (12.10.1), es 

r no = r A r n co 2 n D no (12.11.1) 

Esta ecuacion se reescribira en terminos del factor de respuesta dinamica presentado en los 
capitulos 3 y 4. Para el n-esimo modo del sistema de 1GDL regido por la ecuacion (12.9.2) 
este factor es R dn = D no /( D n st ) 0 , donde (D n st ) Q es el valor maximo de D n Jt), la respuesta 
estatica. Se obtiene descartando los terminos D n y D„ en la ecuacion (12.9.2), D n st (?) = 
p(t)/°>l y su valor maximo es (D n st )„ = p 0 / M n ■ P° r 1° tanto, la ecuacion (12.11.1) se con- 
vierte en 


r no = p 0 r st r n R dn (12.11.2) 

El signo algebraico de r no es el mismo que el de la respuesta estatica modal rf = r sl r„ 
porque D no es positivo por definicion (ecuacion 12.11.1). Aunque tiene un signo algebraico, 
se hara referenda a r no como el valor maximo de la contribucion del n-esimo modo a la res¬ 
puesta r o, por razones de brevedad, la respuesta modal maxima, debido a que corresponde 
al valor maximo de D„(t). 

La ecuacion (12.11.2) indica que la respuesta modal maxima es el producto de cuatro 
cantidades: (1) el factor adimensional de amplificacion dinamica R dn para el n-esimo modo 
del sistema de 1GDL excitado por la fuerza p(t); (2) el factor adimensional de contribucion 
modal f n para la cantidad de respuesta r; (3) r st , el valor estatico de r debido a las fuerzas ex- 
ternas s; y (4) p m el valor maximo de pit). Las cantidades r x y r„ dependen de la distribucion 
espacial s de las fuerzas aplicadas, pero son independientes de la variacion en el tiempo p(t) 
de las fuerzas; por otro lado, R dn depende de pit), pero es independiente de s. 

El factor de contribucion modal r n y el factor de amplificacion dinamica R dn influyen 
en las contribuciones a la respuesta relativas a los distintos modos de vibracion y, por tanto, 


490 


Analisis dinamico y respuesta de los sistemas lineales Capftulo 12 


en el numero mmimo de modos que debe incluirse en el analisis dinamico. Esto se hace 
evidente al observar que, entre las cuatro cantidades que entran en la ecuacion (12.11.2), p a 
y r sl son independientes del numero de modos, pero r„ y R dn varfan con n. 

^Cuantos modos deberfan incluirse en un analisis modal? Obviamente deben incluirse 
las contribuciones a la respuesta de todos los modos a fin de obtener el valor exacto de la 
respuesta; pero solo unos cuantos modos suelen proporcionar resultados lo suficientemente 
precisos. Por lo general, en el analisis de un sistema de N grades de libertad se incluyen los 
primeros J modos, donde J puede ser mucho menor que N y, en consecuencia, la sumatoria 
modal de la ecuacion (12.9.7) se trunca. Por lo tanto, solo es necesario calcular las frecuen- 
cias naturales, los modos naturales y la respuesta D n (t ) para los J primeros modos, lo que 
implica un ahorro de calculo. 

Antes de estudiar las contribuciones relativas a la respuesta de los distintos modos 
de vibracion y el numero de modos que se deben incluir para ejemplos especfficos, se hara 
un par de observaciones generales. Si solo se incluyen los primeros J modos, el error en la 
respuesta estatica es 

e J = \-Y j r n (12.11.3) 

n= 1 

Para una J fija el error c, depende de la distribucion espacial s de las fuerzas aplicadas. 
Para cualquier s el error e, sera cero si se incluyen todos los modos (J = N) por la ecuacion 
(12.10.3), y el error sera igual a la unidad cuando no haya modos incluidos (J = 0). Asf, el 
analisis modal puede truncarse cuando <? ; |, el valor absoluto de e h sea lo suficientemente 
pequeno para la cantidad de respuesta r de interes. Sin embargo, los valores relativos de R dn 
para los distintos modos tambien influyen en el numero mmimo de modos que debe incluir¬ 
se. R dn depende de la variacion del tiempo p(t) de las fuerzas aplicadas y de las propiedades 
de vibracion w n y Q n para el modo n. 

A continuacion se estudiaran las contribuciones relativas de los diversos modos a la 
respuesta y el numero de modos que debe incluirse en el analisis dinamico, con referencia a 
la estructura de la figura 12.8.1 y a las distribuciones s fl y s b de la fuerza aplicada en la figura 
12.8.3. Para este proposito, es necesario investigar los dos factores que influyen: el factor 
de contribucion modal, que depende de la distribucion espacial de las fuerzas, y el factor de 
amplification dinamica, que es controlado por la variacion en el tiempo de las fuerzas. 

12.11.1 Factores de contribucion modal 

En esta section se describe en primer lugar un procedimiento para determinar los factores de contri¬ 
bucion modal para la fuerza cortante en la base V b y el desplazamiento % del techo (A-esimo piso) de 
un edificio de varios niveles. En la figura 12.11.1 se muestran las fuerzas extemas s y s„. Esta ultima 
se define mediante la ecuacion (12.8.4); en particular, la fuerza lateral al nivel dely-esimo nivel es el 
/-esinio elemento de s„: 

Sjn = r„ nij 0jn (12.11.4) 

donde irij es la masa concentrada y es el valor de la forma del«-esinio modo en el /-esinio 
nivel. Como resultado de las fuerzas estaticas s„ (figura 12.11.1b), la fuerza cortante en la 
base es 

N N 

^ bn = S jn = ntj (j)j n 

j =1 j= 1 


(12.11.5) 
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(a) 



(b) 


r n mj(t>j, 


Figura 12.11.1 Fuerzas extemas: 
(a) s; (b) s„. 


y los desplazamientos de nivel son uf = k 's„. Si se inserta la ecuacion (12.8.4) y se utiliza 
la ecuacion (10.2.4), resulta = (T n /ofy<fi n . En particular, el desplazamiento del techo es 


u 


St _ 

Nn 


I 'n, 

1 (pNn 

cot 


( 12 . 11 . 6 ) 


Las ecuaciones (12.11.5) y (12.11.6) definen las respuestas estaticas modales rjf para 
la fuerza cortante en la base y el desplazamiento del techo. Con r„ conocida, el factor de 
contribucion modal se obtiene de la ecuacion (12.10.2), donde r st se calcula mediante el 
analisis estatico del edificio sometido a las fuerzas s (figura 12.11.1a). 

Ahora se estudiara la manera en que los factores de contribucion modal dependen de 
la distribucion espacial de las fuerzas aplicadas. El procedimiento que se acaba de descri- 
bir se usa a fin de determinar los factores de contribucion modal para los desplazamientos 
del techo y la fuerza cortante en la base de un marco de cortante con cinco niveles (figura 
12.8.1) para los dos diferentes vectores de distribucion de fuerza s fl y s b presentados en la 
seccion 12.8. Estos calculos requieren las expansiones modales de s a y s b , y los modos natu- 
rales del sistema, que estan disponibles en las figuras 12.8.2 y 12.8.3. Los factores de con¬ 
tribucion modal y sus valores acumulados considerando los primeros J modos se presentan 
en la tabla 12.11.1. De acuerdo con la ecuacion (12.10.3), la suma de los factores de con¬ 
tribucion modal considerando todos los modos es la unidad, aunque la convergencia puede 
ser uniforme o no (entendiendo por uniforme que se aproxima progresivamente a un valor 
determinado). De acuerdo con la estructura y las distribuciones de fuerza consideradas, la 
tabla 12.11.1 indica que la convergencia es uniforme para el desplazamiento del techo pero 
no lo es para la fuerza cortante en la base. 

Los datos de la tabla 12.11.1 permiten dos observaciones utiles correspondientes a los 
valores relativos de las respuestas modales: 


1. Para una distribucion espacial de fuerzas particular, los factores de contribucion mo¬ 
dal de los modos mas altos son mas grandes para la fuerza cortante en la base que para 
el desplazamiento del techo; lo anterior sugiere que los modos superiores contribuyen 
mas a la fuerza cortante en la base (y otras fuerzas elementales) que al desplazamiento 
del techo (y otros desplazamientos de nivel). 

2. En una cantidad de respuesta particular los factores de contribucion modal de los modos 
superiores son mas grandes para la distribucion de fuerzas s b que para s a , lo que sugiere 
que los modos superiores contribuyen mas a una respuesta en el caso de s /r Recuerde que 
la expansion modal de s fl y s b en la seccion 12.8 sugirio la misma conclusion. 
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TABLA 12.11.1 FACTORES DE CONTRIBUCION MODALES YACUMULADOS 


Distribucion de fuerza, s a Distribucion de fuerza, s/, 


Modo n de 

numero 

de modos, J 

Desplazamiento 
del techo 

Cortante 

en la base 

Desplazamiento 
del techo 

Fuerza cortante 

en la base 

n 

J 

u 5n 

n— 1 

Vhn 

£ V bn 

n— 1 

n 

J 

T, u 5n 

n= 1 

Vbn 

^ Vbn 

n= 1 

1 

0.880 

0.880 

1.252 

1.252 

0.792 

0.792 

1.353 

1.353 

2 

0.087 

0.967 

-0.362 

0.890 

0.123 

0.915 

-0.612 

0.741 

3 

0.024 

0.991 

0.159 

1.048 

0.055 

0.970 

0.431 

1.172 

4 

0.008 

0.998 

-0.063 

0.985 

0.024 

0.994 

-0.242 

0.930 

5 

0.002 

1.000 

0.015 

1.000 

0.006 

1.000 

0.070 

1.000 


^Cuantos modos deben incluirse en el analisis modal? En primer lugar, se examina 
la manera en que el numero de modos requeridos para mantener el error en la respuesta 
estatica debajo de algun valor seleccionado se ve influido por la distribucion espacial s de 
las fuerzas aplicadas. Si el objetivo es mantener |e y | < 0.05 (5%) para la fuerza cortante 
en la base, los datos de la tabla 12.11.1 indican que tres modos seran suficientes para la 
distribucion de fuerza s fl , mientras que en el caso de s b seran necesarios cinco modos. Si se 
considera la misma precision en el desplazamiento del techo, dos modos seran suficientes 
para la distribucion de fuerza s a y se requeriran tres modos en el caso de s b . Es necesario 
incluir mas modos para la distribucion de fuerza s b que para s„ porque, como se menciono 
anteriormente, los factores de contribucion modal de los modos superiores son mas grandes 
para s,, que para s a . 

A continuation se examina la manera en que el numero de modos requeridos esta 
influenciado por la cantidad de respuesta de interes. Si el objetivo es mantener \e,\ < 0.05 
(5%), se deben incluir tres modos a fin de determinar la fuerza cortante en la base para la 
distribucion de la fuerza s a , mientras que dos modos serfan suficiente para el desplazamien¬ 
to del techo. Si se desea conseguir la misma precision para la distribucion de la fuerza s b , se 
requieren los cinco modos para la fuerza cortante en la base, mientras que tres modos serfan 
suficiente para el desplazamiento del techo. Es necesario incluir mas modos para la fuerza 
cortante en la base que para el desplazamiento del techo, puesto que, como se menciono 
anteriormente, los factores de contribucion modal de los modos superiores son mas grandes 
para la fuerza cortante en la base que para el desplazamiento del techo. 

No es necesario repetir el analisis anterior para todas las cantidades de respuesta. 
En cambio, se deben identificar algunas de las cantidades de respuesta claves, en especial 
aquellas que pueden ser sensibles a los modos mas altos para decidir el numero de modos 
que se incluiran en el analisis modal. 


12.11.2 Factor de amplificacion dinamica 

Ahora se estudiara la manera en que las contribuciones modales a la respuesta dependen 
de la variation en el tiempo de la excitation. La respuesta dinamica a p(t) se caracteriza 
por el factor de amplificacion dinamica R dn en la ecuacion (12.11.2). Este factor se dedujo 
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Figura 12.11.2 Factor de amplifica- 
cion dinamica para la fuerza armoni- 
ca; t, = 5% y 70%. 


en el capftulo 3 para la excitacion armonica (figura 3.2.6), y en el capftulo 4 para otras exci- 
taciones, incluyendo el pulso sinusoidal de medio ciclo (figura 4.8.3c). En la figura 12.11.2 
se grafica R d para una fuerza armonica de periodo T contra TjT para los sistemas de 1GDL 
con periodo natural T n y dos razones de amortiguamiento: f = 5 y 70%; en la figura 12.11.3 
se grafica R d para una fuerza de pulso sinusoidal de medio ciclo con duracion t d contra Tjt d 
para los sistemas de 1GDL sin amortiguamiento. 

La forma en que R d „, el valor de R d en el n-esimo modo, para una excitacion p(t) dada 
varfa con n depende del sitio donde los periodos naturales T„ caen en la escala del periodo. 
En el caso de la excitacion de pulso, la figura 12.11.3 muestra que R dn varfa en un intervalo 
estrecho para un intervalo amplio de T„ y podrfa tener valores similares para varios modos. 
Por lo tanto, en la mayorfa de los casos tendrfan que incluirse varios modos en el analisis 
modal con sus contribuciones de respuesta relativa, ecuacion (12.11.2), determinadas en su 
mayor parte mediante los valores relativos de r n , los factores de contribucion modal. Esta 



T n _ Periodo natural no amortiguado 
td Duracion de la fuerza 


Figura 12.11.3 Factor de amplifica- 
cion dinamica para una fuerza de pul¬ 
so de medio ciclo; f = 0. 
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misma conclusion tambien se aplica a los sistemas altamente amortiguados sometidos a 
una fuerza armonica, puesto que, como se ve en la figura 12.11.2, existen varios modos 
que podrfan tener valores similares de R dn . Por otra parte, para los sistemas ligeramente 
amortiguados sometidos a una excitacion armonica, la figura 12.11.2 indica que R dn es muy 
grande para los modos con periodo natural T„ cercano al periodo T de la fuerza excitadora. 
Estos modos contribuirfan mucho a la respuesta y son, quiza, los iinicos modos que deben 
incluirse en el analisis modal, a menos que sus factores de contribution modal r n sean mu¬ 
cho menores que para algunos otros modos. 

Para explorar a mayor profundidad estas ideas considere el marco de cortante de cin- 
co niveles (figura 12.8.1), sin amortiguamiento y sometido a las fuerzas armonicas pit) = 
s h p(t), donde pit) = p 0 sen{2jt/T). Ademas, considere cuatro valores diferentes del periodo 
de la fuerza excitadora T relativos al periodo fundamental natural del sistema: TjT = 
0.75, 2.75, 3.50 y 4.30. Para cada uno de estos periodos de la fuerza excitadora en la figura 
12.11.4 se identifican los valores R dn para los cinco periodos naturales del sistema (defini- 
dos en la section 12.8). Estos datos permiten las siguientes observaciones en cada uno de 
los cuatro casos: 

1. TjT = 0.75 (figura 12.11.4a): R dn es mas grande para el primer modo, y R dl es mucho 
mayor que cualquier otro R dn . El R dl mas grande combinado con el factor de contri¬ 
bution modal mayor V b] para el primer modo, en comparacion con estos factores V bn 
para los otros modos (tabla 12.11.1), hara que la respuesta del primer modo sea la mas 
grande. Observe que R dn para los modos mas altos es cercano a 1, lo que indica que la 
respuesta en estos modos es en esencia estatica. 

2. TjT = 2.75 (figura 12.11.4b): Para este caso T 2 /T = 0.943 y, por lo tanto, R d2 = 8.89 
es mucho mayor que los otros R dn . Ast, la respuesta del segundo modo dominara todas 
las respuestas modales, incluso la respuesta del primer modo, aunque V w = 1.353 es 
mas de dos veces V b2 = —0.612. El segundo modo puede proporcionar por st solo un 
resultado razonablemente preciso. 

3. TJT = 3.5 (figura 12.11.4c): R d2 y R d3 son similares en magnitud, mucho mas gran- 
des que R dl , y significativamente mas grandes que R d4 y R d5 . Esto sugiere que las 
contribuciones a la respuesta del segundo y tercer modos serfan las mas grandes. La 
respuesta del segundo modo excede a la respuesta del tercer modo porque la magnitud 
de V b2 = —0.612 es mayor que V b3 = 0.431. 

4. TjT = 4.3 (figura 12.11.4d): Para este caso el periodo del tercer modo es el mas 
cercano al periodo de excitacion (T 3 /T = 0.935) y, por lo tanto, R d3 = 7.89 es mucho 
mayor que los otros R dn . Ast, la respuesta del tercer modo dominara a todas las res¬ 
puestas modales, incluso a la respuesta del primer modo, aunque V bl = 1.353 exceda a 
V b3 = 0.431 por un factor de mas de 3. El tercer modo por st solo puede proporcionar 
un resultado razonablemente preciso. 

Para determinar cuales de los valores R dn son significativos no es necesario calcular 
todos los periodos naturales de un sistema con muchos grados de libertad. Solo se requiere 
calcular y localizar en la grafica que muestra el factor de amplification dinamico algunos 
de los primeros periodos naturales. Despues, las ubicaciones aproximadas de los periodos 
naturales superiores se hacen evidentes, lo que proporciona suficiente information para 
estimar el intervalo de valores R dn y tomar una decision preliminar sobre los modos que 
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T„ _ Periodo natural no amortiguado 
T Periodo de la fuerza excitadora 

Figura 12.11.4 Factores de amplification dinamica R dn para los cinco modos del siste- 
ma no amortiguado y cuatro perfodos de la fuerza excitadora T\ (a) Ty = 0.75 T; (b) Ty = 
2.75 T- (c) Ty = 3.507; (d) T x = 4.307. 


pueden contribuir mucho a la respuesta. De esta manera, es posible calcular los valores 
precisos de R dn para estos modos e incluirlos en el analisis modal. 

A1 juzgar la contribucion de un modo natural a la respuesta dinamica de la estructura 
es necesario tener en cuenta los efectos combinados del factor de contribucion modal r n y el 
factor de amplification dinamica R dn . Los dos factores se han analizado en forma separada 
en esta y las anteriores secciones porque r n depende de la distribution espacial s de las fuer- 
zas aplicadas, mientras que R dn depende de la variation en el tiempo p(t) de la excitation. 
Sin embargo, ambos entran en la respuesta modal, ecuacion (12.11.2). A1 retener solo los 
primeros modos con valores significativos de o R dn , o ambos, es posible reducir el esfuer- 
zo de calculo. Los ahorros de calculo resultantes pueden no ser significativos en el analisis 
dinamico de sistemas con pocos grados de libertad, como el marco de cortante de cinco ni- 
veles que se considera aquf. Sin embargo, en el caso de las estructuras practicas y complejas 
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cuya idealization puede requerir cientos o miles de grados de libertad, si es posible lograr 
una reduction sustancial en los calculos. 


PARTE D: PROCEDIMIENTOS ESPECIALES DE ANALISIS 

12.12 METODO DE CORRECCION ESTATICA 

En la section 12.11 se demostro que el factor de amplification dinamica R dn para algunos 
de los modos mas altos de una estructura puede ser solo un poco mayor que la unidad. Para 
el marco de cortante de cinco niveles sometido a una excitation armonica con TjT = 0.75, 
R dn = 1.07, 1.03, 1.02 y 1.01, para el segundo, tercero, cuarto y quinto modos, respectiva- 
mente (figura 12.11.4a). Tal es el caso cuando el periodo del modo mayor T„ es mucho mas 
corto que el periodo T de la excitation armonica o la duration t d de una excitation impulsiva 
(figura 12.11.3). La respuesta de tal modo superior podrfa determinarse mediante un anali¬ 
sis estatico, que es mas sencillo que un analisis dinamico. Esta es la esencia del metodo de 
correction estatica, que se desarrolla a continuation. 

Suponga que en el analisis se incluyen los N modos, pero se dividen en dos partes: 
(1) los primeros N d modos con periodos naturales T n de tal forma que los efectos dinamicos 
sean significativos, como lo indica el hecho de que R dn sea muy diferente de 1; y (2) los mo¬ 
dos de N d + la N con periodos naturales T n de tal forma que R dn sea cercano a 1. Entonces, 
las contribuciones modales a la respuesta pueden dividirse en dos partes: 

N d N 

r(t ) = r n (t) + y2 r n (t ) (12.12.1) 

n =1 n=Nj+l 


La respuesta r„(t ) del n-esimo modo esta dada por la ecuacion (12.10.1), donde D n {t) es la 
respuesta dinamica del n-esimo modo del sistema de 1GDL regido por la ecuacion (12.9.2). 
Una solution cuasi-estatica de esta ecuacion da D„{t) para los modos de N d +1 a (V; si se 
descartan la velocidad D n (t) y la aceleracion D n (t), se llega a 

co 2 n D n (t) = p(t) (12.12.2) 

A1 sustituir las ecuaciones (12.10.1) y (12.12.2) en la ecuacion (12.12.1) se obtiene 

N d N 

/-(f) = r st J2 r n [co 2 n D n (t )] + r st p(t ) 7 » (12.12.3) 

n =1 n=Nj-\-\ 


Por lo tanto, la ecuacion (12.9.2) debe resolverse mediante procedimientos de analisis dina¬ 
mico (por ejemplo, la solution analitica o la integration numerica de la ecuacion diferencial) 
solo para los primeros N d modos. Sin embargo, la ecuacion (12.12.3) sugiere que los fac- 
tores de contribution modal r n siguen siendo necesarios para los modos superiores N d + 1 
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a N y, como se ha visto anteriormente, las frecuencias y los modos naturales del sistema son 
requisitos para calcular r n . 

Por lo tanto, se busca una manera de eludir este requisito al reescribir 


N N N d N d 

J2 ?n = J2 ?n - H ?n = 1 ~ 7 " 

n=Nd+l n =1 n= 1 n= 1 


(12.12.4) 


donde se ha utilizado la ecuacion (12.10.3). Si se sustituye la ecuacion (12.12.4) en 
(12.12.3), resulta 


r(t) = r s 


N d 


N d 


r n (a>lD n {tj) + I 1 - ) pit) 


,n =1 


n=l 


(12.12.5) 


r(t) = r s 


N d 


P(t) + ^ r „(col D n(t) ~ pit)) 


ri—\ 


( 12 . 12 . 6 ) 


Cuando la ecuacion se escribe en alguna de estas formas, solo se requieren las primeras N d 
frecuencias naturales y los primeros N d modos naturales para calcular la respuesta dinami- 
ca. En la ecuacion (12.12.5) el segundo termino entre corchetes es la solucion de la respues¬ 
ta cuasi-estatica de los modos superiores, n = N d + 1 a N, que puede considerarse como la 
coiTeccion estatica a la solucion de la respuesta dinamica dada por el primer termino. Es por 
ello que este metodo se conoce como el metodo de correccion estatica. 

El metodo de correccion estatica es efectivo en el analisis donde deben incluirse mu- 
chos de los modos mas altos para representar de manera satisfactoria la distribucion espa- 
cial s de las fuerzas aplicadas, pero donde la fuerza de excitacion pit) es tal que el factor 
de respuesta dinamica para solo unos pocos de los modos mas bajos es muy diferente de 1. 
En estas situaciones, la respuesta dinamica combinada de estos pocos modos junto con el 
termino de correccion estatica da resultados comparables a un analisis modal clasico que 
incluye muchos mas modos. Si pit) se define de manera numerica, el metodo de correccion 
estatica requiere mucho menos esfuerzo de calculo al evitar la solucion numerica por pasos 
de tiempo para los modos superiores y estaticamente significativos. Los ahorros de calculo 
pueden ser sustanciales debido a que el paso de tiempo a utilizar en la solucion numerica de 
las ecuaciones modales superiores debe ser muy corto (capitulos 5 y 16). 

Ejemplo 12.7 

Calcule la fuerza cortante en la base del marco de cortante uniforme de cinco niveles que se 
muestra en la figura 12.8.1, para p(f) = s b pit), donde s T h = (0 0 0 —1 2) y pit) = p 0 sen cot 
mediante dos metodos: (a) el analisis modal clasico, y (b) el metodo de correccion estatica; 
w/a>i = T x /T = 0.75 y el sistema es no amortiguado. Calcule solo la respuesta de estado es- 
tacionario. 

Solucion (a) Analisis modal clasico. La respuesta del n-esimo modo esta dada por la ecua¬ 
cion (12.10.1). La solucion de estado estacionario de la ecuacion (12.9.2) con = 0 y pit) 
armonica es 

p 0 1 

D„it) = — jRdn sen cot R dn = --— -= 

u>n 1 “ («/««) 


(a) 
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Observe que este R dn puede ser positivo o negativo, en contraste con el valor absoluto utilizado 
en el capftulo 3 y en la figura 12.11.4. La conservation del signo algebraico es util cuando se 
trata con la respuesta de estado estacionario de sistemas no amortiguados a una excitation 
armonica. A1 sustituir la ecuacion (a) en la ecuacion (12.10.1), se obtiene la respuesta en el 
n-esimo modo: 


r n (t) = p 0 r r n R dn sen cot 

Si se combinan las contribuciones de todos los modos, resulta la respuesta total: 


r(t) = p a r s 


\ 

/ r n Rdn I 
\n =1 / 


sen cot 


y su valor maximo es 


r a = P 0 r 


^ ' r nRdn 


(b) 


(c) 


(d) 


n =1 


La ecuacion (d) especificada para la fuerza cortante en la base puede expresarse como 


Vbo 

pov: 


N 


= ^2 v bn Rdn 


(e) 


n =1 


Para el sistema de la figura 12.8.1, /V = 5 y la fuerza cortante en la base estatica debida a las 
fuerzas s b (figura 12.8.3) es V| l = 1. Por lo tanto, la ecuacion (e) se convierte en 

— = V VbnRdn (f) 

Po W 

n =1 

La sustitucion de los factores de contribucion modal V /,„ tornados de la tabla 12.11.1 y el 
calculo de R dn a partir de la ecuacion (a), conducen a 

— = v blRdl + v blRdl + VbiRdi + V, A RdA + VbsRd5 

Po 

= (1.353) (2.29) + (-0.612) (1.07) + (0.431) (1.03) + (-0.242) (1.02) 

+ (0.070) (1.01) 

= 2.71 

(b) Metodo de correction estatica. Si se especifica la ecuacion (12.12.6) para la fuerza 
cortante en la base: 


V b (t) = Vf 




Pit) + ^2 V bn (wf,D n (t) - p(t)) 


71=1 


A1 sustituir para Vf, p„, y D n (t) a partir de la ecuacion (a), se obtiene 

N d 


Vb(t ) = Po sen cot 


1 + y ] Vbn (Rdn ~ D 


n= 1 


El valor maximo V bo de la fuerza cortante en la base esta dado por 


Vbo 

Po 


N d 


= 1 + J2 V bn(Rdn - 1) 


(g) 


(h) 


(i) 


71=1 
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Suponga que solo se considera la respuesta dinamica en el primer modo. En ese caso, N d = I 
y la ecuacion (i) da 

— = 1 + V b i (R d i - 1) = 1 + 1.353(2.29 - 1) = 2.75 
Po 

Este resultado es cercano al resultado exacto de 2.71 obtenido a partir de las soluciones de 
la respuesta dinamica para todos los modos. Esta buena concordancia se previo en la seccion 
12.11.2, donde se observo que los R dn para n > 1 fueron solo un poco mayores que 1. 

Observe que, en este caso especial de la respuesta de estado estacionario de sistemas 
no amortiguados a una excitacion armonica, tanto pit) como D n {t) varfan como el sen cot. Sin 
embargo, la variation en el tiempo de D„(t) suele ser diferente a la de p(l). 


12.13 METODO DE SUPERPOSICION DE LA ACELERACION MODAL 

Otro metodo que puede proporcionar el mismo efecto general que el metodo de correction 
estatica, llamado metodo de superposicion de la aceleracion modal, puede deducirse con 
facilidad a partir de las ecuaciones de movimiento modal. La respuesta total es la suma de 
las contribuciones modales a la respuesta, ecuacion (12.10.1): 

r(t) = r st ^ r„ [cerD n (t)\ (12.13.1) 

n= 1 

donde D n (t ) se rige por la ecuacion (12.9.2), que puede reescribirse como 

w 2 n D n (t) = p{t) - D n (t ) - 2 oj n Dn(t) (12.13.2) 

Si se sustituye la ecuacion (12.13.2) en la ecuacion (12.13.1), resulta 

N 

r(t ) = r st ^ r„ [ p(t) - D n (t) - 2$ n co„D n (t)] 

n= 1 

que, por medio de la ecuacion (12.10.3), puede expresarse como 

N 

r(t ) = r st p(t) - r st ^ r n [D„(t) + 2; n co n D n (t)] (12.13.3) 

n =1 

Esto puede interpretarse como la solucion cuasi-estatica dada por el primer termino en 
el lado derecho, modificado por el segundo termino para obtener la respuesta dinamica del 
sistema. Si la respuesta de un modo superior, por ejemplo el n-esimo modo, es estatica, 
el /z-esimo termino de la sumatoria sera insignificante. Por lo tanto, si la respuesta en todos 
los modos mas altos que los primeros N d modos es estatica, la sumatoria puede truncarse en 
consecuencia para obtener 

r{t) =r st | p(t) — r„ [D n (t) + 2t; n co n D n {t)] J (12.13.4) 

Este metodo se conoce normalmente como el metodo de superposicion de la aceleracion 
modal puesto que la ecuacion (12.13.4) consiste en la superposicion de las aceleraciones D n 
(y de las velocidades modales D n ) en lugar de los desplazamientos modales D n . 
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El metodo de superposicion de la aceleracion modal es equivalente al metodo de co¬ 
rrection estatica, lo que se hace evidente al comparar las ecuaciones (12.13.4) y (12.12.6) 
teniendo en cuenta la ecuacion (12.9.2). Por lo tanto, los dos metodos deberfan proporcio- 
nar resultados identicos excepto por pequenas diferencias que surgen de su implementation 
numerica. La election entre los dos metodos suele estar dictada por la facilidad de imple¬ 
mentacion en un codigo de computadora. A este respecto, el metodo de correccion estatica 
es, en general, mas conveniente debido a que requiere la modification sencilla del analisis 
modal clasico (o el metodo de superposicion del desplazamiento modal clasico). En el 
procedimiento clasico el primer termino de la ecuacion (12.12.5) se calcula de cualquier 
manera para el numero de modos N d especificado. Para estos modos los factores de contri¬ 
bution modal r„ estan disponibles, por lo que el segundo termino puede calcularse con poco 
esfuerzo adicional. 


12.14 METODO DE SUPERPOSICION DE LA ACELERACION MODAL: 
EXCITACION ARBITRARIA 


Ahora que se entienden los conceptos detras de los metodos de correccion estatica y de 
superposicion de la aceleracion modal, dos metodos equivalentes, se presenta un ultimo 
metodo para las fuerzas arbitrarias p(f), es decir, para las fuerzas no limitadas a p(f) = sp(t), 
junto con un ejemplo completo. Las fuerzas ejercidas por las olas sobre las plataformas de 
perforation marinas son un ejemplo de tal excitation. 

La respuesta de desplazamiento de un sistema de A grados de libertad esta dada por la 
ecuacion (12.5.2), que se repite aquf por conveniencia: 

N N 

u(0 = 5>(0 = ^ ~2(t) n q„ (0 (12.14.1) 

n= 1 n =1 

donde la coordenada modal q n {t ) esta regida por la ecuacion (12.4.6): 

9 P n ( t ) 

q n + 2^ n co n q n + u>lq n = —— (12.14.2) 

M n 

donde P„(t) y M„ fueron definidos en la ecuacion (12.3.4). En el metodo de superposicion de 
la aceleracion la respuesta debida a los modos inferiores a N d se determina por analisis 
dinamico, es decir, al resolver la ecuacion (12.14.2), mientras que las contribuciones de 
los modos de N d + 1 a A se determinan por analisis estatico. Si se descartan los terminos de 
la velocidad q n (t) y la aceleracion (/„(?), la ecuacion (12.14.2) da la solution cuasi-estatica 
q n (t) = P„(t)K n , donde la rigidez generalizada del n-esimo modo K„ = 0} \M n \ vea la ecua¬ 
cion (10.4.7). Al sustituir esta q„(t) en los terminos asociados con n = N d + 1 a A en la 
ecuacion (12.14.1), se obtiene 


N d 


U(0 = ^ 4> n q n (0 + ^ 4>„ 


Pn(t ) 
K n 


(12.14.3) 

n =1 n=N d +1 

donde un termino individual en la segunda sumatoria representa la contribution del «-esimo 
modo a la respuesta estatica. Si se reescribe la segunda sumatoria como 

i Pn(t) , Pn(t) j , Pn(t) 


n=Nd+\ 


n= 1 


K n 


n =1 


K, 
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y se observa que la primera sumatoria incluye todos los modos y que, por lo tanto, represen- 
ta la respuesta cuasi-estatica (total) de la estructura a p(f), la ecuacion anterior se convierte 
en 


a. P ' n ^ t -i t+\ a. 

0«-^= k P(t)-2^0n- 


K„ 


n=N d +l " n= 1 

A1 sustituir la ecuacion (12.14.4) en la ecuacion (12.14.3), se obtiene 


N d 


u(t) = k *p(0 + 


H=1 


q n ( t ) - 


Pn(t) 

K„ 


(12.14.4) 


(12.14.5) 


El procedimiento de analisis incoi'poi'ado en la ecuacion (12.14.5), que es una version gene- 
ralizada de la ecuacion (12.12.6), se conoce como el metodo de correction estatica. 

Para expresar la ecuacion (12.14.5) en terminos de la velocidad modal q n y la acelera¬ 
cion modal q n , la ecuacion (12.14.2) se divide entre a>l y se reescribe como 


q n it) 


P n it) 


2 1 

- q„ it) H- -q„ it) 

CO n COf t 


(12.14.6) 


Si se sustituye la ecuacion (12.14.6) en la ecuacion (12.14.5), resulta 


N d 


U it) = k *p it) - ^24>„ 


n =1 


2t 1 

— q n it ) + —yq n it) 

C0„ cot 


(12.14.7) 


El procedimiento de analisis incorporado en la ecuacion (12.14.7), que es una version ge- 
neralizada de la ecuacion (12.13.4), se conoce como el metodo de superposition de la 
aceleracion modal. El primer termino en la ecuacion (12.14.7) representa la solucion cuasi- 
estatica, y la sumatoria representa una correccion aplicada a la respuesta cuasi-estatica para 
obtener la respuesta dinamica. 

A partir de la deduccion anterior es evidente que el metodo de superposicion de la 
aceleracion modal es equivalente al metodo de correccion estatica. Para cualquiera de los 
metodos es necesario decidir N d , el numero de modos para los cuales debe determinarse la 
respuesta mediante un analisis dinamico. Esta decision es muy sencilla si las fuerzas de ex¬ 
citacion son armonicas con la frecuencia o>. Con referenda a la figura 3.2.6, es evidente que 
se requiere el analisis dinamico de todos los modos para los que u>/ca„ es tal que el factor 
de amplificacion de deformacion R d difiere significativamente de 1.0, o que el angulo de 
fase cp difiere significativamente de cero. Es diffcil establecer criterios similares y sencillos 
para las excitaciones no armonicas que varfan de manera arbitraria en el tiempo. 


12.14.1 EJEMPLO 

El sistema considerado es una torre en voladizo uniforme de longitud L, masa por unidad de 
longitud m, rigidez a la flexion El y fraccion de amortiguamiento del 5 % en todos los modos na- 
turales de vibracion (figura 12.14. la). Para los propositos del analisis dinamico se identifican 
los grados de libertad y el sistema se discretiza con 10 masas concentradas, como se muestra en 
la figura 12.14.1b, donde m„ = mL/9. Las fuerzas armonicas aplicadas a los grados de libertad 
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Figura 12.14.1 (a) Torre en voladizo 

(b) sistema de masa concentrada. 


u 9 y m 10 sonp 9 (t) = —2p(t) y p 10 (t) = pit), donde pit) = p 0 sen cot con o>/o>\ = 1.5, siendo la 
frecuencia natural fundamental del sistema’; en ninguno de los otros grados de libertad se 
aplican fuerzas. Asf, las fuerzas tienen la forma pit) = spit), donde su distribucion espacial 
esta definida por s = (0 0000000 —2 1). La expansion modal de s (section 
12.8) conduce a las contribuciones modales s,„ mostradas en la figura 12.14.2, donde se 
observa que las contribuciones de los modos del 4 al 9 son mas grandes que las de los mo- 
dos del 1 al 3; lo anterior sugiere que estos modos superiores pueden contribuir de manera 
significativa a la respuesta dinamica. 



-1 
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- + 


s 

1 s 

2 S 

3 S 

4 S 


+ 

+ 

+ 

— + 

+ - 


s 

6 S 

7 S 

8 S 

9 S 


Figura 12.14.2 Expansion modal de la distribucion de la fuerza s; las fuerzas s„, que 
se muestran sin puntas de flecha, estan trazadas a la misma escala que s, pero no se 
incluyen los valores numericos. 


f Aunque estas fuerzas pertenecen a la clase restringida p(f) = sp(t), se utilizaran las ecuaciones (12.14.7), 
(12.5.2) y (12.6.1) para implementar el analisis dinamico del sistema en la clase restringida y no se usaran los 
procedimientos de las secciones 12.9 y 12.13. 
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Exacta 



0 12 3 

*/T\ 

Figura 12.14.3 Historia de la respuesta determinada mediante dos metodos de ana- 
lisis modal aproximado (clasico y de superposicion de la aceleracion modal) compa- 
rada con la respuesta exacta; (a) !< 10 (f) y (b) V s (t). 


Los resultados aproximados para la respuesta dinamica del sistema obtenidos median¬ 
te dos metodos (el metodo de superposicion de la aceleracion modal, ecuacion 12.14.7, con 
N d = 1 y el analisis modal clasico, incluyendo las contribuciones de los primeros J = 1, 3 o 
5 modos, en las ecuaciones 12.5.2 y 12.6.1) se comparan con el resultado exacto, que puede 
obtenerse al incluir las contribuciones de todos los modos en el analisis modal clasico o al 
elegir N d = 10 en la ecuacion (12.14.7); ambos metodos dan resultados identicos. En la fi¬ 
gura 12.14.3 se presenta la variacion en el tiempo de dos cantidades de respuesta [el despla- 
zamiento u 10 (f) en el extremo libre y la fuerza cortante V g (t) en la seccion justo por encima 
del grado de libertad m 8 ], Para la obtencion de estos resultados se incluyeron las partes com- 
binadas de los estados estacionario y transitorio (vea la seccion 3.2.1) de c/ n (t), a partir de 
las condiciones iniciales de “reposo”. En la figura 12.14.4 se muestra la distribution de va- 
lores maximos de los momentos flexionantes y fuerzas cortantes segun la altura, considerando 
solo la parte de la respuesta en estado estacionario. Para facilitar la visualization de los 
resultados se ajustaron funciones suavizadas a los valores de estas fuerzas intemas determina- 
das en las ubicaciones de los 10 grados de libertad. 

Estos resultados permiten las siguientes observaciones: el metodo de aceleracion mo¬ 
dal con N d = 1 proporciona los resultados exactos para los desplazamientos y las fuerzas. 
Esto es asf porque los valores de R, h definidos por la ecuacion (3.2.11) para a>/co n y asocia- 
dos con los modos 2, 3 y 4, son 1.061, 1.007 y 1.002; y los valores de R d asociados con 
los modos mas altos son aun mas cercanos a 1.0, lo que implica que las contribuciones a 
la respuesta de los modos del 2 al 10 pueden determinarse mediante el analisis estatico; es 
decir, solo la respuesta debida al primer modo se determina mediante el analisis dinamico. 
En contraste, el analisis modal clasico que incluye un modo proporciona excelentes resul¬ 
tados para el desplazamiento pero, incluso cuando se incluye un maximo de cinco modos, 
el momento y las fuerzas cortantes son inexactos en un grado inaceptable; se deben incluir 
hasta nueve modos para obtener resultados exactos en las fuerzas cortantes. El hecho de que 
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(a) Superposition de la aceleracion modal 




(b) Analisis modal clasico 




M (2 p L/ tv 2 ) 

o o 


Figura 12.14.4 Distribuciones segun la altura de las fuerzas cortantes y los momen- 
tos maximos debidos a una excitation armonica con = 1.5: (a) superposition 

de la aceleracion modal; (b) analisis modal clasico. 


los modos mas altos contribuyan mas a la fuerza cortante que a los momentos, y mas a los 
momentos que a los desplazamientos, se basa en un analisis (no presentado aqut) similar 
al de la seccion 12.11 para los factores de contribucion modal, determinados a partir de la 
ecuacion (12.10.2). 

El analisis anterior se repitio para las fuerzas de excitacion p(/) = s pit), donde s se de- 
finio con anterioridad y pit) es una fuerza escalonada que salta subitamente desde cero hasta 
p a y se mantiene constante (figura 4.3.1b). Las distribuciones segun la altura de los valores 
maximos de los momentos flexionantes y las fuerzas cortantes se presentan en la figura 
12.14.5. Para esta excitacion, el metodo de la aceleracion modal con N d = 1 proporciona 
buenos resultados para los momentos y las fuerzas cortantes en la parte inferior de la torre, 
pero es incapaz de reproducir la variacion rapida de fuerzas en su parte superior. A medida 
que N d aumenta, los resultados mejoran, y N d = 5 da la solucion exacta, lo que implica que 
el analisis dinamico es necesario para determinar las contribuciones a la respuesta de los 
primeros cinco modos. Esto es ast porque el valor de R d asociado con todos los modos es 
1.85 + , por lo que las contribuciones de estos modos no pueden determinarse mediante el 
analisis estatico. 

r R d = u„/(u st ) a , donde u„ es el valor maximo de »(?) definido por la ecuacion (4.3.5). 
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(a) Superposicion de la aceleracion modal 




(b) Analisis modal clasico 




M 4 <2p L/n 2 ) 

o o 


Figura 12.14.5 Distribuciones segun la altura de las fuerzas cortantes y los mo- 
mentos maximos debidos a la fuerza de excitacion escalonada: (a) superposicion de 
la aceleracion modal; (b) analisis modal clasico. 


El hecho de que los valores maximos de las fuerzas determinadas por el metodo de la 
aceleracion modal no cambien tanto a medida que N d se incrementa por encima de 5, sugie- 
re que la respuesta estatica en los modos del 6 al 10, que ya se incluyen en el primer termino 
de la ecuacion (12.14.7), es adecuada. Sin embargo, esta sugerencia no se ve respaldada por 
el hecho de que el valor de R d asociado con los modos del 6 al 10 es 1.85, lo cual indica que 
tambien se requiere un analisis dinamico para determinar las contribuciones a la respuesta 
de estos modos. De hecho, dicho analisis es necesario para obtener una descripcion precisa de 
la historia completa de la respuesta; sin embargo, por coincidencia, tenia muy poco efecto 
sobre la respuesta maxima. 

De regreso al analisis modal clasico, la figura 12.4.5 muestra que, a medida que se 
incrementa el numero de modos incluidos, la respuesta maxima se acerca al resultado exac- 
to a un ritmo muy lento en comparacion con la convergencia lograda mediante el metodo 
de la aceleracion modal a medida que aumenta N d . Incluso si se incluyen cinco modos, el 
momento flexionante en la parte superior de la torre y las fuerzas cortantes en toda su altura 
son inexactos en un grado inaceptable. 

El metodo de la aceleracion modal es mas preciso, puesto que no pierde ningun detalle 
de la distribution de las fuerzas aplicadas segun la altura; estan plenamente considerados en 
la solution estatica representada por el primer termino de la ecuacion (12.14.7), que considera 
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Figura 12.14.6 (a) Distribuciones de fuerza parciales s,„ J = 1, 3 y 5; 

(b) distribucion de la fuerza s completa. 


al vector s exacto. En contraste, el analisis modal clasico no conserva la distribucion completa 
de la fuerza. Si se incluyen solo los primeros 7 modos en el analisis modal clasico, este es 
equivalente a determinar la respuesta a p(f) = p(t)J2t=i s »i es decir, solo considera la 
distribucion de fuerza JZh=i s «- Esta distribucion de fuerza parcial se muestra con 7=1, 
3, 5 y 10 en la figura 12.14.6, donde es evidente que la distribucion de la fuerza parcial 
para 7 = 5 es muy diferente de la distribucion de la fuerza s completa. Por lo tanto, no es 
sorprendente que el analisis modal clasico incluyendo los primeros cinco modos no sea 
capaz de producir resultados precisos para las respuestas (figura 12.14.5). 
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PROBLEMAS 


Parte A 

12.1 En la figura P12.1 se muestra un marco de cortante (es decir, con vigas rlgidas), sus masas por 
nivel y sus rigideces de entrepiso. Esta estructura se somete a una fuerza horizontal armonica 
p(t) = p a sen wt en el piso superior. 













Capitulo 12 Problemas 


507 


(a) Deduzca las ecuaciones para los desplazamientos en estado estacionario de la estructura 
mediante dos metodos: (i) la solucion directa de las ecuaciones acopladas y (ii) el analisis 
modal. 

(b) Demuestre que ambos metodos dan resultados equivalentes. 

(c) Represente en la misma grafica las dos amplitudes de desplazamiento u lo y u 2o como fun- 
ciones de la frecuencia de excitacion. Utilice las normalizaciones adecuadas del desplazamien¬ 
to y de las escalas de frecuencia. Desprecie el amortiguamiento. 



Figura P12.1 


12.2 Para el sistema y la excitacion del problema 12.1, deduzca las ecuaciones para las fuerzas 
cortantes de entrepiso (considerando solo la respuesta de estado estacionario) mediante dos 
metodos: (a) directamente a partir de los desplazamientos (sin introducir fuerzas estaticas equi¬ 
valentes) y (b) utilizando fuerzas estaticas equivalentes. Demuestre que los dos metodos dan 
resultados similares. 


Parte B 

12.3 Considere el sistema de la figura P12.1 con fracciones de amortiguamiento modal £„ y someti- 
do a la misma excitacion. Deduzca las ecuaciones de las amplitudes de desplazamiento para el 
sistema en estado estacionario. 

12.4 El sistema no amortiguado de la figura PI2.1 se somete a una fuerza impulsiva en la masa 
del primer nivel: p^t) = p 0 S(t). Deduzca las ecuaciones para los desplazamientos laterales 
del nivel en funcion del tiempo. 

12.5 El sistema no amortiguado de la figura PI2.1 se somete a una fuerza aplicada subitamente en la 
masa del primer nivel: p x (t) = p m t> 0. Deduzca las ecuaciones para (a) los desplazamientos 
laterales del nivel como una funcion del tiempo y (b) la distorsion de entrepiso en el segundo 
nivel como una funcion del tiempo. 

12.6 El sistema no amortiguado de la figura PI2.1 se somete a una fuerza de pulso rectangular en el 
primer nivel. El pulso tiene una amplitud p„ y una duracion t d = T^/2, donde 7\ es el periodo 
fundamental de vibracion del sistema. Deduzca las ecuaciones para los desplazamientos del 
nivel como funciones del tiempo. 

12.7 En la figura P12.7 se muestra un marco de cortante (es decir, con vigas rfgidas), los pesos de 
sus niveles y sus rigideces de entrepiso. Esta estructura se somete a una fuerza armonica p(t) = 
p a sen cot en el nivel superior. 

(a) Determine los desplazamientos de estado estacionario como funciones de u> mediante dos 
metodos: (i) la solucion directa de las ecuaciones acopladas y (ii) el analisis modal. 

(b) Demuestre que ambos metodos dan el mismo resultado. 

(c) Represente en la misma grafica las tres amplitudes de desplazamiento como una funcion de 
la frecuencia de excitacion en el rango de frecuencia que va de 0 a 5&>!. Utilice las normaliza¬ 
ciones adecuadas del desplazamiento y de las escalas de frecuencia. 
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Figura P12.7 


12.8 Para el sistema y la excitation del problema 12.7 determine las fuerzas cortantes por nivel 
(considerando solo la respuesta en estado estacionario) mediante dos metodos: (a) directamen- 
te a partir de los desplazamientos (sin introducir fuerzas estaticas equivalentes) y (b) utilizando 
fuerzas estaticas equivalentes. Demuestre que los dos metodos dan resultados identicos. 

12.9 Un excitador de masa excentrica se monta en el techo del sistema de la figura P12.7. El ex- 
citador tiene dos pesos que giran en oposicion, cada uno de 20 lb, con una excentricidad de 
12 pulg respecto al eje vertical de rotation. Determine las amplitudes de desplazamiento y la 
aceleracion en estado estacionario del techo como una funcion de la frecuencia de excitation. 
Grafique las curvas de frecuencia de la respuesta en el intervalo de 0 a 15 Hz. Suponga que las 
fracciones de amortiguamiento modal ( n son del 5%. 

12.10 El sistema no amortiguado de la figura PI 2.7 se somete a una fuerza impulsiva en la masa del 
segundo nivel: p 2 (t ) = p D S(t), donde p„ — 20 kips. Deduzca las ecuaciones para los desplaza¬ 
mientos laterales del nivel como funciones del tiempo. 

12.11 El sistema no amortiguado de la figura P12.7 se somete a una fuerza aplicada subitamente en 
la masa del primer nivel: P\(t) = p 0 , t > 0, donde p a = 200 kips. Deduzca las ecuaciones para 
(a) los desplazamientos laterales del piso como funciones del tiempo y (b) la distorsion de 
entrepiso del segundo nivel como una funcion del tiempo. 

12.12 El sistema no amortiguado de la figura P12.7 se somete a una fuerza de pulso rectangular en 
el tercer nivel. El pulso tiene una amplitud p 0 = 200 kips y una duration t d = Ti/2, donde T x es el 
periodo de vibration fundamental del sistema. Deduzca las ecuaciones para los desplazamien¬ 
tos del nivel como funciones del tiempo. 

12.13 En la figura P12.13 se muestra una viga de acero estructural con E = 30,000 ksi, I = 100 pulg 4 , 
L = 150 pulg y mL = 0.864 kip-s 2 /pulg. Determine la respuesta de desplazamiento del siste¬ 
ma a una fuerza impulsiva p^t) = p a S(t) en la masa izquierda, donde p 0 = 10 kips y S(t ) es la 
funcion delta de Dirac. Grafique, como funciones del tiempo, los desplazamientos Uj debidos 
a cada modo de vibration en forma separada y combinada. 
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Figura P12.13 
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12.14 Para el sistema del problema 12.13 determine la respuesta de desplazamiento a una fuerza de 
100 kips aplicada subitamente sobre la masa izquierda. Grafique, como funciones del tiempo, 
los desplazamientos Uj debidos a cada modo de vibracion en forma separada y combinada. 

12.15 Para el sistema del problema 12.13 determine la respuesta de desplazamiento de la fuerza p(t) 
que se muestra en la figura PI2.15 y se aplica sobre la masa izquierda. Grafique, como funcio¬ 
nes del tiempo, los desplazamientos Uj(t) debidos a cada modo de vibracion en forma separada 
y combinada. 


p, kips 



Figura P12.15 


12.16 Para el sistema del problema 12.13 determine la respuesta de desplazamiento a la fuerza p(t) 
que se muestra en la figura P12.16 y se aplica a la masa derecha. Grafique, como funciones 
del tiempo, los desplazamientos ufi) debidos a cada modo de vibracion en forma separada y 
combinada. 


p, kips 

100 - 


0.30 


t, s 


Figura P12.16 


12.17 Repita el inciso (c) del ejemplo 12.6 sin usar fuerzas estaticas equivalentes. En otras palabras, 
determine las fuerzas cortantes y los momentos flexionantes directamente a partir de los des¬ 
plazamientos y las rotaciones. 

12.18 Para el sistema y la excitacion del problema 12.14 determine las fuerzas cortantes y los mo¬ 
mentos flexionantes en las secciones a, b, c, d, e y/(figuraP12.18) en t = 0.1 s, usando fuerzas 
estaticas equivalentes. Trace los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante debidos 
a cada modo en forma separada y combinada. 




El 
Lt 3 


o 


o 


mL/3 

~k~ 


mU'j 


L/3 


L! 3 


-+ Figura P12.18 


12.19 El sistema del problema 12.13 se somete a una fuerza armonica sobre la masa izquierda: 
pit) = p 0 sen a>t, donde p„ = 100 kips y m = 25 rad/s. Desprecie el amortiguamiento y 
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determine la respuesta forzada (en estado estacionario) del sistema. En particular, determine 

(a) los desplazamientos y las aceleraciones de las dos masas como funciones del tiempo y (b) 
las amplitudes de los desplazamientos y las aceleraciones. 

12.20 Para el sistema y la excitacion del problema 12.19 determine la amplitud del momento flexio- 
nante forzado (en estado estacionario) en la ubicacion de cada masa, usando fuerzas estaticas 
equivalentes. 

12.21 Resuelva el problema 12.19 suponiendo fracciones de amortiguamiento modal del 10% para el 
sistema. 


Parte C 

*12.22 En la figura P12.22 se muestra una viga simplemente apoyada sin masa con tres masas concen- 
tradas y las propiedades siguientes: L = 150 pulg, m — 0.192 kip-s 2 /pttlg, E = 30,000 ksi e 
7 = 100 pulg 4 . Se desea estudiar la respuesta dinamica de la viga a dos grupos de fuerzas apli- 
cadas: p(f) = sp(0, sj = (1 0 0),ysj=(2 0 -1). 

(a) Determine la expansion modal de los vectores s a y s b que definen la distribucion espacial 
de las fuerzas. Muestre en forma grafica estas expansiones modales y comente sobre las con- 
tribuciones relativas de los diversos modos a s„ y s*, y sobre como estas contribuciones difieren 
entre s„ y s b . 

(b) Para el momento flexionante M l en la ubicacion del grado de libertad « determine las res- 
puestas estaticas modales Mf n tanto para s„ como para s b . Demuestre que M j l = ^ /V/j 4 . 

(c) Calcule y tabule los factores de contribucion modal, sus valores acumulados para los diver¬ 
sos numeros de modos incluidos (J = 1, 2 o 3) y el error e, en la respuesta estatica. Comente 
sobre como los valores relativos de los factores de contribucion modal y el error ej estan in- 
fluenciados por la distribucion espacial de las fuerzas. 

(d) Determine los valores maximos {M ln ) a de las respuestas modales M ln (f) debidas a p(f) = 
s p(t), donde s = s a o s b y p{t) es el pulso sinusoidal de medio ciclo: 

f p 0 sen(j rt/t d ) t < t d 

P(,|= lo t > td 

La duracion del pulso t d es T h el periodo fundamental del sistema. La figura 12.11.3 da el 
espectro de choque para un pulso sinusoidal de medio ciclo con coordenadas numericas R d = 
1.73, 1.14 y 1.06 para T l /t d = 1, T 2 /t d = 0.252 y T i /t d = 0.119, respectivamente. Puede ser 
conveniente organizar los calculos en una tabla que contenga las siguientes columnas: modo n, 
Tjt d , R dll , M ln y (M h X/PoMf- 

(e) Comente la forma en que las respuestas modales maximas determinadas en el inciso (d) 
dependen de las respuestas modales estaticas Mf n , los factores de contribucion modal M ln , los 
factores de amplificacion dinamica R dm y las distribuciones de fuerza s a y s b . 

(f) ^Se puede determinar el valor maximo de la respuesta total (considerando todos los modos) 
a partir de las respuestas modales maximas? Justifique su respuesta. 


*lndica que la solucion del problema requiere de una computadora. 
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u i u 2 


«3 


El ? m 


(a) 


7 ^ 


m T m 




4@L/4 


(b) 


Pi(0 pi(0 Pi(t) 




Figura P12.22 


*12.23 La estructura de la figura P9.13 tiene las siguientes propiedades: L = 100 pulg, m — 0.192 
kip-s 2 /pulg, E = 30,000 ksi e / = 150 pulg 4 . Se desea estudiar la respuesta dinamica de la 
estructura a tres grupos de fuerzas aplicadas: p(r) = s pit), s a = (1 — 1 l) r , s b = (1 1 — l) r 
ys c =(12 2 ) T . 

(a) Determine la expansion modal de los vectores s„, s /( y s, que definen la distribucion espa- 
cial de las fuerzas. Muestre en forma grafica estas expansiones modales y comente sobre las 
contribuciones relativas de los distintos modos a s„, s b y s c , y sobre como estas contribuciones 
difieren entre s a , s b y s c . 

(b) Para el momento flexionante M) en la base b y el momenta flexionante M 2 a la derecha del 
punto a, determine las respuestas estaticas modales Mf n y para s„, s b y s c . Demuestre que 

M f = Y1 M f n y M i=Y^ M 2n- 

(c) Calcule y tabule los factores de contribucion modal, sus valores acumulados para los diver- 
sos numeros de modos incluidos (J = 1, 2 o 3), y el error e } en la respuesta estatica. Comente 
sobre como los valores relativos de los factores de contribucion modal y el error e, estan influi- 
dos por la distribucion espacial de las fuerzas. 

(d) Determine los valores maximos ( M ln ) a y (M ln ) 0 de las respuestas modales M ln y M 2n debi- 
das a p(t) = sp(t), donde s = s„, s* o s c , y p(t) es un pulso rectangular: 

La duracion del pulso t d = 0.2donde T l es el periodo fundamental del sistema. La figura 
4.7.3b da el espectro de choque para un pulso rectangular con coordenadas numericas R d = 
0.691, 2.0 y 2.0 para T l /t d = 5.0, T 2 /t d = 1.63 y T 2 /t d = 0.51, respectivamente. Puede ser 
conveniente organizar los calculos en una tabla que contenga los siguientes encabezados de 
columna para A/p modo n, Tjt d , R dn , M\ n y (M^JpoMf, y encabezados de columna similares 
para M 2 . 

(e) Comente la forma en que las respuestas modales maximas determinadas en el inciso (d) de- 
penden de los factores de contribucion modal M ln y M 2n , y del factor de amplificacion dinamica 
Rdn- 

(f) ^Se puede determinar el valor maximo de la respuesta total (considerando todos los modos) 
a partir de las respuestas modales maximas? Justifique su respuesta. 


Parte D 

12.24 El sistema no amortiguado de la figura PI 2.22 con las propiedades definidas en el problema 
12.22 se somete a las fuerzas dinamicas p(?) = s b p(t), donde s T b = (2 0 — 1} y p{t) es el pulso 


*Indica que la solucion del problema requiere de una computadora. 
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sinusoidal de medio ciclo definido en el inciso (d) del problema 12.22 con la duracion del pul- 
so t d igual a T h que es el periodo de vibracion fundamental del sistema. Determine el mo- 
mento flexionante M(t) en la ubicacion del grado de libertad u.\, corno una funcion del tiempo 
y mediante dos metodos: (a) el analisis modal clasico y (b) el metodo de correccion estatica 
con la respuesta dinamica determinada solo en el primer modo. Para el inciso (a) grafique las con- 
tribuciones modales individuals a M(t ) y la respuesta total. En una grafica por separado 
compare esta respuesta total con los resultados del inciso (b). Comente sobre la exactitud del 
metodo de correccion estatica. 



13 


Analisis sfsmico 
de sistemas lineales 


AVANCE 

En este capftulo se desarrollan procedimientos para el analisis sfsmico de estructuras, idea- 
lizadas como sistemas con masa concentrada. La exposition esta organizada en dos partes. 
La parte A se refiere al calculo de la respuesta estructural como una funcion del tiempo 
cuando el sistema se somete a una aceleracion dada del terreno iijt). Este procedimiento 
del analisis de la historia de la respuesta se presenta en primer lugar para una configuration 
estructural arbitraria y, posteriormente, se especifica para edificios de varios niveles con 
planta simetrica, y para edificios de varios niveles con planta asimetrica. Tambien se incluye 
un analisis breve de la respuesta torsional de los edificios de planta simetrica. La parte A 
esta dedicada a un solo componente del movimiento de terreno, por lo general uno de los 
componentes horizontales. La combination de las respuestas estructurales determinadas a 
partir de este tipo de analisis independiente para cada componente de excitation proporcio- 
na la respuesta de los sistemas lineales a una excitation con varios componentes. Ademas, 
se desarrolla un procedimiento para analizar la respuesta de una estructura sometida a dife- 
rentes movimientos prescritos en sus diferentes apoyos. 

La parte B se refiere a los procedimientos para calcular la respuesta maxima de una 
estructura durante un sismo, directamente a partir del espectro de respuesta (o diseno) sfs- 
mica, sin necesidad de analizar la historia de la respuesta de la estructura. Este procedi¬ 
miento, conocido como el analisis del espectro de respuesta, no es un factor de prediction 
exacta de la respuesta maxima, sino que proporciona una estimation bastante precisa para 
las aplicaciones de diseno estructural. El procedimiento se presenta en primer lugar para las 
estructuras sometidas a las componentes individuales de traslacion de un movimiento del 
terreno. Mas adelante, se presentan las reglas para combinar las tres respuestas picos indivi¬ 
duales a fin de estimar la respuesta maxima de una excitation con varios componentes. En 
este capftulo tambien se incluyen las ecuaciones basadas en el espectro de respuesta para 
determinar una envolvente que delimita la trayectoria de respuesta conjunta de todas las 
fuerzas que actiian de manera simultanea que controlan el diseno sfsmico de un elemento 
estructural. 
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PARTE A: ANALISIS DE LA HISTORIA DE LA RESPUESTA 

13.1 ANALISIS MODAL 

En esta seccion se desarrolla el procedimiento del analisis modal para determinar la res- 
puesta de una estructura a un movimiento del teiTeno inducido por un sismo u g (t), identico 
en todos los puntos de apoyo de la estructura. 

13.1.1 Ecuaciones de movimiento 

A continuation se repiten las ecuaciones diferenciales (9.4.8) que controlan la respuesta de 
un sistema de VGDL a un movimiento inducido por un sismo: 

mii + cu + ku = Pef(t) (13.1.1) 

donde 

PefO) = -m iii g (t) (13.1.2) 

Las matrices de masa y rigidez, m y k, y el vector de influencia i se determinan mediante 
los metodos del capitulo 9. La matriz de amortiguamiento c no es necesaria en el analisis 
modal de la respuesta sismica; en su lugar, son suficientes las fracciones de amortiguamien¬ 
to modal, y sus valores numericos pueden estimarse como se mostro en el capitulo 11. El 
procedimiento del analisis modal desarrollado en el capitulo 12 para resolver la ecuacion 
(12.4.1) es aplicable para resolver la ecuacion (13.1.1). 

13.1.2 Expansion modal de los desplazamientos y las fuerzas 

El desplazamiento u de un sistema con N grados de libertad puede expresarse, al igual que 
en la ecuacion (12.3.2), como la superposition de las contribuciones modales: 

N 

u it) = ^2,cj) n q n {t) (13.1.3) 

n = 1 

La distribucion espacial de las fuerzas sismicas efectivas p ef (t) esta definida por s = 
mu Esta distribucion de fuerza puede expandirse como la sumatoria de las distribuciones de 

fuerza inercial modal s„ (seccion 12.8): 

N N 

mt = (13.1.4) 

n =1 n =1 

donde 

r n = ^j- L n =(j) T n mi M n = (j) T n m(j) n (13.1.5) 

Ivin 

La ecuacion (13.1.5) para el coeficiente l’„ puede deducirse al multiplicar antes ambos lados de 
la ecuacion (13.1.4) por (j)] y al usar la propiedad de ortogonalidad de los modos, o mediante la 
especificacion de la ecuacion (12.8.3) para s = mu La contribucion del n-esimo modo a mt es 

s„ = T n m(j) n (13.1.6) 

que es independiente de la manera en que se normalizan los modos. 
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13.1.3 Ecuaciones modales 

La ecuacion (12.4.6) se especifica para la excitacion slsmica al sustituir p(f) en la ecuacion 
(12.3.4) por p ef (t), a fin de obtener 

Qn "b 2 ^ n (O n C[n I 'nM g (j) (13.1.7) 

La solucion q n (t) puede obtenerse con facilidad al comparer la ecuacion (13.1.7) con la ecua¬ 
cion de movimiento para el n-esimo modo del sistema de 1GDL, un sistema de un grado de 
libertad con las propiedades de vibracion (frecuencia natural co n y fraccion de amortiguamien- 
to £„) del n-esinto modo del sistema de 1GDL. La ecuacion (6.2.1) con £ = que regula el 
movimiento de este sistema de 1GDL sometido a una aceleracion del terreno ii g (t), se repite 
aqul con u sustituido por D„ para enfatizar su conexion con el n-esimo modo: 

D„ +2 t; n w n b n + o/ n D n = -u g (t ) (13.1.8) 

Si se compare la ecuacion (13.1.8) con la (13.1.7), resulta la relation entre q n y D n \ 

q„(t ) = r n D n (t) (13.1.9) 

Por lo tanto, q„(t) puede determinarse con facilidad una vez que se haya resuelto la ecuacion 
(13.1.8) para DJt), utilizando los metodos numericos en el tiempo paso a paso para los 
sistemas de 1GDL (capitulo 5). 

El factor I’,, (definido en la ecuacion 13.1.5a) que multiplica a iiXt) en la ecuacion 
(13.1.7) es igual al coeficiente de expansion modal (seccion 10.7) del vector de influencia: 

N 

L ^ ^ En ^ n 
n =1 

Este se conoce por lo general como un factor de participacion modal, lo que implica que es 
una medida del grado en la que el n-esimo modo participa en la respuesta. Sin embargo, esta 
terminologfa es enganosa, porque no es independiente de la manera en que se normaliza 
el modo, ni una medida de la contribucion modal a una cantidad de respuesta. Ambos incon- 
venientes se eliminan mediante los factores de contribucion modal que se presentaron en la 
seccion 12.10 para investigar la respuesta slsmica de los edificios. 

13.1.4 Respuestas modales 

La contribucion del /i-esimo modo a los desplazamientos nodales u(f) es 

U „(t) = (j) n q„(t ) = T n (j)nDn(t) (13.1.10) 

Existen dos procedimientos del analisis estatico que se describen en la seccion 9.10 para 
determinar las fuerzas en los diversos elementos estructurales (vigas, columnas, muros, et¬ 
cetera) a partir de los desplazamientos u n (t). En el analisis slsmico se recomienda el segun- 
do de estos procedimientos, que utiliza fuerzas estaticas equivalentes, puesto que facilita la 
comparacion de los procedimientos de analisis dinamico con las fuerzas de diseno slsmico 
especificadas en los codigos de diseno (capitulo 21 , en ingles en el sitio web). Las fuerzas 
estaticas equivalentes asociadas con la respuesta del n-esimo modo son f„(t) = ku H (t), don- 
de u„(f) esta dado por la ecuacion (13.1.10). Si estas ecuaciones se combinan y se utilizan 
las ecuaciones (10.2.4) y (13.1.6), se llega a 


516 


Analisis sismico de sistemas lineales Capitulo 13 


f„(0=s„A„(0 (13.1.11) 

donde, de manera similar a la ecuacion (6.4.3), 

A n (t) = co 2 n D n (t) (13.1.12) 

Las fuerzas estaticas equivalentes („(t) son el producto de dos cantidades: (1) la contribu- 
cion s„ del n-esimo modo a la distribution espacial mt de p ef (f), y (2) la respuesta de pseudo- 
aceleracion del n-esimo modo del sistema de 1GDL a Hit). 

La contribution r n (t) del /z-esimo modo a cualquier cantidad de respuesta r(f) que 
puede expresarse como una combinacion lineal de los desplazamientos estructurales u(t) se 
determina mediante un analisis estatico de la estructura sometida a las fuerzas externas f „(t). 
Si indica la respuesta estatica modal, el valor estatico (indicado por el superindice “st”) 
de r debido a las fuerzas externas' s„, entonces, 

r n (t) = r* l A n (t) (13.1.13) 

Observe que r) 1 puede ser positiva o negativa, y es independiente de la manera en que se nor- 
maliza el modo. La ecuacion (13.1.13) tambien se aplica a la respuesta de desplazamiento, 
aunque su deduction haya sido motivada por el deseo de calcular las fuerzas surgidas de los 
desplazamientos. Los desplazamientos estaticos debidos a las fuerzas s„ satisfacen ku)‘ = 
s„. A1 sustituir la ecuacion (13.1.6) para s„ y al usar la ecuacion (10.2.4), se obtiene 

u* = k _1 (r„mc/>„) = 

Si esto se sustituye en la ecuacion (13.1.13), resulta 

U nit) = ^b n A n (t) (13.1.14) 

m n 

que es equivalente a la ecuacion (13.1.10) debido a la ecuacion (13.1.12). 

13.1.5 Respuesta total 

La combinacion de las contribuciones de respuesta de todos los modos proporciona la res¬ 
puesta total de la estructura al movimiento del terreno. Por lo tanto los desplazamientos 
nodales son 

N N 

U (f) = J]u„(f) =J2 r n^nD„(t) (13.1.15) 

n = 1 n = 1 

donde la ecuacion (13.1.10) se ha sustituido para u„(f). Al usar la ecuacion (13.1.13) se 
obtiene un resultado general valido para cualquier cantidad de respuesta: 

N N 

r(t ) = ^r„(0 = ^r„ st A„(t) (13.1.16) 

n = 1 n = 1 


f Aunque de manera inexacta se hace referencia a s„ como si fueran fuerzas, sus unidades son de masa. 
Por lo tanto, rj no tiene las mismas unidades que r, pero la ecuacion (13.1.13) proporciona las unidades correctas 
para r n . 
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Bajo circunstancias apropiadas, las contribuciones a la respuesta de algunos de los 
modos superiores pueden determinarse mediante el analisis estatico mas sencillo, en vez 
del analisis dinamico. Como se muestra en la figura 6.8.4, para los sistemas de 1GDL con 
periodos muy cortos, la pseudo-aceleracion A(t) — ~U g (t). Para el espectro de diseno de la 
figura 6.9.3, A = u go para T n s. Si este intervalo de tiempo incluye los periodos naturales 
de los modos del N d +1 a I N. entonces la ecuacion (13.1.16) puede expresarse como 

N d / Nd \ 

r(t) = J2r*A n (t) - ii g (t ) (r st J (13.1.17) 

donde r 51 es el valor estatico de r debido a las fuerzas extemas s (seccion 12.10) y r st = ^ =1 r 
porque s = Es„ (ecuacion 13.1.4). Esta solucion consta de dos partes: el primer termino es 
la respuesta dinamica considerando los primeros N d modos y el segundo es la respuesta de 
los modos mas altos determinados mediante el analisis estatico. La ecuacion (13.1.17) es 
el metodo de correccion estatica que tambien puede deducirse siguiendo la seccion 12.12, 
o puede reescribirse en la forma del metodo de aceleracion modal (seccion 12.13). Por 
lo general, estos metodos no son utiles para el analisis sfsmico de estructuras porque los 
movimientos sfsmicos del terreno suelen contener una amplia banda de frecuencias que 
incluye las frecuencias estructurales y porque los componentes de los modos mas altos en 
s = mi son pequenos. 


13.1.6 Interpretacion del analisis modal 


En la primera fase de este procedimiento de analisis dinamico se calculan las propiedades 
de vibracion (frecuencias y modos naturales) de la estructura y el vector de la distribution 
de la fuerza mi se expande en sus componentes modales s„. El resto del procedimiento del 
analisis se muestra de manera esquematica en la figura 13.1.1 para enfatizar los concept os 
subyacentes. La contribucion del n-esimo modo a la respuesta dinamica se obtiene multipli- 
cando los resultados de dos analisis: (1) el analisis estatico de la estructura con las fuerzas 
s„ aplicadas y (2) el analisis dinamico del n-esimo modo del sistema de 1GDL excitado por 
ii g (t). Ast, el analisis modal requiere un analisis estatico de la estructura para N conjuntos 
de fuerzas: s n ,n= 1,2,..., A; y el analisis dinamico de N sistemas de 1GDL diferentes. La 
combinacion de las respuestas modales proporciona la respuesta de la estructura al sismo. 


Ejemplo 13.1 


Determine la respuesta del marco en forma de L invertida de la figura E9.6a al movimiento del 
terreno horizontal. 

Solucion Suponiendo que los dos elementos son axialmente rfgidos, los grados de liber- 
tad son y u 2 (figura E9.6a). Las ecuaciones de movimiento estan dadas por las ecuaciones 
(13.1.1) y (13.1.2), donde el vector de influencia ( = Al 0A r (figura 9.4.4) y las matrices de 
masa y rigidez (a partir del ejemplo 9.6) son 


r j 

ivas son 

r 

Pef (t) = -mi iig(t) = - 


m = 

Las fuerzas sismicas efectivas son 



La fuerza en el grado de libertad vertical es cero debido a que el movimiento del terreno es 
horizontal. 
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Modo 


Analisis estatico 
de la estructura 


Analisis dinamico 
del sistema de 1GDL 


Contribucion modal 
a la respuesta dinamica 


Fuerzas 

Si 



Q— Aj(f) 

®i. £1 

-i- u g (t) 


r x (t) = rfA,(r) 


Fuerzas 

s 2 



Q —“• ^2(0 

S 2 

-» ujf) 


r 2 (t) = rfA 2 (t) 


N 


Fuerzas 

s N 



(^) -"» A,0) 

co N , Z, N 

i uJt) 


r^/(t) - rjy Apj(t) 


Respuesta total 


KO = 2 r n (t) 

n = 1 


Figura 13.1.1 Explication conceptual del analisis modal. 
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(c) 


modo: 


Las frecuencias y los modos naturales del sistema (a partir del ejemplo 10.3) son 

I El I El 

" I=a6987 V^ W2 = L874 V^3 

f/M_ {2.097} “{-1.431} ^ 

A1 sustituir para m y 1 en la ecuacion (13.1.5) se obtienen las cantidades del primer 
Li=<f>i mi=(l 2.097) [ 3W w ]{J)=3 m 
Mi=4>J met*! = (1 2.097) [ 3m ,„]{ 2.097 } = 1391m 


L 1 

Ti = -j- = 


3m 


= 0.406 


Mi 1391m 

Con calculos similares para el segundo modo resultan L 2 = 3m, M 2 = 5.048m, y T 2 = 0.594. 
La sustitucion de l’„, m y <p n en la ecuacion (13.1.6) da 


Si = Tim^ = 0.406 r 3 '” 

L m _ 

1 loo?! = "l 

1.218 1 

0.851 1 

(e) 

s 2 = r 2 m ^2 = 0.594 [ 3m 

|_ m _ 

I-Ul-I 

1.782 1 
-0.851 | 

(f) 

Entonces la ecuacion (13.1.4) se especifica como 




H-S) 


(g) 


Esta expansion modal de la distribution espacial de las fuerzas efectivas se muestra en la figu- 
ra E13.1. Observe que las fuerzas en direction de los grados de libertad verticales en los dos 
modos se cancelan entre si debido a que la fuerza efectiva del sismo en este grado de libertad 
es cero. 

Si se sustituye para T„ y </>„ en la ecuacion (13.1.10), resultan los desplazamientos del 
primer modo 

u,w “{«(!) I r,# ,Dl(,) " om 1 2.097 assi I D ' (,) (h) 


2m 


c 

1 -n—► 3 m r 

ei r 

}-► 1 -218 m n 


0 

0.851m 


El 



— 

+ 

“^ 55 ? 

b 55? 

b 555 ? 


0.851m 

-hU,- 


782m 


Ml\ = 2.069 mL 


M£ 2 = 0.931 mL 


Figura E13.1 
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y los desplazamientos del segundo modo 

"’«> -1 2m L ‘ r ^ DM - a594 1 -1.431 1 -1 -S1® 

La combination de las ecuaciones (h) e (i) da los desplazamientos totales: 

Mi(t) =0.406£>i(0 +0.594£> 2 (0 n 2 (t) = 0.851L>i(0 - 0.851D 2 U) (j) 

El momenta flexionante M b inducido por el sismo en la base de la columna, debido al 
n-esimo modo (a partir de la ecuacion 13.1.13), es 

Mbn(t) = Mf n A n (t) (k) 

Los analisis estaticos del marco para las fuerzas S! y s 2 dan m2 y como se muestra en la 
figura E13.1. Al sustituir Mf l n y al combinar las contribuciones modales se obtiene el momenta 
flexionante total: 


2 

Mb(I) = ^ M lm it) = 2.069 mLA { (t) + 0.931mLA 2 (t) (1) 

n = 1 

Las tres cantidades de respuesta que se consideraron han sido expresadas en terminos 
de D n (t) y A n (t), as! como otras cantidades de respuesta pueden ser expresadas de esta misrna 
forma. Estas respuestas del w-esimo modo del sistema de un grado de libetad a la aceleracion 
dada del terreno ii g (t) pueden determinarse mediante metodos numericos de tiempo paso a paso 
(capitulo 5). 


13.1.7 Analisis de la respuesta a la rotacion en la base 

Cuando la excitacion es una rotacion en la base, el procedimiento de analisis modal es 
aplicable despues de realizar una ligera modificacion. Como se muestra en la seccion 9.4.3, 
el movimiento de una estructura debido a la aceleracion rotacional 0 g (t) de la base (figura 
9.4.6a) esta controlada por la ecuacion (13.1.1), con 

Pef (t) = -mb0g{t) (13.1.18) 

donde i es el vector de los desplazamientos estaticos en todos los grados de libertad debidos 
a la rotacion unitaria en la base, Q g = 1. Para el sistema de la figura 9.4.6a este vector de 
influencia es l = {h\ I 12 V3) 7 . Con 1 determinado, la respuesta estructural debida a la 

rotacion en la base se calcula mediante los procedimientos de las secciones 13.1.1 a 13.1.5 
con ii g (t) sustituido por 6 g {t). 


13.2 EDIFICIOS DE VARIOS NIVELES CON PLANTA SIMETRICA 

En esta seccion el analisis modal de la seccion 13.1 se especifica para los edificios de varios 
niveles con diafragmas de piso rigidos y plantas que tienen dos ejes ortogonales de simetrfa 
sometidos a un movimiento horizontal del terreno en direccion de uno de esos ejes. A conti¬ 
nuation se repiten las ecuaciones de movimiento para este sistema (ecuacion 9.4.4): 

mu + cu + ku = —ml u g {t) (13.2.1) 
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Nivel 



Figura 13.2.1 Grados de libertad dinamicos de 
un marco con varios niveles: desplazamientos 
laterales respecto del terreno. 


donde u es el vector de los desplazamientos de nivel laterales en relacion con el terreno 
(figura 13.2.1); m es una matriz diagonal con elementos m u = ntj, la masa concentrada en 
el j-esimo nivel; k es la matriz de rigidez lateral del edificio definida en la seccion 9.4.2, 
y cada elemento de 1 es la unidad. El procedimiento de analisis modal desarrollado en la 
seccion 13.1 es aplicable al problema de un edificio de varios niveles, puesto que sus ecua- 
ciones gobernantes son iguales a la ecuacion (13.1.1) con el vector de influencia t = 1. Por 
conveniencia se presenta el procedimiento de analisis con referencia a un solo marco (figura 
13.2.1), aunque puede aplicarse a un edificio con varios marcos (vea la seccion 9.4.2). 


13.2.1 Expansion modal de las fuerzas sismicas efectivas 


Al sustituir i = 1 en las ecuaciones (13.1.4) y (13.1.5) se obtiene la expansion modal de la 
distribucion espacial de las fuerzas sismicas efectivas: 

N N 

ml = ^s„ = (13.2.2) 

n = 1 n = \ 


donde 


N 

7 = 1 

En la ecuacion (13.2.2) la contribucion del n-esimo modo a ml es s,„ un vector de fuerzas 
laterales s jn en los diferentes niveles: 


I>7^« (13.2.3) 


r» m j <j)jn 

7 = 1 


M 


S/i r„m</)„ Sj n r„ tvj (fijn 


(13.2.4) 


Ejemplo 13.2 

Un marco de cortante de dos niveles tiene las propiedades de masa y rigidez mostradas en la 
figura E13.2a. Determine la expansion modal de la distribucion de la fuerza sismica efectiva 
asociada con la aceleracion horizontal del terreno ii g (t). 

Solucion Las matrices de rigidez y masa (a partir del ejemplo 9.1) son 


m = m 


-2 O' 
.0 1 . 


-‘[4 ~\] 
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m 



2m 


7/77/ 

m 1 


(a) 



1 m 
3 




Modo 1: si Modo 2: S 2 

(b) 


Figura E13.2 (a) Marco de cortante de dos niveles; (b) expansion modal de ml. 


donde k = 24 EIJ /z 3 , y las frecuencias y modos naturales (a partir del ejemplo 10.4) son 



Las propiedades modales M n , L h n y T„ se calculan a partir de la ecuacion (13.2.3). Para el primer 
modo: M\ = 2m + zn(l) 2 = 3m/2; Lj = 2m (j)+/w(l) = 2/w; Ti = L^/M\ = |. De 
manera similar, para el segundo modo: Mi = 3 in, = — m, y P 2 = — j. A1 sustituir para l’„, 
m y en la ecuacion (13.2.4), se obtiene 

-M 2 .Hil-Hll 


r 2 l 

(- M 

i j 

=- m i 

- 2 ) 

L i J 

1 i J 

3 1 

1 1 


La expansion modal de ml se muestra en la figura E13.2b. 


13.2.2 Respuestas modales 

La ecuacion diferencial que controla la n-esima coordenada modal es la ecuacion (13.1.7) 
con r„ definida por la ecuacion (13.2.3). Si se usa estar„, la ecuacion (13.1.10) proporciona 
la contribucion u„(?) del n-esimo modo a los desplazamientos laterales u(/). En particular, el 
desplazamiento lateral del /-esimo nivel del edificio es 

U jn (t) = r„<j>jn D n (t) (13.2.5) 

La distorsion, o deformacion, en el entrepiso j esta dada por la diferencia entre los despla¬ 
zamientos de los niveles superior e inferior: 

Ajni.t') = U jn (t) Uj—\ n (t ) = L/j ( (2j n (j)j—i n }D n (t) (13.2.6) 

Las fuerzas estaticas equivalentes f„(?) para el n-esimo modo (a partir de la ecuacion 
13.1.11) son 


f/i(0 — S n A n (?) n A /; L ) 


(13.2.7) 
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Entrepiso Nivel 




Ml 

(a) (b) 

Figura 13.2.2 Calculo de las respuestas estaticas modales de las fuerzas en cada entrepi¬ 
so, a partir del vector de fuerza s„: (a) cortante y momento de volteo en la base; (b) cortante 
en el i-esimo entrepiso y momento de volteo en el /-esimo nivel. 


donde fj„ es la fuerza lateral en el /-esimo nivel. Entonces, la respuesta r n (t) debida al n- 
esimo modo esta dada por la ecuacion (13.1.13), que se repite aquf por conveniencia: 

r n {t)=r*A n {t) (13.2.8) 

La respuesta estatica modal r/ 1 se determina mediante un analisis estatico del edificio de- 
bido a las fuerzas externas s„ (figura 13.2.2). Al aplicar estas fuerzas a la estructura, la 
direccion de las fuerzas esta controlada por el signo algebraico de <pj n . Por lo tanto, todas 
estas fuerzas para el modo fundamental actuaran en la misma direccion, como se muestra 
en la figura 13.2.2a, pero para modos a partir del segundo y superiores, estas cambiaran de 
direccion para los niveles superiores en la estructura. 

En la tabla 13.2.1 se presentan las respuestas estaticas modales para seis cantidades de 
respuesta: el cortante V, en el /'-esimo entrepiso, el momento de volteo M t en el /-esimo nivel, 
el cortante V h basal, el momento de volteo M b en la base, los desplazamientos del nivel uj y 
las distorsiones de entrepiso A ; . Las primeras cuatro ecuaciones provienen del analisis estatico 
del problema en la figura 13.2.2, que tambien proporciona las respuestas estaticas moda¬ 
les para las fuerzas internas (momentos flexionantes, cortantes, etcetera) en los elementos 
estructurales: vigas, columnas, muros, etcetera. Los resultados para y A ; se obtienen al 
comparar las ecuaciones (13.2.5) y (13.2.6) con la ecuacion (13.2.8). Las partes de las 
ecuaciones para V bn y Ml se obtienen al sustituir la ecuacion (13.2.4) para s jn , la ecuacion 
(13.2.3) para L h n y al definir M*y hf. 


h\ 2 


m* = r L h = —til 

m n 1 



1 h 


M, 


h 


(13.2.9a) 
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TABLA 13.2.1 RESPUESTAS ESTATICAS MODALES 


Respuesta, r 

Respuesta estatica modal, 

Vi 

V , S n = Ef=i s Jn 

Mi 

K = - hi)Sjn 

v b 

V bn = Ef=l S Jn = ^n L n = M* 

M b 

M bn = Ef=l h i S jn = Vn L n = Ki M *n 

Uj 

U fn = (V n / &>„) (f)j „ 

A./ 

Ajn = (Fn/C0%)(.<l>jn ~ < A/-l,n) 


L n = (13.2.9b) 

j =1 

y hj es la altura del j-esimo nivel por encima de la base. Observe que Mf t y A* son indepen- 
dientes de la manera en que se normaliza el modo, a diferencia de M m L h n y F„. En la seccion 
13.2.5 se presentan las interpretaciones flsicas significativas de Mf y h% 

13.2.3 Respuesta total 

La combination de las contribuciones a la respuesta de todos los modos proporciona la 
respuesta al sismo del edificio de varios niveles: 

N N 

r(t ) = £V„(f) = J2 r nA„(t) (13.2.10) 

n =1 n =1 

donde la ecuacion (13.2.8) ha sido sustituida por r„(f), la respuesta del n-esimo modo. 

El procedimiento del analisis modal tambien puede proporcionar las aceleraciones en 
cada nivel, aunque estas no son necesarias para calcular las fuerzas inducidas por un sismo 
en la estructura. Las aceleraciones en cada nivel pueden calcularse a partir de 

N 

ll'jit) = U g (t ) +J2 r n<t>jnD n {t) (13.2.11) 

n = 1 

utilizando los valores de D n disponibles en cada paso de tiempo del procedimiento numeri- 
co de tiempo paso a paso, que se empleo en la solucion de la ecuacion (13.1.8) para D n (t). 

13.2.4 Resumen 

La respuesta de un edificio de N niveles con planta simetrica alrededor de dos ejes ortogona- 
les a un movimiento sismico del terreno en direccion de un eje de simetrfa puede calcularse 
como una funcion del tiempo mediante el procedimiento que acaba de desarrollarse, y que 
se resume a continuacion paso por paso: 
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1. Defina de manera numerica la aceleracion del terreno u g (t) en cada intervalo de 
tiempo A t. 

2. Defina las propiedades estructurales. 

a. Determine la matriz de masa m y la matriz de rigidez lateral k (seccion 9.4). 

b. Estime las fracciones de amortiguamiento modal (capitulo 11). 

3. Determine las frecuencias naturales a> n (periodos naturales T n = 2 jt/co„) y los mo- 
dos naturales de vibracion (j) n (capitulo 10). 

4. Determine los componentes modales s„ (ecuacion 13.2.4) de la distribucion de la 
fuerza sismica efectiva. 

5. Calcule la contribucion a la respuesta del «-esiruo modo mediante los siguientes 
pasos, que se repiten para todos los modos, n = 1,2 ,N: 

a. Realice el analisis estatico del edificio sometido a fuerzas laterales s„ para 
determinar r% la respuesta estatica modal para cada cantidad de respuesta 
deseada r (tabla 13.2.1). 

b. Determine la respuesta de pseudo-aceleracion A n (t) del n-esimo modo del 
sistema de 1GDL a ii g (t), usando metodos numericos de tiempo paso a paso 
(capitulo 5). 

c. Determine rjt) a partir de la ecuacion (13.2.8). 

6. Combine las contribuciones modales r„(t) para determinar la respuesta total usando 
la ecuacion (13.2.10). 

Como se mostrara mas adelante, solo los modos mas bajos contribuyen de manera signifi- 
cativa a la respuesta. Por lo tanto, deben implementarse solo los pasos 3, 4 y 5 para estos 
modos, y como consecuencia la sumatoria modal de la ecuacion (13.2.10) se truncara. 

Ejemplo 13.3 

Deduzca las ecuaciones para (a) los desplazamientos en los niveles y (b) los cortantes por 
entrepiso para el marco de cortante del ejemplo 13.2 sometido al movimiento del terreno ii g (t). 

Solucion Los pasos del 1 al 4 del resumen del procedimiento ya se han aplicado en el ejem¬ 
plo 13.2. 

(a) Desplazamientos en los niveles. Si se sustituyen T„ y 4>j„ del ejemplo 13.2 en la 
ecuacion (13.2.5), resultan los desplazamientos de los niveles debidos a cada modo: 



La combinacion de las contribuciones de los dos modos proporciona los desplazamientos de 
cada nivel: 

«t(0 = «ti (0 + unit) = | D\it) + jD 2 (t) (b) 

U 2 (t) = U2l(t) + « 22(0 = 3O1O) - 5D2O) (c) 

(b) Cortantes de entrepiso. El analisis estatico del marco para las fuerzas externas de 
piso s„ da Vfl,, i = 1 y 2, como se muestra en la figura E13.3. Al sustituir estos resultados en la 
ecuacion (13.2.8) se obtiene 

Vuit) = \mA x {t) V 21 (?) = 

Vnit) = 3 mA 2 {t) 


V 22 it) 


\mA 2 it) 


(d) 

(e) 
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m 



s 2 1 = 4m/3 - 


j u = 4m/3 - 


--V?, = 4m/3 


--V\\ = Sm/3 


5 22 = -ml 3 - 


i 12 = 2m/3- 


_V?, = -m/3 


-V?, = m/3 


Figura E13.3 


La combination de las contribuciones de los dos modos proporciona los cortantes de entrepiso 

Vi(0 = Vu (0 + Vi 2 (0 = f«Ai(0 + £mA 2 (f) (f) 

V 2 (f) = V 2 i(0 + L 22 (f) = \mA\(t) - \mA 2 {t ) (g) 


Los desplazamientos de cada nivel y los cortantes de entrepiso se han expresado en ter- 
minos de D n (t) y A„(t). Estas respuestas del n-esimo modo del sistema de 1GDL a la u g (t) pres- 
crita pueden determinarse mediante los metodos numericos de tiempo paso a paso (capitulo 5). 


Ejemplo 13.4 

Deduzca las ecuaciones de (a) los desplazamientos de cada nivel y (b) las fuerzas en los ele- 
mentos para el marco de dos niveles de la figura El3.4a, debidos al movimiento horizontal del 
terreno u g (t). 

Solucion La ecuacion (9.3.4) con p f (0 = -m„lh' g (r) controla el vector de desplazamiento 
u ( = («! u 2 ) ; donde m„ y k„, que se determinaron en el ejemplo 9.9, son 


r 2 i 

e > i 

54.88 

-17.51 ' 

[ iJ 

k " = fI 

.-17.51 

11.61. 


para los que h = 10 pies. Las frecuencias y los modos naturales del sistema, determinados en 
el ejemplo 10.5, son 



Por lo tanto, los pasos del 1 al 3 de la seccion 13.2.4 ya se han implementado. 

(a) Desplazamientos por nivel y rotaciones de los nudos. Los desplazamientos de cada 
nivel estan dados por la ecuacion (13.2.5), donde los T„ se calculan a partir de la ecuacion 
(13.2.3): Mi = 2m(0.3871) 2 + m(l) 2 = 1.300 m, L\ = 2m(0.3871) + m(l) = 1.774m y Tj 
= 1.774m/1.300m = 1.365. Del mismo modo, M 2 = 4.337m, L\ = -1.583m y T 2 = -0.365. 
Al sustituir esto en la ecuacion (13.2.5) con n = 1, se obtienen los desplazamientos por nivel 
debidos al primer modo: 


«t(0 = 


«i(0 

« 2(0 


1.365 


0.3871 

1 


Jdko = { 


0.5284 

1.365 


Di(t) 


(d) 
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(a) 



Figura E13.4 

Las rotaciones en los nudos asociadas con estos desplazamientos de cada nivel se determinan a 
partir de la ecuacion (d) del ejemplo 9.9 mediante la sustitucion de Ui de la ecuacion (d) para u,: 


uoi(f) 


n 3 (f) 


-0.4426 

-0.2459 

u 4 .lt) 

1 

-0.4426 

-0.2459 

u 5 (t) 

_ h 

0.9836 

-0.7869 


1 

1 

_ 0.9836 

-0.5696' 

-0.5696 

—0.7869_ 


= _ « 

h 

-0.5544 

-0.5544 

• Di(t) 



(e) 


Del mismo modo, se determinan los desplazamientos por nivel u 2 (f) y las rotaciones en los 
nudos u 02 (f) debidos al segundo modo: 


U2(0 


1102 (f) 



| 0.4716 
1 -0.3651 



M 3 (O' 

U4(t ) 

M 5 (f) 

«6(f)J 2 


1 

h 


-0.1189' 

-0.1189 

0.7511 

0.7511 


£> 2(0 


(f) 


La combination de las contribuciones de los dos modos proporciona los desplazamientos de 
cada nivel y las rotaciones en los nudos: 

u(0 = ui(0 +u 2 (f) u 0 (O = u 0 i(0 + 1102 (f) (g) 

(b) Fuerzas en los elementos. En vez de implementar el paso 5 del procedimiento (sec¬ 
cion 13.2.4), se ilustrara el calculo de las fuerzas en los elementos a partir de los desplaza¬ 
mientos del terreno y las rotaciones en los nudos empleando los coeficientes de rigidez de las 
vigas (apendice 1). Por ejemplo, el momento flexionante en el extremo izquierdo de la viga del 
primer piso (figura El3.4b) es 

AEI 2EI 6 EI 6 EI 

—e a + —e b + -j^-u a - —^uh 


M, 


(h) 
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Los desplazamientos verticales u a y u h son iguales a cero porque se supone que las columnas 
son axialmente rfgidas; las rotaciones en los nudos 9 a = u 3 y 9 b = u 4 , donde m 3 y u 4 se conocen 
a partir de las ecuaciones (e), (f) y (g); por lo tanto, 

0.5696 0.1189 

0a(0 = -—j—Diit) - --- D 2 (t) 9 b (t) = Oa(f) (l) 

h It 

A1 sustituir u a , u b , 6 a y 6 b en la ecuacion (h), al remplazar El por 2E1 , y al utilizar D n (t) = Aff)/ 
a> 2 n , se obtiene 

M a (?) = mh [-0.7077Aj(r) - 0.0209A 2 (0] Mbit) = M a (t) (j) 

Las ecuaciones para las fuerzas en todas las vigas y columnas pueden obtenerse de manera 
similar. 

Al comparar los dos terminos de la ecuacion (j) para MJf) con la ecuacion (13.2.8) se 
observa que M^\ = -0.1011 mh y M s a \ = -0.0209 mh. Estas respuestas estaticas modales podrfan 
haberse obtenido mediante el analisis estatico de la estructura debido a s„, determinado a partir 
de la ecuacion (13.2.4). 

Las cantidades diferentes de respuesta se han expresado en terminos de D n (t) y A n {t)\ 
estas respuestas del n-esimo modo del sistema de 1GDL a una u g (f) dada pueden determinarse 
mediante metodos numericos de tiempo paso a paso (capitulo 5). 


13.2.5 Masa modal y altura modal efectivas 

En esta section se presentan las interpretaciones fisicas de M* y h*, de la ecuacion (13.2.9a). 
El cortante basal debido al u-esimo modo (figura 13.2.3a) se obtiene al especificar la ecua¬ 
cion (13.2.8) para V b : 

V bn (t) = V&A n (t) (13.2.12a) 

que despues de sustituir para V bn a partir de la tabla 13.2.1 se convierte en 

V bn (t) = M* n A n (t) (13.2.12b) 

En contraste con la ecuacion (13.2.12b), el cortante basal de un sistema de un solo nivel 
(figura 6.2.1a) con masa concentrada m esta dado por la ecuacion (6.7.3). Al definir la fre- 
cuencia natural de este sistema como co n y su fraction de amortiguamiento como (iguales 
a las propiedades de vibration del «-esimo modo del edificio con varios niveles) la ecuacion 
(6.7.3) se convierte en 

V b (t)=mA n (t) (13.2.13) 

Si se comparan las ecuaciones (13.2.12b) y (13.2.13), puede verse que si la masa de este 
sistema de 1GDL fuera M* (figura 13.2.3b), su cortante basal serfa igual a V^, el cortante 
basal para el n-esirno modo de un sistema de varios niveles con su masa distribuida entre 
los diferentes niveles. Por lo tanto M* se llama la masa modal efectiva del cortante basal o, 
por razones de brevedad, la masa modal efectiva. 

La ecuacion (13.2.13) implica que la masa total m de un sistema de 1GDL produce 
un cortante basal equivalente. Esto es ast porque la masa y, por consiguiente, la fuerza 
estatica equivalente se concentran en un solo lugar. En contraste, solo la parte M* de la 
masa de un edificio de varios niveles es necesaria para producir el cortante basal debido al 
u-esinio modo, porque la masa del edificio se distribuye entre los diferentes niveles (figura 
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(a) (b) 

Figura 13.2.3 (a) Fuerzas estaticas equivalentes y cortante basal en el n-esimo modo; 

(b) sistema de un solo nivel con masa modal efectiva y altura modal efectiva. 


13.2.3a) y las fuerzas estaticas equivalentes (ecuacion 13.1.11) varfan con la altura como 
m.j(pj n (ecuacion 13.2.4). Esta parte depende de la distribution de la masa del edificio en 
toda su altura y en la forma del modo, como lo indican las ecuaciones (13.2.9a) y (13.2.3). 
La intuition podrfa sugerir que la suma de las masas modales efectivas M* para todos los 
modos es igual a la masa total del edificio (vea la deduction 13.1): 

N N 

= X>, (13 . 2 . 14) 

n =1 j =1 

Ahora se comparan las ecuaciones del momento de volteo en la base para los sistemas 
con varios y con un solo nivel. El momento de volteo en la base de un edificio con varios 
niveles debido a su n-esimo modo se obtiene al especificar la ecuacion (13.2.8) para M b : 

M bn (t) = Mf n A n (t) (13.2.15a) 

que, despues de sustituir para M bn a partir de la tabla 13.2.1, se convierte en 

M hn (t) = h* n V bn (t) (13.2.15b) 

En contraste, el momento de volteo en la base para un sistema de un solo nivel con masa 
concentrada m a una altura h por encima de la base esta dado por la ecuacion (6.7.3), que se 
repite aqul por conveniencia: 

M b (t)=hV„(t ) (13.2.16) 

La comparacion de las ecuaciones (13.2.15b) y (13.2.16) indica que si la masa de este siste¬ 
ma de 1GDL fuera M* y estuviera concentrada a una altura h* (figura 13.2.3b), su momento 
de volteo en la base serfa igual a M bn , el momento de volteo en la base del n-esimo modo 
para un edificio de varios pisos con masa distribuida entre los diferentes niveles. Por lo tan- 
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to, h* se llama la altura modal efectiva del momenta en la base o, por razones de brevedad, 
la altura modal efectiva. Tambien puede interpretarse como la altura de la resultante de las 
fuerzas s„ (figura 13.2.2a) o de las fuerzas/j„(f) (figura 13.2.3a). 

La ecuacion (13.2.16) implica que la altura total h de un sistema con una sola masa 
produce el mismo momento de volteo en la base que la estructura completa. Esto es asf 
debido a que la masa de la estructura y, por consiguiente, la fuerza estatica equivalente se 
concentra a una altura h por encima de la base. En contraste, la altura modal efectiva h* es 
menor que la altura total del edificio debido a que la masa del edificio y, por lo tanto, las 
fuerzas estaticas equivalentes se distribuyen entre los diferentes niveles de piso; h* depende 
de la distribution de la masa en la altura del edificio y de la forma del modo (ecuaciones 
13.2.9 y 13.2.3). La suma de los momentos alrededor de la base de las masas modales efec- 
tivas M* situadas a las alturas efectivas h* es igual al momento de las masas de cada nivel 
alrededor de la base (vea la deduction 13.2): 

N N 

= Y2 h J ,n J < 13 - 2 - 17 ) 

n =1 7=1 

Para algunos de los modos superiores al modo fundamental, la altura modal efectiva 
puede ser negativa. Un valor negativo de h* implica que el cortante basal modal estatico Vf n 
y el momento de volteo modal estatico en la base M s f n para el n-esimo modo tienen signos 
algebraicos opuestos; por definition, tanto Mf como V/,\ para el primer modo son positivos. 

Deduction 13.1 

Al premultiplicar ambos lados de la ecuacion (13.2.2) por l r da 

N 

l r ml = y^r„ (l r m fn) 

n = 1 

Si se observa que m es una matriz diagonal con m# = m 7 -, esta puede reescribirse como 

N N 

T. m J = r " L " 

7=1 n =1 

Lo anterior proporciona una comprobacion para la ecuacion (13.2.14), puesto que el n-esimo 

termino del lado derecho es M* (tabla 13.2.1). 

Deduction 13.2 

Mediante la sustitucion de s = mh en las ecuaciones (12.8.2) y (12.8.3) se obtiene una expan¬ 
sion modal del vector de fuerza mh donde h = (h l h 2 ... h N ) T : 



Si se premultiplican ambos lados por l r , resulta 

N t8 

l r mh = 

^ M n 

n = 1 
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Observe que m es una matriz diagonal con rrijj = m r por lo 


itij, por lo que puede reescribirse como 



donde se ha empleado la ecuacion (13.2.9). Esto proporciona una comprobacion para la ecua¬ 
cion (13.2.17). 

Ejemplo 13.5 

Determine las masas y las alturas modales efectivas para el marco de cortante de dos niveles 
del ejemplo 13.2. La altura de cada nivel es h. 

Solucion En el ejemplo 13.2 se presentaron m, k, co n y cf> n para este sistema y se calcularon L h n 
y M„ para cadauno de los dos modos. Estos valores se enlistan a continuation, junto con los nue- 
vos calculos para M* y h*. Para el primer modo: L* = 2m, M\ — 3m/2, M [ = (L / 1 ! ) 2 /Mi = 
|m,Lj = h(2m)\+2h(m)l = 3hmyh\ = Lj/L* = 3hm/2m = l.5h Demanerasimilar,para 
el segundo modo: l!\ = — m, Mi = 3 m, M* = (L*) 2 /M 2 = \m, L® = h(2m)(—l) +2h(m) 
1 = Oy h* 2 = L e 2 /L h 2 = 0. 

Observe que Mf + Mf = 3m, la masa total de la estructura, lo que confirma que se satis- 
face la ecuacion (13.2.14); tambien observe que la altura efectiva para el segundo modo es cero, 
lo que implica que el momenta de volteo en la base M b2 (t), debido a ese modo, sera cero en todo t. 
Esta es una ilustracion de un resultado mas general que se desarrolla en el ejemplo 13.6. 

Ejemplo 13.6 

Demuestre que el momenta de volteo en la base de un edificio de varios niveles, debido al segun¬ 
do modo y superiores, es igual a cero si la forma del primer modo es lineal (es decir, los despla- 
zamientos de cada nivel son proporcionales a las alturas de los niveles por encima de la base). 

Solucion La ecuacion (13.2.15) proporciona la contribucion del n-esimo modo al momenta 
de volteo en la base. Un primer modo lineal implica que </> ;1 = hj h N , donde hj es la altura del 
7 -esimo nivel por encima de la base y h N es la altura total del edificio. Si se sustituye hj = 
en (13.2.9b), resulta 


N 



y esto es cero para toda n * 1, debido a la propiedad de ortogonalidad de los modos. Por lo 
tanto, para toda n ¥= 1, h% = 0 debido a la ecuacion (13.2.9a) y M bn (t) = 0 debido a la ecuacion 
(13.2.15). 

13.2.6 Ejemplo: marco de cortante de cinco niveles 

En esta seccion el procedimiento del analisis sfsmico resumido en la seccion 13.2.4 se aplica 
al marco de cortante de cinco niveles de la figura 12.8.1, sometido al movimiento del terreno 
de El Centro, que se muestra en la figura 6.1.4. Los resultados presentados se acompanan 
con comentarios de interpretacion que deben ayudar a desarrollar una comprension del 
comportamiento de la respuesta de los edificios con varios niveles. 


Propiedades del sistema. La masa concentrada nij = m = 100 kips/g en cada ni¬ 
vel, la rigidez lateral de cada entrepiso es kj = k = 31.54 kips/pulg y la altura de cada entrepiso 
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es de 12 pies. La fraction de amortiguamiento para todos los modos naturales es = 5%. La 
matriz de masa m, la matriz de rigidez k, las frecuencias naturales y los modos naturales de 
este sistema se presentan en la seccion 12.8. Para las k y m dadas, los periodos naturales son 
T n = 2.0, 0.6852,0.4346,0.3383 y 0.2966 s. (Estos periodos naturales, que son mucho mayo- 
res que para los edificios tipicos de cinco niveles, se eligieron para acentuar la contribucion a 
la respuesta estructural del segundo al quinto modos). Asf, los pasos 1,2 y 3 del procedimiento 
de analisis (seccion 13.2.4) ya se han completado. 

Expansion modal de ml. Para implementar el paso 4 del procedimiento del 
analisis (seccion 13.2.4), las propiedades modales M„, L h n y L 0 n se calculan a partir de las 
ecuaciones (13.2.3) y (13.2.9b) utilizando los modos conocidos </>„ (tabla 13.2.2). Los T,, se 


TABLA 13.2.2 PROPIEDADES MODALES 


Modo 

M n 

L h 

L e J h 

1 

1.000 

1.067 

3.750 

2 

1.000 

-0.336 

0.404 

3 

1.000 

0.177 

0.135 

4 

1.000 

-0.099 

0.059 

5 

1.000 

0.045 

0.023 


calculan a partir de la ecuacion (13.2.3) y se sustituyen en la ecuacion (13.2.4), junto con 
los valores para nz ; y 0 />n para obtener los vectores s„ que se muestran en la ligura 13.2.4. 
Observe que la direccion de las fuerzas s„ esta controlada por el signo algebraico de (j) jn (fi¬ 
gure 12.8.2). Por consiguiente, estas fuerzas para el modo fundamental actuan en la misma 
direccion, pero para los modos superiores cambian de direccion a medida que los niveles 
son superiores. La contribucion del modo fundamental a la distribution de fuerza s = ml de 
las fuerzas sfsmicas efectivas es la mas grande, y las contribuciones modales a estas fuerzas 
disminuyen poco a poco para los modos superiores. 


m 

m 

m 

m 

m 


■//////, 

ml 


► 1.252m 
-1.150m 


► 0.956m 


—►0.684m 
► 0.356m 


+ 


0.36 2m 
)-0.112m 
0.215m 
-0.394m 
• 0.301m 


+ 


► 0.159m 
-0.113 m 
-0.191Im 
0.059m 

► 0.208m 


+ 


-0.06 ?m 
► 0.116m 
-0.033 m 
-0.088w 
.0.106771 


+ 


0.015m 
-0.040i7 
0.053/77 
-0.0497i 
0.029m 


Figura 13.2.4 Expansion modal de ml. 


Respuestas estaticas modales. La tabla 13.2.3 proporciona los resultados 
para cuatro cantidades de respuesta (el cortante basal Vj, el cortante en el quinto piso V 5 , el 
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TABLA 13.2.3 RESPUESTAS ESTATICAS MODALES 


Modo 

Kj™ 

K' m 

mh 

M St 

U 5n 

1 

4.398 

1.252 

15.45 

0.127 

2 

0.436 

-0.362 

-0.525 

-0.004 

3 

0.121 

0.159 

0.092 

0.0008 

4 

0.037 

-0.063 

-0.022 

-0.0002 

5 

0.008 

0.015 

0.004 

0.00003 


momenta de volteo en la base M bn y el desplazamiento del techo u 5 ) obtenidos mediante las 
ecuaciones de la tabla 13.2.1 y los valores de Sj„, </> 5 „ y co 2n conocidos (paso 5a de la seccion 
13.2.4). Observe que las respuestas estaticas modales son mas grandes para el primer modo 
y disminuyen progresivamente para los modos superiores. Las masas modales efectivas M* 
= V s b n y las alturas modales efectivas h* n = MfJVf n se muestran de manera esquematica en 
la figura 13.2.5; observe que las h *se grafican sin sus signos algebraicos. Observe que EM* 
= 5m, lo que confirma que se cumple con la ecuacion (13.2.14). Tenga en cuenta tambien 
que Eh*M* = 15 mh\ esto es igual a Eh-mj = 15 mh, con lo que se confirma que se satisface 
la ecuacion (13.2.17). 


m 



Figura 13.2.5 Masas y alturas modales efectivas. 


Excitacion Sl'smica. La aceleracion del terreno ii,,(t) esta definida por sus valores 
numericos en los instantes de tiempo equiespaciados a cada A/. Este paso de tiempo Af = 
0.01 s se elige lo suficientemente pequeno para definir u g (t) de manera precisa y para de- 
terminar con exactitud la respuesta de los sistemas de 1GDL con periodos naturales T n , el 
menor de los cuales es de 0.2966 s. 

Respuesta de los sistemas de 1GDL. Se determina la respuesta de deformacion 
D„{t) del n-esimo modo del sistema de 1GDL con periodo natural T„ y fraccion de amortigua- 
miento t, n , al movimiento del terreno (paso 5b de la seccion 13.2.4). Se ejecuto el metodo de la 
aceleracion lineal en el tiempo paso a paso (capftulo 5) para obtener los valores discretos de D n 
en cada At. Sin embargo, por conveniencia, estos valores discretos se siguen indicando como 
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3 

O H 


5.378 



2.583 

-^\^/wn/\/\/vwvv^w\/VVVv 


— s\/\I^/\j\s\ /vnaa^v ^-^^ 

1.505 


0.877 

^V\/\/V v^ 


1 

o 

-l 


l 


0.1375 


Modo 1 


0.5628 


■^\A/^W\/\AA/WWn^\/WW 


M 0 
c 

^ -1 
1 




0.7837 


0.8149 




0.653 


5 10 

Tiempo, s 


15 




r~ *W\MW 


0.7585 


5 10 

Tiempo, s 


15 


Figura 13.2.6 Respuestas de desplazamiento £>„(7) y pseudo-aceleracion T„(t) de sistemas 
modales de 1GDL. 


D n (t). En cada instante de tiempo la pseudo-aceleracion se calcula a partir de AJt) = or n D n (t). 
Estos calculos se implementan para los sistemas de 1GDL correspondientes a cada uno de los 
cinco modos de la estructura y los resultados se presentan en la figura 13.2.6. 

Respuestas modales. El paso 5c de la seccion 13.2.4 se implementa para deter- 
minar la contribucion del /7-esimo modo a las cantidades de respuesta seleccionadas: V b , V 5 , 
M bn y u 5 . Las respuestas estaticas modales (tabla 13.2.3) se multiplican por A„ (figura 13.2.6) 
en cada paso de tiempo para obtener los resultados presentados en las figuras 13.2.7 y 13.2.8. 

Estos resultados dan una primera impresion de los valores relativos de las contribucio- 
nes a la respuesta para los distintos modos. Las respuestas estaticas modales (tabla 13.2.3) 
habtan sugerido que la respuesta serta mas grande en el modo fundamental y tenderfa a 
disminuir en los modos superiores. Tal es el caso de este ejemplo para el desplazamiento 
del techo, el cortante basal y el momento de volteo en la base, pero no para la fuerza cor- 
tante en el quinto entrepiso. La forma en la que las respuestas modales relativas dependen 
de la cantidad de respuesta y de las propiedades del edificio se analiza en el capitulo 18 (lo 
encontrara en ingles en el sitio web del libro). 

Respuestas totales. Las respuestas totales, determinadas mediante la combina- 
cion de las contribuciones modales r n (t) (paso 6 de la seccion 13.2.4) de acuerdo con la 
ecuacion (13.2.10), se muestran en las figuras 13.2.7 y 13.2.8. Los resultados presentados 
indican que no es necesario incluir las contribuciones de todos los modos en el calculo de 
la respuesta de un edificio de varios niveles; puede ser suficiente incluir pocos modos infe- 
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0 
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75 

0 
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■Jet*. - 
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Oh 

3 


-40 


40 
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40 

0 
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40 


Oh 

3 


-40 


17.211 


Modo 1 



^ WyV v An^\/\/\/\/\AAAA /v/ \AAAAA 


20.382 




12.923 


— s -*■ 

4.951 


1.141 


35.2 i 7 Total 


5 10 

Tiempo, s 


15 


Figura 13.2.7 Cortante basal y en el quinto entrepiso: contribuciones modales, V h „(t) y V 5 „(t), 
y respuestas totales, V b (t) y V 5 (f). 


riores y en consecuencia las sumas modales pueden truncarse. En este ejemplo particular, 
la contribucion de los modos cuarto y quinto podrfa despreciarse; los resultados seguirfan 
siendo precisos para su uso en el diseno estructural. La cantidad de modos que debe incluir- 
se depende del movimiento sismico del terreno y de las propiedades del edificio. Este tema se 
aborda en el capitulo 18 (en ingles en el sitio web). 

Antes de abandonar este ejemplo se haran tres observaciones adicionales que seran 
muy utiles en la parte B de este capitulo. En primer lugar, como se vio en el capitulo 6, los 
maximos de D n (t) y A„(t), indicados en la figura 13.2.6, pueden determinarse a partir del es- 
pectro de respuesta para el movimiento del terreno. Este hecho permitira determinar el valor 
maximo de la contribucion del /z-esimo modo a cualquier cantidad de respuesta directamen- 
te del espectro de respuesta. En segundo lugar, la contribucion del zz-esimo modo a cada 
cantidad de respuesta alcanza su valor maximo al mismo tiempo que A n (t). En tercer lugar, 
el valor maximo de la respuesta total ocurre en un instante de tiempo diferente a cuando se 
alcanzan las respuestas modales maximas individuals. Por otra parte, los valores maximos 
de las respuestas totales para las cuatro cantidades de respuesta se producen en diferentes 
instantes de tiempo debido a que los valores relativos de las contribuciones modales varian 
con la cantidad de respuesta. 
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3.718 
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15 


Figura 13.2.8 Desplazamiento del techo y momenta de volteo en la base: contribuciones 
modales, u 5n (t ) y M b „(t), y respuestas totales, u^{t) y M b {t). 


13.2.7 Ejemplo: marco de cuatro niveles con un apendice 

En esta seccion se aborda el analisis sismico y el estudio de la respuesta de un edificio 
de cuatro niveles con un apendice ligero (un penthouse, una pequena construction para 
instalaciones mecanicas, un espectacular publicitario, o apendices similares). Este ejemplo 
se presenta porque destaca ciertas caracterfsticas especiales de la respuesta representativas 
de un sistema con dos frecuencias naturales cercanas. 

Propiedades del sistema. Las masas concentradas en los cuatro primeros pisos 
son nij = m, la masa del apendice m 5 = 0.01 m y m = 100 kips/g. La rigidez lateral de cada 
uno de los primeros cuatro entrepisos es kj = k. la rigidez del apendice k 5 = 0.0012 k y k = 
22.599 kips/pulg. La altura de cada entrepiso y del apendice es de 12 pies. La fraction de 
amortiguamiento para todos los modos naturales es = 5%. Se determinant la respuesta 
de este sistema para el movimiento del terreno de El Centro. El procedimiento de analisis 
y su aplicacion son identicos a los de la seccion 13.2.6; por lo tanto, solo se presenta un 
resumen de los resultados. 
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Figura 13.2.9 Periodos y modos naturales de vibracion de un edificio con un apendice. 


TABLA 13.2.4 RESPUESTAS ESTATICAS MODALES 





Modo 




1 

2 

3 

4 

5 

KJ m 

1.951 

1.633 

0.333 

0.078 

0.015 

K/ m 5 

9.938 

-8.979 

0.046 

-0.007 

0.0001 


Resumen de resultados. Los periodos naturales T„ y los modos naturales <p n de 
este sistema se presentan en la figura 13.2.9. Observe que T { y T 2 son cercanos y los modos 
correspondientes muestran grandes deformaciones en el apendice. La tabla 13.2.4 propor- 
ciona las respuestas estaticas modales para el cortante basal V h y el cortante en el apendice 
V 5 . Observe que las Vf n para los dos primeros modos son similares en magnitud y tienen 
el mismo signo algebraico; las Vf n para los dos primeros modos tambien tienen una mag¬ 
nitud similar, pero signos opuestos. En la figura 13.2.10 se muestran las respuestas D„{t) 
y A n (t) de los sistemas de 1GDL correspondientes a los cinco modos del sistema. Observe 
que D n (t). y tambien A n {t), para los dos primeros modos estan en fase debido a que los dos 
periodos naturales son cercanos; los valores maximos son similares debido a los periodos 
semejantes y a los amortiguamientos identicos en los dos modos. 

En la figura 13.2.11 se presentan las contribuciones modales al cortante basal y al 
cortante en el apendice junto con la respuesta total. Observe que las contribuciones a la 
respuesta de los dos primeros modos son similares en magnitud debido a que las respuestas 
estaticas modales son aproximadamente iguales y las A n (t) son similares. En el caso del 
cortante basal, las dos respuestas estaticas modales tienen el mismo signo algebraico, lo 
que implica que las dos contribuciones modales estan en fase [debido a que A { (t) y A 2 (t) lo 
estan] y, por lo tanto, el cortante basal combinado es mucho mayor que las respuestas mo¬ 
dales individuales. En contraste, las respuestas estaticas modales del cortante en el apendice 
son de signo algebraico opuesto, lo que indica que las dos contribuciones modales estan en 
esencia fuera de fase y, por consiguiente, el cortante en el apendice combinado es mucho 
mas pequeno que las respuestas modales individuales. Sin embargo, es muy grande, siendo 
casi igual a su propio peso. Como resultado, se ha observado un dano significativo en los 
apendices en la parte superior de las estructuras casi intactas durante los sismos. En las 
figuras 13.2.12 y 13.2.13 se muestran dos ejemplos. 
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Figura 13.2.10 Respuestas de desplazamiento D„(t) y pseudo-aceleracion A„(t) de 
los sistemas modales de 1GDL. 
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Figura 13.2.11 Cortantes basales y en el apendice: contribuciones modales, V bn (t) y 
V 5 „(f), y respuestas totales, 14 (f) y 14 (f) 
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Figura 13.2.12 Edificio Hill en Anchorage, Alaska, despues del sismo de Prince William 
Sound, el 27 de marzo de 1964, con una magnitud de 9.2. Con excepcion del dano al muro 
del penthouse (acercamiento), el edificio quedo casi intacto. (Tomada de la coleccion Stein- 
brugge, Servicio de Informacion Nacional de Ingenierfa Sfsmica, Universidad de Califor¬ 
nia, Berkeley). 



Figura 13.2.13 La Torre de Tokio, con 1091 pies de altura, se comporto bien durante el 
sismo de Tohoku, Japon, el 11 de marzo de 2011, con una magnitud de 9.0; a excepcion de 
la parte superior que se flexiono de forma permanente. Se muestra la torre antes y despues 
del sismo, con un segundo acercamiento a la flexion cerca de la punta. (Cortesfa de C. D. 
James y C. Bodnar-Anderson, Servicio de Informacion Nacional de Ingenierfa Sfsmica de 
la Universidad de California, Berkeley). 
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13.3 EDIFICIOS DE VARIOS NIVELES CON PLANTA ASIMETRICA 

En esta section el analisis modal de la section 13.1 se especifica para los edificios de 
varios niveles con plantas simetricas alrededor del eje x, pero asimetricas respecto al eje y, 
sometidos al movimiento del terreno u gy (t) en la direction y. La ecuacion (9.6.8b) controla 
el movimiento de los 2 N grados de libertad del sistema. Si los diafragmas de piso tienen el 
mismo radio de giro r (es decir, Ioj = rnij ), la ecuacion (9.6.8b) se especifica como 

JjJ « gv (0 (13.3.1) 

El procedimiento general de analisis desarrollado en la section 13.1 es aplicable a edificios 
de planta asimetrica porque la ecuacion (13.3.1) tiene la misma forma que la ecuacion 
(13.1.1). 


m 

0 

fV 

> + 

k yv 

kye 

{ u .v 1 - - 

m 

0 

0 

N> 

3 

1_ 



_key 

kee _ 

Ui 

0 

r 2 m 


13.3.1 Expansion modal de las fuerzas sismicas efectivas 


Las fuerzas sismicas efectivas p ef (?) estan definidas por el lado derecho de la ecuacion 
(13.3.1): 


PefO) = - 


ml 

0 


U„y(t) = —S H„y(t) 


(13.3.2) 


La distribution espacial s de estas fuerzas sismicas efectivas puede expandirse como la 
sumatoria de las distribuciones de fuerza inertial modal s„ (section 12.8): 

2 N 2 N 


-» Z.7V f 

"o =£»« = £ 

’ n =1 n =1 1 


m (t>yn 

r 2 m4> 


On 


(13.3.3) 


En esta ecuacion, 4> yn incluye las traslaciones y las rotaciones de los N niveles alrededor 
de un eje vertical en el n-esimo modo de (es decir, <i>H — {(/> ' yn <Pg„))' 


donde 


L h n ={^ y „ Kn) 


L h 

Y =_ - 


} = <t>yn ml = 

J 7=1 


(13.3.4) 


(13.3.5) 


M n = {Vyn tin) 


m 


r 2 m 


</»>« 

<t>0n 


N N 

M n = <t) T y„m<t> yn + ^ Wjtfyn + ^ (13.3.6) 

7=1 7=1 

donde j indica el numero de nivel y m ; la masa del nivel. La ecuacion (13.3.5) difiere de la 
ecuacion (13.2.3b) para los sistemas de planta simetrica porque (j> yn no es necesariamente 
igual a </>„. Las ecuaciones (13.3.4) a (13.3.6) para F„ pueden deducirse premultiplicando 
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ambos lados de la ecuacion (13.3.3) por (/>(. y usando la propiedad de ortogonalidad de los 
modos. En la ecuacion (13.3.3) la contribution del //-esimo modo a la distribucion espacial 
de las fuerzas sfsmicas efectivas es 


S/i 




(13.3.7) 


El /-esimo elemento de estos subvectores proporciona la fuerza lateral Sj yn y el par de torsion 
,Sp n en el /-esinio nivel: 

Sjyn r„ lllj (j)jyn SjQn E,;/’ m , Ojun (13.3.8) 


A1 premultiplicar cada ecuacion submatricial en la ecuacion (13.3.3) por 1 1 . pueden dedu- 
cirse dos resultados interesantes: 

2 N N IN 


donde 


J2 M » = Y2 m j J2 I on = ° 

n = 1 j = 1 n = 1 


(13.3.9) 


= 


C L h n ) 2 

M n 


I* Qn = r 2 Y n \ T mcj) 


dn 


(13.3.10) 


Aunque esta ecuacion de M* para los sistemas con planta asimetrica parece ser igual que 
la ecuacion (13.2.9a) para los sistemas de planta simetrica, estas pueden no ser identicas 
porque las formas de modo </>,,„ y <j) n en los dos casos no son necesariamente las mismas. 
Mas adelante se vera que M *es la masa modal efectiva cortante basal para el //-esinio modo 
y tambien la respuesta estatica modal al cortante basal. En cuanto a los edificios de planta 
simetrica, la ecuacion (13.3.9a) implica que la suma de las masas modales efectivas de 
todos los modos es igual a la masa total del edificio. Como se vera mas adelante, lf )n es la 
respuesta estatica modal para el par de torsion en la base; su suma para todos los modos es 
igual a cero de acuerdo con la ecuacion (13.3.9b). 


Ejemplo 13.7 

Determine la expansion modal para la distribucion de las fuerzas sfsmicas efectivas del sistema 
del ejemplo 10.6, sometido a un movimiento del terreno en la direccion y. Tambien calcule las 
respuestas estaticas modales para el cortante basal y el par de torsion en la base, y verifique la 
ecuacion (13.3.9) 


Solucion Los grados de libertad son el desplazamiento lateral u y y la rotacion u„ del techo. 
Con referenda a estos grados de libertad, las frecuencias y los modos naturales se determina- 
ron en el ejemplo 10.6: 

&>l = 5.878 u >2 = 6.794 rad/seg 



-0.5228 1 
0.0493 J 


02 


-0.5131 1 
-0.0502 I 


Si se especifican las ecuaciones (13.3.6), (13.3.5) y (13.3.4) para un sistema de una sola planta 
con techo de masa m y radio de giro r, resulta 

lJ l 

M n = m(<f)y n + r (j>g n ) L n = m(j)y n T n = —— (a) 

M n 

Paraeste sistema, m = 1.863kip-s 2 /pieyr 2 = (b 1 + d 1 )l 12= (30 2 + 20 2 )/12= 108.3pies 2 (veael ejem¬ 
plo 10.6). En la ecuacion (a) conn = l,alsustituirlosvaloresconocidosdem,r,(/> yl y0 fll ,seobtie- 
ne Mi = 1.863 [(—0.5228) 2 + 108.3(0.0493) 2 ] = 1.0, L\ = 1.863(-0.5228) = -0.974 
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y Tj = -0.974. De manera similar, en la ecuacion (a) con n = 2, al sustituir m, r, 4> y2 y 0®, se 
obtiene M 2 = 1.0, L 2 = -0.956 y T 2 = -0.956. 

La expansion modal de la distribucion de fuerza sfsmica efectiva se obtiene de la ecua¬ 
cion (13.3.3), al especificarla para un sistema de un solo nivel: 

77 = 1 

Si se sustituyen los valores numericos de T„, <p yn , (p 0n y r, resulta 



0.509 

-5.203 



Esta expansion modal se muestra en la planta estructural de la figura E13.7. 


. m 

oJ b 

— 

. 0.509 m 

5.203 m 

+ 

, 0.49l/?t 

5 . 20301 ^ 

s 


s , 


S 2 


Figura E13.7 Expansion modal del vector de fuerza efectiva mostrada en la vista de 
planta del edificio. 

El analisis estatico de la estructura sometida a las fuerzas s„ (figura E13.7) proporciona las res- 
puestas estaticas modales del cortante y el par de torsion basales: = 0.509 m y Vf 2 = 0.491 m\ 
Tl\ = -5.203 m y Tf 2 = 5.203 m. 

Al especificar la ecuacion (13.3.10) para un sistema de un solo nivel, se obtiene 

M n = {L J7~ 1 *On = (c) 

M n 

Si se sustituyen los valores numericos para T„, L h n , M n , r, m y <p 6n , resulta 

M* = 0.509 m I* 0 j = —5.203 m M* 2 = 0.491m I* 02 — 5.203 m 

Observe que estos datos muestran que Mf + M\ = m e I%i + I% 2 = 0, lo cual proporciona una 
confirmacion numerica de la ecuacion (13.3.9) para este sistema de un nivel (N = 1). Observe 
que, como se esperaba, Vf n = M* y Tl l n = I% n . 

13.3.2 Respuestas modales 

Desplazamientos. La ecuacion diferencial que controla la n-esima coordenada 
modal es la ecuacion (13.1.7), con ii g (t) sustituida por u gy (t), y i’„ esta definida por las 
ecuaciones (13.3.4) a (13.3.6). Si se usa este T,,, la ecuacion (13.1.10) proporciona la con- 
tribucion u„(t) del n-esimo modo al desplazamiento u(f). El desplazamiento lateral u y „ y los 
desplazamientos torsionales u fti son 

U y„(t) = r n <j> yn D n (t) u g n {t) = r „(j>8„D n (t) (13.3.11) 

En particular, los desplazamientos laterales y torsionales dely-esimo piso son 

Mjvn(t) r„ 4)j yn ^ n 0 ) Uj9n(.t) E n (/)jQ n D n (t) 


(13.3.12) 
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Fuerzas del edificio. Las fuerzas estaticas equivalentes f „(t) asociadas con los des- 
plazamientos u„(/) incluyen las fuerzas laterales i\ n (t) y los pares de torsion t' 0n (t). Estas 
fuerzas estan dadas por una generalization de la ecuacion (13.1.11): 

Hjj} = (13.3.13) 

I@n (' ) I [ Sen J 

La fuerza lateral y el par de torsion en el y-esimo nivel son 

fjyn(t) = Sjy„A n {t) = Sj8nA n (t) (13.3.14) 

Entonces, la respuesta r debida al n-esimo modo esta dada por la ecuacion (13.1.13), que se 
repite aquf por conveniencia: 

r n {t)=r*A n {t) (13.3.15) 

La respuesta estatica modal rfse determina mediante el analisis estatico del edificio debido 
a las fuerzas extemas s yn y s g „. Al aplicar estas fuerzas a la estructura, la direccion de las 
fuerzas esta controlada por el signo algebraico de (p jyn y (j) j0n . En particular, para el modo 
fundamental, todas las fuerzas laterales actuan en la misma direccion, del mismo modo que 
todos los pares de torsion (figura 13.3.1). Sin embargo, para modos superiores al primero, 
las fuerzas laterales o los pares, o ambos, cambiaran su direccion a medida que se conside- 
ran niveles superiores. 

En la tabla 13.3.1 se presentan las respuestas estaticas modales para ocho cantidades 
de respuesta: el cortante V, y el par de torsion 7) en el i-esimo entrepiso, el momento de vol- 
teo Mj en el i-esimo nivel, el cortante basal V h , el par de torsion en la base T h . y el momento 
de volteo basal M b , las traslaciones por nivel u jy y las rotaciones por nivel u t „. Las ecuaciones 
para las fuerzas se determinan mediante el analisis estatico del edificio sometido a las fuer¬ 
zas laterales s yn y a los pares s g „ (figura 13.3.1); y los resultados para «, y u j0 se obtienen al 
escribir las ecuaciones (13.3.12) de manera similar a la ecuacion (13.3.15). 


N 


j 


1 



s Nyn , 




/ ivn 




jrr\S\9n 


X 


7777 /. 


7777 ?. 


7 & 7 ?. 


Figura 13.3.1 Fuerzas extemas Sj yn y Sj Qn para el 
n-esimo modo. 
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TABLA 13.3.1 RESPUESTAS ESTATICAS MODALES 


Respuesta, r 


Respuesta estatica modal, r \f 

Vi 

I/Sl 

m 

_ 2^j=i s jyn 

Mi 


= y^j=i{hj ~ hi)Sjyn 

Ti 

'T’St 

1 in 

~ L-,j=i S J 6n 

v b 

Kn 

— y. M Sjyn ~ r nfj = M n 

M b 

Kn 

— y,j= 1 hjSjy n = r n lf n = h n M n 

T b 

r r St 
1 bn 

J* 

~ 2^,j = 1 s jSn ~ l 0n 

Ujy 

u st 

jyn 

~ (r n/bfyfjyn 

uje 

11 st 

U j0n 

~ (J'n/ ( * ) n)(/)jQn 


Las partes de las ecuaciones para Vf m Mf n y Tf n se obtienen al sustituir la ecuacion (13.3.8) 
para Sj yn y Sj 0n , la ecuacion (13.3.5) para L h „, la ecuacion (13.3.10) para M* e /g„, y la ecua¬ 
cion (13.2.9a) para h* con (p jn sustituido por <j)j yn en la ecuacion (13.2.9b). 

Al especificar la ecuacion (13.3.15) para V h , M b y T h , y al sustituir Vf n , M bn y T bn a 
partir de la tabla 13.3.1, se obtiene 

Vbn(t) = M*A n (t ) T bn (t) = I* 0n A n (t ) M bn (t) = h* n M* n A n (t ) (13.3.16) 

Por las razones mencionadas en la section 13.2.5, M* se llama la mcisa modal efectiva 
y h* la altura modal efectiva. 

Fuerzas del marco. Ademas de las fuerzas generales de cada piso del edificio, se 
desea determinar las fuerzas de los elementos (momentos flexionantes, fuerzas cortantes, 
etcetera) en los elementos estructurales (vigas, columnas, muros, etcetera) en cada marco 
del edificio. Para este proposito, los desplazamientos laterales u„, del i-esimo marco aso- 
ciados con los desplazamientos u„ en los grados de libertad de los niveles del edificio se 
determinan a partir de la ecuacion (9.5.21). Si se sustituye la ecuacion (9.5.22) para a xi y a V! , 
< = (Uy n u g n ) y la ecuacion (13.3. 1 1) para u yn y u e „, se llega a 

u,„(0 = T n {-yi(j) 9n )D n {t) u in {t) = r n ((/>y n + Xi4>0 n ) D n (t) (13.3.17) 

La primera ecuacion es para los marcos orientados en la direction jc y la segunda para los 
marcos en la direction y. En cada instante de tiempo, las fuerzas internas en los elementos 
del marco i pueden determinarse a partir de estos desplazamientos y rotaciones de nudo 
(vea el ejemplo 13.4) usando las propiedades de rigidez del elemento (apendice 1). 

De manera alternativa, las fuerzas estaticas equivalentes f,„ pueden definirse para el 
z-esiiuo marco con la matriz de rigidez lateral k xi si el marco esta orientado en la direction 
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Figura 13.3.2 Fuerzas estaticas equivalentes para el 
j-esimo marco asociado con la respuesta del edificio en 
su n-esimo modo natural. 


x o k v , para un marco en la direction y. Asf, 

f«„(0 = k xi u in (t) = {Tn/cobKii-yrfe^Anit) (13.3.18a) 

f/„(0 = k yi Uin(t) = (r n /co 2 n )k yi ((j) yn + Xi (/)(}„) A n (t) (13.3.18b) 

donde las ecuaciones (13.3.17) y (13.1.12) se utilizan para obtener la segunda parte de estas 
ecuaciones. En cada instante de tiempo, las fuerzas de los elementos se determinan mediante 
el analisis estatico del i-6 simo marco sometido a las fuerzas laterales f in (t) mostradas en la 
figura 13.3.2. 

13.3.3 Respuesta total 

La combination de las contribuciones de todos los modos a la respuesta proporciona la 
respuesta total del edificio con planta asimetrica a la excitation sfsmica: 

2 N IN 

r (0 = £r„(f) = X>„ st A„(0 (13.3.19) 

n =1 n =1 

donde la ecuacion (13.3.15) se ha sustituido por r„(t), la respuesta del n-esimo modo. 

13.3.4 Resumen 

La historia de la respuesta de un edificio de N niveles con planta asimetrica alrededor del 
eje y a un movimiento sfsmico del terreno en la direction y puede calcularse mediante el 
procedimiento que se acaba de desarrollar, el cual se resume enseguida paso a paso: 

1. Defina en forma numerica la aceleracion del terreno ii gy (t) en cada paso de tiempo At. 

2. Defina las propiedades estructurales. 

a. Determine las matrices de masa y rigidez a partir de las ecuaciones (13.3.1) y 
(9.5.26). 

b. Estime las fracciones de amortiguamiento modal (capftulo 11). 

3. Determine las frecuencias naturales co n (periodos naturales T„ = 2ir/co„) y los mo¬ 
dos naturales de vibration (capftulo 10). 

4. Determine los componentes modales s' n = (s yn Sg„)— (definidos por las ecua¬ 
ciones 13.3.7 y 13.3.8) de la distribution de fuerza efectiva. 
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5. Calcule la contribucion a la respuesta del n-esimo modo mediante los siguientes 

pasos, que se repiten para todos los modos, n = 1, 2,..., 2N: 

a. Realice el analisis estatico del edificio sometido a las fuerzas laterales s yn y los 
pares de torsion s g „ para determinar rf, la respuesta estatica modal para cada 
cantidad de respuesta r deseada (tabla 13.3.1). 

b. Determine la respuesta de deformacion D„(t) y la respuesta de pseudo- 
aceleracion A n (t) del n-esimo modo del sistema de 1GDL a u gy (t), usando los 
metodos numericos de tiempo paso a paso (capitulo 5). 

c. Determine r„(t) a partir de la ecuacion (13.3.15). Esta ecuacion tambien puede 
usarse para determinar las fuerzas de los elementos en el i-esimo marco, 
dado que las respuestas estaticas modales se deducen de estas cantidades de 
respuesta. De manera alternativa, estas fuerzas internas pueden determinarse 
mediante el analisis estatico del marco sometido a las fuerzas laterales de la 
ecuacion (13.3.18). 

6. Combine las contribuciones modales r n (t) para determinar la respuesta total usando 

la ecuacion (13.3.19). 


En el analisis modal solo es necesario incluir los modos de respuesta con contribucio¬ 
nes significativas. El sistema considerado tiene movimientos laterales-torsionales acopla- 
dos en 2N modos o N pares de modos. Para muchos edificios, ambos modos en un par tienen 
frecuencias naturales similares y la magnitud de las respuestas es semejante (vea el ejemplo 
13.8). Por lo general, solo unos cuantos pares de los modos inferiores contribuyen de mane¬ 
ra significativa a la respuesta. Por lo tanto, los pasos 3,4, y 5 deben implementarse solo para 
estos pares modales y como consecuencia la sumatoria modal del paso 6 puede truncarse. 

Extension para edificios con planta arbitraria. El procedimiento que se aca- 
ba de resumir sirve para el analisis sismico de edificios con varios niveles y una planta 
asimetrica alrededor de un eje, por ejemplo el eje y, pero simetrica con respecto al otro eje, 
el eje x, sometidos al movimiento del terreno en la direccion y. Este procedimiento puede 
extenderse para los edificios de varios pisos con planta arbitraria que no tienen eje de si- 
metria. En este caso, el sistema con 3 N grados de libertad dinamicos esta controlado por 
la ecuacion (9.6.7) y respondera con los movimientos acoplados lateral en x, lateral en y y 
torsional, al ser excitado por el movimiento del terreno en las direcciones xoy. 


Ejemplo 13.8 

Determine la respuesta del sistema de los ejemplos 13.7 y 10.6 con fracciones de amortigua- 
miento modal = 5% para el movimiento del terreno de El Centro actuando en direccion 
del eje y. Las cantidades de respuesta de interes son los desplazamientos por nivel, el cortante 
basal y el par de torsion en la base del edificio, as! como el cortante basal de los marcos Ay B. 

Solucion Los pasos 1 al 4 del procedimiento de analisis (seccion 13.3.4) ya se han aplicado 
en los ejemplos 10.6 y 13.7. 

Paso 5a: las respuestas estaticas modales del cortante y el par de torsion basales son 
(a partir del ejemplo 13.7): Vf, = 0.509m y Vf 2 = 0.491m; 7|j = -5.203m y Tf 2 = 5.203m. 
Las respuestas estaticas modales para el desplazamiento lateral u y y la rotacion u B del techo 
se obtienen al especificar las ecuaciones de la tabla 13.3.1 para este sistema de un solo nivel: 
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Tiempo, s 


0.381 


Modo 1 


w\A/-— 


-vWVVWv^- 


■'VV^A 


0.498 


5 10 
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15 


Figura E13.8a Respuestas de desplazamiento D„(t) y pseudo-aceleracion A„(t) de los sistemas 
modales de 1GDL. 


Si se sustituyen los valores numericos para r„, cp yn y (f> gn (a partir del ejemplo 13.7) para el pri¬ 
mer modo en la ecuacion (a), resultan u st yl = 0.509/a>i y Ug\ = -0.0480/o>i. De manera similar, 
para el segundo modo, uf 2 = 0.491/a> 2 y 4 = 0.0480/a> 2 . Observe que las respuestas estaticas 
modales u yn y V bn para los dos modos son similares en magnitud y tienen el mismo signo al- 
gebraico; wj* y T s b 5, para los dos modos tambien son similares en magnitud (identicos para un 
sistema de un solo nivel) pero tienen signos opuestos. 

Paso 5b: el analisis de respuesta para el primer modo del sistema de 1GDL (T, = 2jt/ 

a>i = 2^/5.878 = 1.069 s y G = 5%) y para el segundo modo del sistema de 1GDL (T 2 = 2i r/ 

a> 2 = 27T/6.794 = 0.9248 s y f 2 = 5%) al movimiento del terreno de El Centro proporciona las 
D n (t) y A„(t) que se muestran en la figura E13.8a. Observe que las D n (t), y tambien las A„(f), 
para los dos modos son similares y estan aproximadamente en fase debido a que sus periodos 
naturales son semejantes. 

Paso 5c: si se sustituyen V bn y Tf n a partir del paso 5a en la ecuacion (13.3/.5), resultan 
las contribuciones del rc-esimo modo al cortante basal y el par de torsion en la base: 

V bx (t) = 0.509mA! (f) T bl (t) = -5.203mA l (t) (b) 

V b2 (t) = 0.491mA 2 (t) T hl {t) = 5.203 mA 2 (t) ( c ) 

La figura E13.8b muestra los V bn (t) y T bn (t) calculados a partir de las ecuaciones (b) y (c) usan- 
do m = 1.863 kip-s 2 /pie y la A„(t) de la figura El3.8a. 

Si se sustituyen uf n y a partir del paso 5a de la ecuacion (13.3.15), resultan las contri¬ 
buciones del n-esimo modo a los desplazamientos del techo: 

nyi(t) = 0.509DKO u e i(t) = -0.0480Dj(t) (d) 

u y2 {t) = 0.491D 2 (f) u e2 (t) = 0.0480D 2 (t) (e) 

donde D n (t) tiene unidades de pies. En la figura E13.8c se muestra u yn (t) y (7>/2)M e „(t) calculados 
a partir de las ecuaciones (d) y (e) utilizando la D n (t) de la figura E13.8a. 

La fuerza lateral para el marco A esta dada por la ecuacion (13.3.18b) especificada para 
un marco de un nivel: 

J‘An 0) k\ [ttyn(l) “b Xy4M^ H (f)J (f) 

Si se sustituyen k A = 75 kips/pie, x A = 1.5 pies, u yn (t) y u g „(t) a partir de las ecuaciones (d) y 
(e), resultan 

Ia i (0 = 32.80D!(O kips f A 2 (t) = 42.19D 2 (0 kips 
donde D n (t) tiene unidades de pies. El cortante basal de un marco de un solo nivel es igual a la 












pulg. Uy„ , pulg. Vb Vbn, k>P s 
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Figura E13.8b Cortante y par de torsion basales: contribuciones modales, V h „(t) y T b „(t), y respues- 
tas totales, V b (t) y T b (t). 
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Figura E13.8c Desplazamiento lateral y bl 2 veces la rotacion del techo: contribuciones modales, 
u y „(t) y (b/2)ug„(t), y respuestas totales, y (b/2)u e (t). 


fuerza lateral, por lo que el cortante basal debido a los dos modos es 

VbAi (t) = 32.80/)i (t) V bA2 (t) = 42.1902(0 (g) 

Estos cortantes basales se calculan utilizando la D„(t ) que se conoce a partir de la figura E13.8a 
y se muestra en la figura E13.8d. Observe que los cortantes basales para el marco A por sf 
solo y para el edificio son identicos debido a que el sistema solo tiene el marco A en la direc- 
cion y y esta estructura soporta toda la fuerza. 

La fuerza lateral de marco B esta dada por la ecuacion (13.3.18a) especificada para un 
marco de un nivel: 

fBnit) = k B l~yBU0n(t)] (h) 

A1 sustituir para k B = 40 kips/pie, y B — 10 pies y u g „{ t) a partir de las ecuaciones (d) y (e), se 
obtiene 


/zn(0 = 19.20! (0 fin(t) = ~l9.2D 2 (t) 
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Figura E13.8d Cortantes basales de los marcos A y B: contribuciones modales, V bA „ y V hR „, y 
respuestas totales, y VbB- 


donde D n (t ) tiene unidades de pies. El cortante basal debido a los dos modos es 
V b Bi(t) = 19.2£>i(f) VbBiU) = -19.27)2(0 
Estos cortantes basales del marco B se calculan utilizando la D n (t) que se conoce a partir de la 
figura E13.8a y se muestra en la figura E13.8d. 

Las figuras E13.8b a d muestran que los dos modos contribuyen de manera similar a la 
respuesta de este sistema de un solo nivel. Esto es tfpico de los sistemas con planta asimetrica 
donde los pares de modos en una estructura con un eje de simetria (o tripletas de modos si el 
sistema no tiene eje de simetria) pueden tener contribuciones similares a la respuesta. 

Paso 6: la combinacion de las contribuciones modales proporciona la respuesta total para 
este sistema de dos grados de libertad: 

r(0 = r| (r) + r 2 (t) 

En las figuras E13.8b a d se muestran los valores combinados del desplazamiento lateral, la 
rotacion, el cortante y el par de torsion basales para el edificio, asf como el cortante basal para 
los marcos Ay B. Observe que la respuesta combinada alcanza su valor maximo en un instante 
de tiempo diferente de los momentos en que se alcanzan los maximos modales. 

Comentarios de interpretation. Observe que las contribuciones modales al des¬ 
plazamiento lateral (y al cortante basal) son similares en magnitud debido a que las respuestas 
estaticas modales son aproximadamente iguales y las Z)„(0 y A„(0 son semej antes para los dos 
modos (figura E13.8a). Las contribuciones modales estan aproximadamente en fase porque la 
D n (t ), asf como la A„(t), para los dos modos estan mas o menos en fase y las dos respuestas es¬ 
taticas modales tienen el mismo signo algebraico. Por consiguiente, el pico de la respuesta total 
es mucho mas grande que los picos de las respuestas modales. En contraste, las contribuciones 
modales a la rotacion del techo (y al par de torsion basal), si bien son similares en magnitud, 
estan fuera de fase y las dos respuestas estaticas modales tienen un signo opuesto. Por lo tanto, 
el pico de la respuesta total es solo un poco mayor que los picos de las respuestas modales. 

Considere otro sistema de un nivel y planta asimetrica, similar al analizado en el ejem- 
plo 13.8 (figura 9.5.1) pero con un menor e, por ejemplo e = 0.5 en vez de 1.5 pies. Los dos 
periodos naturales ahora seran mucho mas cercanos que para la estructura analizada en el 
ejemplo 13.8 y la D n (t), al igual que la A„(t), para los dos modos estara esencialmente en fase. 
Para tal sistema, las contribuciones modales al desplazamiento lateral (y al cortante basal) 
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estaran en fase debido a que las respuestas estaticas modales tendran el mismo signo; los dos 
picos modales se superpondran casi directamente, y el pico de la respuesta total sera mucho 
mas grande que los picos de las respuestas modales. Por otra parte, las contribuciones modales 
a la rotacion del techo (y al par de torsion basal) estaran en esencia en fase opuesta, porque 
las respuestas estaticas modales tendran signos contrarios; los dos picos modales se anularan 
entre sf y, entonces, el pico de la respuesta total sera mucho mas pequeno que los picos de las 
respuestas modales. 

Ejemplo 13.9 

Identifique los efectos de la asimetrfa en planta sobre la respuesta sfsmica del sistema de un 
nivel del ejemplo 13.8; para ello, compare su respuesta con la del sistema de un nivel y planta 
simetrica definido en la seccion 9.5.3. 

Solucion La respuesta del sistema de planta simetrica al movimiento del terreno en la direc¬ 
cion y se controla por la segunda de las tres ecuaciones diferenciales (9.5.20). Al dividir esta 
ecuacion entre m y al introducir el amortiguamiento, se obtiene la ecuacion ya conocida para 
un sistema de 1GDL: 

2 

U y H - ^^yCOyVly “f" COylty U gy ) (^0 

donde u> y = yjk y /m. Como se menciono en la seccion 9.5.3, la componente y del movimiento 
del terreno solo producira la respuesta lateral en la direccion y sin ninguna torsion alrededor de 
un eje vertical o desplazamientos en la direccion x. El desplazamiento lateral en la direccion 
y es 


Uy(t) =D(t,COy, £y) (b) 

y el cortante basal asociado para el marco A es 

VbA mA(t, (Dy, £y) (c) 

donde D(t, co y , f) y A{t, a) y , f) indican las respuestas de deformacion y de pseudo-aceleracion. 


Sistema con planta asimetrica 


-Sistema con planta simetrica 




Figura E13.9 Respuestas de los sistemas con planta asimetrica y simetrica. 
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respectivamente, de un sistema de 1GDL con la frecuencia natural co y y la fraccion de amorti- 
guamiento f a la aceleracion del terreno ii gy (t). Los marcos ByCno experimentarfan ninguna 
fuerza. 

Para el sistema de planta simetrica asociado con el ejemplo 13.8, co y = 6.344 (vea el 
ejemplo 10.7) y la fraccion de amortiguamiento es la misma, f = 5%. La respuesta de este 
sistema de 1GDL se calcula a partir de las ecuaciones (a) a (c) y se muestra en la figura E13.9, 
en la que tambien se compara con la respuesta del sistema de planta asimetrica (ejemplo 13.8). 
Resulta claro que la asimetna en planta tiene el efecto de (1) modificar el desplazamiento 
lateral y el cortante basal de un marco, y (2) provocar la torsion en el sistema y las fuerzas en 
los marcos By C que no existen si la planta del edificio es simetrica. En este caso particular, el 
cortante basal del marco A se reduce a causa de la asimetna en planta, pero esto no siempre es 
ast, puesto que depende del periodo natural de la estructura, las caracterfsticas del movimiento 
del terreno y la ubicacion del marco en la planta del edificio. 


13.4 RESPUESTA TORSIONAL DE EDIFICIOS CON PLANTA SIMETRICA 

En esta seccion se analiza la respuesta torsional de los edificios de varios niveles con plantas 
nominalmente simetricas alrededor de dos ejes ortogonales. Tales estructuras pueden 
someterse a movimientos de torsion “accidentales” por dos razones principales: por lo general 
el edificio no es simetrico en su totalidad y las variaciones espaciales en el movimiento del 
terreno pueden provocar la rotacion (alrededor del eje vertical) de la base del edificio, lo que 
inducira al movimiento torsional de este, incluso si su planta es simetrica en su totalidad. 

Considere en primer lugar el analisis de la respuesta torsional de un edificio con una 
planta simetrica en su totalidad debido a la rotacion de su base. Para una excitacion rotacional 
dada ii gg (t), las ecuaciones de control (9.6.9c) pueden resolverse mediante el procedimiento 
del analisis modal, considerando solo los modos de vibracion torsionales del edificio. Este 
procedimiento podrfa desarrollarse en la direction de las ltneas de la seccion 13.3. Sin embar¬ 
go, no se presenta por dos razones: (1) es sencillo y (2) en la practica de la ingenierfa estructu- 
ral, los edificios no se analizan para la excitacion rotacional. Por lo tanto, en esta breve seccion 
se presentan los resultados de dicho analisis y se comparan con las torsiones registradas en los 
edificios durante un sismo. 

Considere el edificio que se muestra en la figura 13.4.1, ubicado en Pomona, Califor¬ 
nia. Este edificio con un marco de concreto reforzado y dos niveles, tiene un sotano parcial 
y una estructura de penthouse ligera. Para todos los efectos practicos y codigos de diseno, el 
edificio tiene una planta nominalmente simetrica, como lo indica su planta de construction 
en la figura 13.4.2. El sistema de resistencia a las fuerzas laterales en el edificio consta de 
columnas perifericas interconectadas por vigas longitudinales y transversales, pero las co- 
lumnas de las esquinas externas en forma de L, asi como las columnas interiores del edificio 
no estan disenadas en especffico para resistir sismos. El sistema de piso esta formado por 
una losa de concreto con 6 pulg de espesor. El edificio tambien incluye muros en el nucleo 
de escaleras (muros de concreto en el sotano y de mamposterfa en los pisos superiores). Los 
cimientos de las columnas y los muros interiores estan apoyados sobre pilotes. 

Los canales de un acelerografo situados como se muestra en la figura 13.4.3 regis- 
traron el movimiento del edificio durante el sismo de Upland (28 de febrero de 1990), 
incluyendo tres canales de movimiento horizontal en tres distintas posiciones: el tec ho, el 
segundo nivel y el sotano. Las aceleraciones maximas del sotano fueron de 0.12g y 0.13g 
en el direcciones x y y, respectivamente. 
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Figura 13.4.1 Edificio First Federal Savings, una construccion de concreto reforzado con 
dos niveles (y un sotano parcial) en Pomona, California. (Cortesfa de California Strong 
Motion Instrumentation Program). 


En el techo estos movimientos se incrementaron a 0.24g en la direccion x y 0.22g en 
la direccion y. El edificio no sufrio ningun dano estructural durante el sismo. 

Algunos de los movimientos registrados se muestran en la figura 13.4.4. Estos in- 
cluyen las aceleraciones de traslacion en x para dos sitios en el sotano del edificio y en 
dos lugares al nivel del techo. A1 superponer los movimientos en dos sitios del techo en 
la figura 13.4.5 resulta claro que este edificio experimento alguna torsion; de lo contra- 
rio, estos dos movimientos habrfan sido identicos. Si se supone que la base es rfgida, su 
aceleracion de giro se calcula como la diferencia entre los dos registros de traslacion en 
el sotano del edificio dividida por la distancia que existe entre las dos ubicaciones. Esta 
aceleracion de rotacion en la base se multiplica por b/2, donde la dimension de la planta 
del edibcio b = 109.75 pies, y se grabca en la bgura 13.4.6. El valor maximo de (b/2) 
u g8 (t) es 0.029g, comparado con la aceleracion maxima de 0.12g en la direccion x. 

La respuesta torsional del edibcio al movimiento rotacional del sotano, bgura 13.4.6, 
se determina mediante la solution de la ecuacion modal (9.6.9c) con fracciones de amorti- 
guamiento modal del 5%. Estas se estimaron a partir de los movimientos registrados en el 
techo y el sotano con algunos de los procedimientos mencionados en la parte A del capitulo 
11. En la bgura 13.4.7 se presenta la historia de la respuesta de la fuerza cortante en una 
columna seleccionada del edibcio. Esta es solo una parte de las fuerzas en los elementos 
debidas al movimiento de torsion real del edibcio durante el sismo, como se demostrara a 
continuation. 

Los valores aproximados de las fuerzas en los elementos debidas a la torsion registra- 
da pueden determinarse en cada instante de tiempo mediante el analisis estatico del edibcio 
sometido a los pares de torsion inerciales l Oj uj g (t) al nivel de cada uno de los pisos (j = I, 
2 ,..., AO, donde I 0j es el momento de inercia de la masa del /-esimo nivel alrededor del eje 
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Figura 13.4.3 Canales del acelerografo (CH) en el edificio de First Federal Savings. 
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Figura 13.4.4 Movimientos registrados en el edificio First Federal Savings durante el 
sismo de Upland del 28 de febrero de 1990. 



Tiempo, s 

Figura 13.4.5 Movimientos registrados en dos ubicaciones en el techo del edificio First 
Federal Savings durante el sismo de Upland del 28 de febrero de 1990. 



Tiempo, s 

Figura 13.4.6 Aceleracion rotacional del sotano multiplicada por fo/2 (tomada de De la 
Llera y Chopra, 1994). 
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Figura 13.4.7 Comparacion de la fuerza cortante (componente x) en la columna 26, debi- 
da a (1) la torsion registrada del edificio y (2) la respuesta torsional calculada del edificio al 
movimiento de rotacion del sotano (tomada de De la Llera y Chopra, 1994). 


vertical que pasa por O. el centra de masa (CM) del piso, y ii'p es la aceleracion torsional 
del diafragma del /-esimo nivel. Al utilizar estas fuerzas inerciales como fuerzas estaticas 
equivalentes, se incluyen las fuerzas de amortiguamiento, y esto es una fuente de aproxima- 
cion (vea el ultimo parrafo de la seccion 1.8.2). En la figura 13.4.7 tambien se presentan los 
resultados de estos analisis estaticos para la fuerza cortante en la misma columna. 

Esta figura muestra que la fuerza maxima debida al movimiento rotacional del sotano 
es aproximadamente el 45% de la fuerza maxima debida al movimiento torsional real del 
edificio. El 55% restante de la fuerza surge, en parte, porque este edificio no es simetrico en 
su totalidad debido a varios factores, siendo el mas evidente el nucleo de escaleras mostrado 
en la figura 13.4.2 y porque el sotano, que es menor que la mitad de la planta, no tiene una 
ubicacion simetrica. 

El movimiento torsional de los edificios con planta nominalmente simetrica, como el 
edificio de la figura 13.4.1, suele llamarse torsion accidental. Tal movimiento contribuye 
a una pequena fraccion de las fuerzas sfsmicas totales en la estructura. Para el edificio y el 
sismo considerado, la torsion accidental aporto el 4% de la fuerza total (resultados que no 
se presentan aqut), pero en la respuesta al sismo de otros edificios se han identificado con- 
tribuciones mas grandes. La respuesta estructural asociada con la torsion accidental no es 
susceptible de calculo en el diseno estructural por dos razones: (1) el movimiento rotacional 
en la base no esta definido, y (2) no resulta practico identificar y analizar el efecto de cada 
fuente de asimetrta en un edificio con una planta nominalmente simetrica. Por lo tanto, los 
codigos de construction incluyen una disposicion de diseno simple para tener en cuenta la 
torsion accidental en edificios simetricos y asimetricos; en este ultimo caso se considera en 
forma adicional a la torsion surgida de la asimetrta en planta (seccion 13.3). Las investiga- 
ciones han demostrado que existen deficiencias en esta disposicion de los codigos. 


13.5 ANALISIS DE RESPUESTA PARA LA EXCITACION MULTISOPORTE 

En esta seccion el procedimiento de analisis modal de la seccion 13.1 se extiende a los sis- 
temas de VGDL excitados por movimientos prescritos ii gI (t ) en los distintos apoyos (1=1, 
2,..., N g ) de la estructura. En la seccion 9.7 se demostro que las ecuaciones de control son 
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las mismas que la ecuacion (13.1.1), con las fuerzas sfsmicas efectivas 

Pef(f) = -^]m iliiglit) 

1=1 


en vez de la ecuacion (13.1.2). La ecuacion modal (13.1.7) se convierte ahora en 


donde 


r,,/ - 


Qn "L 2 ^ n O) n C[ n t q n / ' E /f /Ug/ (?) 


1 = 1 


L'nl 


L nl =<j) n mi, M n =cj) n m(j) n 


(13.5.1) 


(13.5.2) 

(13.5.3) 


La solucion de la ecuacion (13.5.2) puede escribirse como una generalization de la ecua¬ 
cion (13.1.9): N 

Iy 8 

q n (t) = J2 r m D m(t) (13.5.4) 

/=i 

donde D nl {t) es la respuesta de deformation del n-esimo modo del sistema de 1GDL a la 
aceleracion /'/„,(?) del apoyo. 

La respuesta de desplazamiento de la estructura, ecuacion (9.7.2), contiene dos partes: 


1. Los desplazamientos dinamicos se obtienen al combinar las ecuaciones (13.1.3) y 

(13.5.4): 

u(0 = EE r «/</>,,A,KO (13.5.5) 

1 = 1 n = 1 

2. Los desplazamientos cuasi-estaticos u s estan dados por la ecuacion (9.7.11). 


La combinacion de las dos partes proporciona los desplazamientos totales en los grados de 
libertad estructurales: 

N s N s N 

u' (0 = ^ ilU g i{t) + EE r, ,/</>„ D„, (t) (13.5.6) 

/ = 1 / = 1 n = 1 

Las fuerzas en los elementos estructurales pueden obtenerse a partir de los desplazamien¬ 
tos estructurales u'(f) y de los desplazamientos en los apoyos prescritos u ? (f) sin analisis 
dinamicos adicionales empleando cualquiera de los dos procedimientos mencionados en la 
seccion 9.10. En el primer metodo, las fuerzas en los elementos se calculan a partir de los 
desplazamientos nodales conocidos utilizando las propiedades de rigidez de los elementos. 
Por lo general, este metodo es el recomendado para la aplicacion computacional de los 
calculos de fuerza en excitaciones a varios apoyos. Sin embargo, resulta util generalizar el 
segundo metodo que se basa en las fuerzas estaticas equivalentes. El resto de esta seccion 
esta dedicado a dicho desarrollo. 

Las fuerzas estaticas equivalentes en el grado de libertad estructural estan dadas por 
el ultimo termino del lado izquierdo de la ecuacion (9.7.1): 

fs = ku' + kgUg (13.5.7) 

Si se sustituye la ecuacion (9.7.2) para u' y se usa la ecuacion (9.7.7), resulta 


f s (0 = ku (0 


( 13 . 5 . 8 ) 
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Estas fuerzas dependen solo de los desplazamientos dinamicos, ecuacion (13.5.5). Por lo 
tanto, 

N s N 

hit) = EE r n ik(j> n Dni(t) (13.5.9) 

1=1 n=1 

que puede escribirse en terminos de la matriz de masa empleando la ecuacion (10.2.4): 

N s N 

hit) = T nI m(j> n A nl it) (13.5.10) 

/=1 n =1 

donde 

A nl (t) = co 2 n D nl (t) (13.5.11) 

es la respuesta de pseudo-aceleracion del /z-esinio modo del sistema de 1GDL a la acelera- 
cion ii g i(t ) del apoyo. 

Las fuerzas estaticas equivalentes a lo largo del grado de libertad del apoyo tambien 
estan dadas por el ultimo termino del lado izquierdo de la ecuacion (9.7.1): 

f s g = kju' + kggUg (13.5.12) 

Si se sustituye la ecuacion (9.7.2) para u' y se utiliza la ecuacion (9.7.3) para las fuerzas 
cuasi-estaticas p)(/j del apoyo, resulta 

fs g (t) =kju(f) +Pg(0 (13.5.13) 

Observe que las fuerzas f j del apoyo dependen de los desplazamientos en los grados de li¬ 
bertad estructurales, asf como de los desplazamientos del apoyo, y ya no pueden obtenerse 
mediante la estatica del vector de fuerza f s . Esto es diferente de la seccion 13.1, donde para 
una estructura excitada en su linico apoyo, o excitada por un movimiento identico en todos los 
apoyos, el cortante basal podria determinarse a partir de f v . Mediante el uso de las ecuaciones 
(9.7.11) y (13.5.5), las fuerzas en los soportes pueden expresarse como 

N g N g N 

f s g (t) = (k T g it + k^ g ) u g iit) + EE T nl k T g (j) n D n i{t) (13.5.14) 

1 = 1 1 = 1 n = 1 

donde k t !„ es la /-esima columna de k„„. 

Las fuerzas en los elementos en cada instante de tiempo se evaluaron mediante un ana¬ 
lisis estatico de la estructura sometida a las fuerzas f v (t) y f Sg (t), dadas por las ecuaciones 
(13.5.10) y (13.5.14), respectivamente. Aunque este procedimiento se presento con el fin de 
mostrar que el concepto de fuerza estatica equivalente puede generalizarse para estructuras 
alteradas mediante la excitacion multisoporte, como se menciono con anterioridad, en el ana¬ 
lisis computacional suele ser preferible evaluar las fuerzas en los elementos directamente a 
partir - de los desplazamientos nodales, utilizando las propiedades de rigidez de los elementos. 

Ejemplo 13.10 

En el puente continuo con dos claros del ejemplo 9.10, el apoyo A experimenta un movimien¬ 
to vertical u g (t); el apoyo B describe el mismo movimiento que A, pero lo hace t s despues; 
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y el apoyo C se somete al mismo movimiento 2t's despues que el soporte A. Determine las 
siguientes respuestas como una funcion del tiempo: el desplazamiento de las dos masas; los 
momentos flexionantes en el punto medio de cada claro; y el momento flexionante en el apoyo 
central. Exprese los resultados en terminos de D n (t) y A„(f), las respuestas de desplazamiento 
y pseudo-aceleracion del n-esimo modo del sistema de 1GDL a ii g (t). Compare los resultados 
anteriores con la respuesta del puente si todos los apoyos se someten a un movimiento iden- 
tico u g (t). 


Solucion 

1. Evalue las frecuencias y los modos naturales. El problema de valores caractensticos 
que debe resolverse es 

k <j> = armcj) 

donde las ecuaciones (c) y (e) del ejemplo 9.10 dan 


El 

'78.86 

30.86' 


■i 

u 

.30.86 

78.86. 

in — m 

i_ 


La solucion del problema de valores caractensticos da 



/ EI 

/ 

1 EI 


odi = 6.928^ 

mL 3 

OJ 2 = 10.47 J 

r 1 i 

mL 3 

(b) 

<h = { 

2. Determine Y nl = L,JM n . 

-Q- 

to 

II 


(c) 

Lnl 4*n ^ 

= 1,2,3, n = 

1,2 



Si se sustituye para </>„ y m a partir de las ecuaciones (c) y (a), respectivamente, y para q a partir 
de la ecuacion (g) del ejemplo 9.10, resulta 


0(5000m 

0 

0(5000;?; 1 

I *- modo 1 

0(3125m 

l(375m 

0(3125m J 

| <- modo 2 

t 

t 

t 


U g \ 

iig2 

ti g 3 




(d) 


M n = <p n m 0 „ n = l c 2 

Al sustituir <f> n y m resulta M„ = 2m, n = 1,2. Entonces r„ ; = L n/ /M n da 

-0(25000 0 0(250001 *- modo 1 

0(15625 0(6875 0(15625 modo 2 

T t t 

i Ug2 Ug2 


r = [r B/ ] = 


(e) 


Ugl(t) 


3. Determine la respuesta del n-esimo modo del sistema de 1GDL a ti g i(f). Dados 


Ug(t),iig2(t) = iig(t 

— t'), iigsit) = iig(t - 

2 1 '). Entonces 


Aii (0 = AiO) 

D n2 (t) = D n (t — t') 

D„ 3 (t) = D n (t-2t') 

(f) 

An l (0 — 0 

An2(t) A n (t t) 

cl 

1 

II 

(g) 


4. Determine la respuesta de desplazamiento. En la ecuacion (13.5.6) con N = 2 y N g = 
3, al sustituir T nb cf> n y D nl a partir de las ecuaciones (e), (c) y (f), respectivamente, y para q a 
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partir de la ecuacion (g) del ejemplo 9.10, se obtiene 

u\(t)\ = | 0.40625 
-0.09375 


[ u\ ( t ) 1 f 0.40625 1 , , , f 0.6875 1 , ,, , f -0.09375 1 , „ 

l «'(*)! {-0.09375 }“s (0 10.6875 \ Ug(t ° { 0.40625 \ Ug(t 

- 0.25 { “j | Di(f) + 0 { “j [ Di(t ~ t') + 0.25 { “j [ Di(f - 2f) 

+ 0.15625 | j J D 2 (t) + 0.6875 | j J D 2 (t - t') + 0.15625 j j J D 2 (t - 21 ') (h) 

5. Calcule las fuerzas estdticas equivalentes. En la ecuacion (13.5.10) conN = 2 y N g = 3, 
al sustituir para m. <p n , Y ni y A„/(f) a partir de las ecuaciones (a), (c), (e) y (g), respectivamente, 
se obtiene 


fs(t) = — 0.25 | j J mA\(t) + 0 | j J mA\(t — t') + 0.25 j [ JmA|(t - 2r') 

+ 0.15625 | | J mA 2 (t) + 0.6875 | j J mA 2 {t - t') + 0.15625 | j | mA 2 (t - 21 ') (i) 

6. Calcule las fuerzas estdticas equivalentes en los apoyos. En la ecuacion (13.5.12), al 
sustituir para kg y a partir de la ecuacion (d) del ejemplo 9.10 y u \t) de la ecuacion (h), se 
obtiene 


*Sg(t) 


-0.125] ro] f 0.125] 

0 1 mA\(t) + | 0 1 mA\{t — t') + j 0 i mA\(t — 2 1 ') 

0.125 J l 0 ] l -0.125 J 


f -0.0488 ] f -0.2149 ] f -0.0488 ] 

+ | -0.2148 1 mA 2 (t) + | -0.9454 l mA 2 (t - t') + j -0.2148 1 mA 2 {t - 2f) 

l -0.0488 J l -0.2149 J l -0.0488 J 



1.5 

EI 

- 3 ] 

EI 

1.5 

+ ■ 

O IT) 

cn 

1 

■ + 

4j 

— Ug(t~t) + 

1,1 


G) 


donde la ecuacion (b) se utilizo para expresar E1IL 3 en terminos de u> n y la ecuacion (13.5.11) 
para expresar D n/ en terminos de A ni . Las fuerzas estaticas equivalentes dadas por las ecuacio¬ 
nes (i) y (j) se muestran en la figura E13.10. Observe que, en cada instante de tiempo, estas 
fuerzas definidas por las ecuaciones (i) y (j) se encuentran en equilibrio. 


Jsgl fsl fsg 2 ./a2 Jsg 3 



Figura E13.10 


7. Calcule los momentosflexionantes. Los momentos flexionantes M D , M E y M B en las ubica- 
ciones de la masa izquierda, la masa derecha y el soporte B, respectivamente, se obtienen mediante 
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el analisis estatico del sistema sometido a las fuerzas que se muestran en la figura E13.10: 
M d = mL[ - 0.0625Ai(f) +0Ai(f - t') + 0.0625Ai(r - 2?') 


+ mL ( - 0.0244A 2 (r) - 0.1074A 2 (f - t') - 0.0244A 2 (? - 2 1') 


El . 

+ jj ( 0.75 u g (t) - 1.50 u g (t - t') + 0 J5u g (t - 21') 


M e = mL ( 0.0625Ai(f) +0A](? - t") -0.0625Ai(t - It') 


+ mL ( - 0.0244A 2 (f) - 0.1074A 2 (f - t') - 0.0244A 2 (r - 2 1 ') 


El . 

+ ( 0.75 Ug(t) — 1.50«g(f — t ) + Q.15ug{t — 2 1 ) 


M b = mL ( 0.0293A 2 (f) + 0.1289A 2 (f - t') + 0.0293A 2 (r - 2 1') 


El . 

+ —y ( l-5«g(7) — 3.0 u g {t — t ) + 1.5 u g {t — 21) 


(k) 


(1) 


(m) 


Observe que el primer modo no contribuye a M B , puesto que B es un punto de inflexion 
para este modo. 

8. Movimientos identicos en los apoyos. Si todos los apoyos se someten a un movimiento 
identico u g (t), el movimiento de la estructura esta dado por la ecuacion (13.1.15), donde T„ esta 
definida por la ecuacion (13.1.5) con t = 1. Para este sistema 

Ti = 0 r 2 = 1 

Cuando se sustituyen estos datos, la ecuacion (13.1.15) da 

u(0 = r 2 <?() 2 /) 2 (t) = | j J D 2 (t) (n) 

Observe que el primer modo, que es antisimetrico, no esta alterado por la excitacion simetrica 
y toda la respuesta se debe al segundo modo. 

Las fuerzas estaticas equivalentes estan dadas por la ecuacion (13.1.11): 

h(t) = r 2 m</> 2 A 2 (f) = m { { j A 2 (0 (o) 

Las fuerzas en los apoyos pueden obtenerse mediante el analisis estatico del puente sometido 
a las fuerzas externas de la ecuacion (o). En forma alternativa, las fuerzas en los apoyos estan 
dadas por la ecuacion (j), especificada mediante la sustitucion de A 2 (t ) = A 2 (t -1 1 ) — A 2 (t - 21') 
y u s {t) = u g (t -f)= u g (t - 21'). Cualquiera de estos metodos da 

[ -0.3125 | 

fs g (.t) = \ -1.3750 1 mA 2 (0 (p) 

l -0.3125 J 

Los momentos flexionantes, determinados mediante el analisis estatico de la estructura 
debido a las fuerzas de la ecuacion (o), son 

M D = —0.15625mLA 2 (f) M E = -0.15625mLA 2 (/) M B = 0.1875mLA 2 (f) (q) 
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9. Comparacion. Si los movimientos en los apoyos son identicos, las fuerzas cuasi-esta- 
ticas p®(?) en la ecuacion (13.5.13) son iguales a cero, no existe ningun componente cuasi-estatico 
en los momentos flexionantes y todas las fuerzas en los apoyos y las fuerzas intemas pueden 
calcularse directamente (por estatica) a partir de las fuerzas estaticas equivalentes en los grados 
de libertad estructurales. Por el contrario, si los movimientos en los apoyos son diferentes, el 
calculo de aquellas es mas complicado. En particular, deben incluirse las fuerzas cuasi-estaticas 
asociadas con los diferentes desplazamientos de los apoyos, y las fuerzas en los apoyos no pue¬ 
den obtenerse solo a partir de las fuerzas estaticas equivalentes en el grado de libertad estructural. 


13.6 IDEALIZACION ESTRUCTURAL Y RESPUESTA SISMICA 

Con el desarrollo de los procedimientos del analisis sfsmico presentados en este capltulo y la 
disponibilidad de las computadoras modernas, ahora es posible determinar la respuesta elas- 
tico lineal de una idealizacion (modelo matematico) de cualquier estructura a un movimiento 
del terreno prescrito. La coincidencia de la respuesta calculada con la respuesta real de una es¬ 
tructura durante un sismo depende principalmente de la calidad de la idealizacion estructural. 

Para ilustrar este concepto se consideran de nuevo los periodos naturales y las fracciones 
de amortiguamiento para el edificio de la Biblioteca Millikan. Estos datos presentados en el 
capitulo 11 se basan en pruebas de vibration forzada de baja amplitud y en los sismos de Lytle 
Creek y San Fernando, que causaron aceleraciones aproximadas del techo de 0.05g y 0.3 lg, res- 
pectivamente. Estos resultados demostraron que, con el aumento de los niveles de movimiento, 
los periodos naturales se alargan y las fracciones de amortiguamiento aumentan. Se cree que 
la perdida de rigidez indicada por este cambio de periodo se debe a la formation de grietas y 
otros tipos de degradaciones de los elementos no estructurales durante las respuestas sfsmicas 
de nivel superior, sobre todo en el sismo de San Fernando. Para reproducir este cambio de pe¬ 
riodo y para describir el comportamiento de una estructura a traves del intervalo completo de 
amplitudes de deformacion serfa necesario realizar una idealizacion estructural no lineal cuyas 
propiedades de rigidez y amortiguamiento variaran con el nivel de deformacion. 

Sin embargo, si la estructura no experimenta ningun dano estructural, por lo general 
es posible calcular buenas estimaciones de la respuesta durante el sismo a partir de un mo¬ 
delo lineal equivalente con amortiguamiento viscoso. Si los periodos naturales calculados 
y los modos y las fracciones de amortiguamiento estimados representan las propiedades 
de la estructura durante el sismo, el procedimiento del analisis modal (secciones 13.1 a 
13.3) predecira con precision la respuesta “lineal”. Esto se ha demostrado mediante nu- 
merosos analisis de movimientos registrados en estructuras durante la ocurrencia sismica; 
un ejemplo de ello es la respuesta del edificio de la Biblioteca Millikan durante el sismo 
de San Fernando (figuras 11.1.3 y 11.1.4). Mediante el uso de los periodos naturales y las 
fracciones de amortiguamiento de este edificio, determinados a partir de los movimientos 
registrados y los procedimientos de identification de sistemas (tabla 11.1.1), se demostro 
que la respuesta de desplazamiento de este edificio al movimiento en el sotano calculado 
mediante el analisis modal coincidio casi a la perfection con los desplazamientos (en rela¬ 
tion con el terreno) mostrados en la figura 11.1.5, los cuales se determinaron a partir de las 
aceleraciones registradas en el techo y en el sotano. 

Sin embargo, la situation habitual es diferente porque los periodos y los modos natu¬ 
rales se calculan a partir de una idealizacion de la estructura. Lo que determina la precision 
de la respuesta es la calidad de esta idealizacion. Por lo tanto, solo aquellos elementos 
estructurales y no estructurales que contribuyen a la masa y a la rigidez de la estructura en 
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las amplitudes de movimiento esperadas durante el sismo deben incluirse en la idealization 
estructural, y sus propiedades de rigidez deben determinarse utilizando supuestos realistas. 
Del mismo modo, como se indico en el capitulo 11, la selection de los valores de amor- 
tiguamiento para el analisis de una estructura debe basarse en los datos disponibles de 
respuestas stsmicas registradas en estructuras similares. 


PARTE B: ANALISIS CON EL ESPECTRO DE RESPUESTA 

13.7 RESPUESTA MAXIMA A PARTIR DEL ESPECTRO 
DE RESPUESTA SISMICA 

El procedimiento del analisis de la historia de la respuesta presentado en la parte A pro- 
porciona una respuesta estructural r(t) como una funcion del tiempo, pero el diseno es¬ 
tructural suele basarse en los valores maximos de las fuerzas y las deformaciones que 
se presentan durante la respuesta inducida por un sismo. ^Puede la respuesta maxima 
determinarse directamente a partir del espectro de respuesta al movimiento del terreno 
sin llevar a cabo un analisis de la historia la respuesta? Para los sistemas de 1GDL la 
respuesta a esta pregunta es si (capitulo 6). Sin embargo, para los sistemas de VGDL la res¬ 
puesta es un si con reservas. Las respuestas maximas de los sistemas de VGDL pueden 
calcularse a partir del espectro de respuesta, pero el resultado no es exacto (ya que no es 
identico al resultado del analisis de la historia de la respuesta; sin embargo, la estimation 
obtenida es lo suficientemente precisa para las aplicaciones de diseno estructural). En 
la parte B se presenta este tipo de procedimientos del analisis del espectro de respuesta 
para estructuras excitadas por un solo componente del movimiento del terreno; por lo 
tanto, se excluye la action simultanea de los otros dos componentes y no se considera la 
excitation de varios soportes. No obstante, estos casos mas generales han sido resueltos 
por los investigadores, y los lectores interesados pueden consultar los libros publicados. 

13.7.1 Respuestas modales maximas 

El valor maximo r no de la contribution del n-esimo modo r n (t) a la respuesta r(t) puede 
obtenerse a partir del espectro de respuesta al sismo o espectro de diseno. Esto se hace evi- 
dente con la ecuacion (13.1.13), al recordar que el valor maximo de AJt) esta disponible a 
partir del espectro de pseudo-aceleracion como su ordenada A(T n , £„), indicada como A n por 
razones de brevedad. Por lo tanto, 

rno = r«A n (13.7.1) 

El signo algebraico de r no es el mismo que el de r,'/ porque A„ es positivo por definition. A 
pesar de que tiene un signo algebraico, r no ' se referira como la respuesta modal maxima 
porque corresponde al valor maximo de A n (t). Este signo algebraico debe retenerse porque 
puede ser importante, como se vera en la section 13.7.2. Todas las cantidades de respuesta 
r n (t) asociadas con un modo particular, por ejemplo el n-esimo modo, alcanzan sus valores 


T La notacion r no no debe confundirse con el uso de un submdice o en el capitulo 6 para indicar el maximo 
(en el tiempo) del valor absoluto de la cantidad de respuesta, que es positivo por definicion. 
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maximos en el mismo instante de tiempo que A„(t) alcanza su pico (vea las liguras 13.2.6 a 
13.2.8, 13.2.10, 13.2.11 yE13.8aad). 


13.72 Reglas de combinacion modal 


( Como se combinan las respuestas modales maximas r no (n = 1 , 2 ,..., N) para determinar 
el valor maximo r a = max,I r(f)I de la respuesta total? No sera posible determinar el valor 
exacto de r a a partir de r no porque, en general, las respuestas modales rjt) alcanzan sus 
picos en diferentes instantes de tiempo y la respuesta combinada r(t) alcanza su maximo en 
un instante que tambien es distinto. Este fenomeno puede observarse en la figura 13.2.7b, 
donde se presentan los resultados para el cortante en el entrepiso superior de un marco de 
cinco niveles. Las respuestas modales individuales V 5n (t), n = 1, 2,..., 5, se muestran junto 
con la respuesta total V 5 (t). 

A1 combinar las respuestas modales maximas r no es necesario introducir aproxima- 
ciones determinadas a partir del espectro de respuesta del sismo, porque no se dispone de 
information de cuando se producen estos valores modales maximos. El supuesto de que 
todos los picos modales se producen al mismo tiempo y despreciando su signo algebraico 
proporciona un limite superior para el valor maximo de la respuesta total: 

N 

ro^Y. I r "°l (13.7.2) 

«=i 


Este valor limite superior suele ser muy conservador, como se vera mas adelante en el 
ejemplo de calculo. Por lo tanto, esta regia de combinacion modal de la suma absolute 
(ABSSUM) no es popular en las aplicaciones de diseno estructural. 

La regia de la rai'z cuadrada de la suma de los cuadrados (SRSS, por sus siglas en ingles) 
para la combinacion modal, desarrollada en la tesis de doctorado de E. Rosenblueth (1951), es 


1/2 




(13.7.3) 


\n = 1 


La respuesta maxima en cada modo se eleva al cuadrado, los picos modales al cuadrado se 
suman, y la raiz cuadrada de esta suma proporciona una estimation de la respuesta maxima 
total. Como se vera mas adelante, esta regia de combinacion modal proporciona excelen- 
tes estimaciones de la respuesta para estructuras con frecuencias naturales muy separadas. 
Esta limitation no siempre se ha reconocido en la aplicacion de esta regia a los problemas 
practicos y, en ocasiones, ha sido mal aplicada a los sistemas con frecuencias naturales muy 
cercanas, como los sistemas de tuberfas en las centrales nucleares y los edificios de varios 
niveles con planta asimetrica. 

La regia de la combinacion cuadrdtica completa (CQC, por sus siglas en ingles) para 
la combinacion modal es aplicable a una clase mas amplia de estructuras, puesto que supera 
las limitaciones de la regia SRSS. De acuerdo con la regia CQC, 


N N 


1/2 


-(mm Pin 


nr,r„ 


,(■ = ! n = 1 


(13.7.4) 


Cada uno de los N 2 terminos en el lado derecho de esta ecuacion es el producto de las res¬ 
puestas maximas en los modos i-esimo y n-esimo y el coeficiente de correlacion p in para 
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estos dos modos; p ln varia entre 0 y I y p m = 1 para i = n. Asi, la ecuacion (13.7.4) puede 
reescribirse como 

, N N N \ 1/2 

r o — ( J2r n o + Pin r io r no j (13.7.5) 

i t -n 

para mostrar que la primera sumatoria en el lado derecho es identica a la regia de combination 
SRSS de la ecuacion (13.7.3); cada termino en esta suma es obviamente positivo. La doble 
sumatoria incluye todos los terminos cruzados (i ¥= n ), cada uno de los cuales puede ser posi¬ 
tivo o negativo. Un termino cruzado es negativo cuando las respuestas estaticas modales ify rf 
asumen signos opuestos (para el signo algebraico de r no es el mismo que el de rf poi'que A„ es 
positiva por definition). Por lo tanto, la estimation de r a obtenida por la regia CQC puede ser 
mayor o menor que la estimation proporcionada por la regia SRSS. (Puede demostrarse que 
la sumatoria doble entre parentesis de la ecuacion 13.7.4 siempre es positiva). 

A partir de la decada de 1960, continuando hasta la decada de 1970 y principios de 1980, 
se publicaron varias formulaciones pai'a la respuesta maxima a la excitation sismica. Algunos de 
estas son identicas o similares a la ecuacion (13.7.4) pero difieren en las expresiones matemati- 
cas dadas para el coeficiente de correlation. Aqui se incluyen dos: una debida a E. Rosenblueth 
y J. Elorduy por razones historicas, porque al parecer fue el primer resultado (1969), y una se- 
gunda (1981), debida a A. Der Kiureghian porque se utiliza mucho en la actualidad. 

El libro de texto de 1971, Fundamentals of Earthquake Engineering de N. M. New- 
mark y E. Rosenblueth proporciona las ecuaciones de Rosenblueth-Elorduy para el coefi¬ 
ciente de correlation: 


donde 


Pin 


l + d 


CO, 


€in = 


+ Kh M n 


tn =!n + - 

a>,,s 


(13.7.6) 


(13.7.7) 


y i es la duration de la fase fuerte de la excitation sismica. Las ecuaciones (13.7.6) y (13.7.7) 
muestran que p in = p ni \ 0 < p in — 1; y p in = 1 para i = no para dos modos con igualdad de 
frecuencias y las mismas fracciones de amortiguamiento. Resulta util especificar la ecuacion 
(13.7.6) para los sistemas con la misma fraction de amortiguamiento en todos los modos 
sometidos a la excitation sismica, con una duration s suficiente para reemplazar la ecuacion 
(13.7.7b) por tf n = £„. Se sustituye f = £„= fen la ecuacion (13.7.7a), se introduce ft, n = coj 
co n y se inserta la ecuacion (13.7.7a) en la ecuacion (13.7.6) para obtener 

f 2 (l +fin? 

Pi " (I" Pin) 2 +4f 2 Pin (13 ' 7 ' 8) 


La ecuacion para el coeficiente de correlation debida a Der Kiureghian es 

8 V^(PinSi + Kn)f]l 2 


Pin 


(1 - Pi) 1 + ^nPind + P^ + 4(tf + OPfn 


(13.7.9) 


Esta ecuacion tambien implica que p m = p ni , p in = 1 para i = no para dos modos con igualdad 
de frecuencias y las mismas fracciones de amortiguamiento. Para los amortiguamientos 
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modales iguales = f, esta ecuacion se simplifica como 

8? 2 (1 + 

Pm (i -4) 2+4 ? 2 A- l .(i+A-») 2 


(13.7.10) 


En la figura 13.7.1 se muestran las ecuaciones (13.7.8) y (13.7.10) para el coeficiente de co¬ 
rrelacion p in , graficado como una funcion de p in = u>Ju> n , para cuatro valores de amortigua- 
miento: £ = 0.02, 0.05, 0.10 y 0.20. Observe que las dos expresiones dan valores identicos 
para p in , en especial en la vecindad de /J,„ = 1, donde p in es el mas significativo. 

Esta figura tambien proporciona una comprension del coeficiente de correlacion. Ob¬ 
serve que este coeficiente disminuye rapidamente a medida que las dos frecuencias natura- 
les coi y co n se alejan entre sf. Este es en especial el caso para los valores de amortiguamiento 
pequenos que son tfpicos de las estructuras. En otras palabras, solo en un estrecho intervalo 
de /?,,, alrededor de /J,„ = 1, es que p in tiene valores significativos, y este intervalo depende 
del amortiguamiento. Por ejemplo, p in >0.1 para los sistemas con amortiguamiento del 5% 
en el intervalo de la relacion de frecuencia 1/1.35 < fi in < 1.35. Si el amortiguamiento es 
del 2%, este intervalo se reduce a 1/1.13 > ji m < 1.13. Para las estructuras con frecuencias 
naturales muy separadas los coeficientes p in se desvanecen; como resultado, todos los ter- 
minos cruzados (i ¥= n) en la regia CQC, ecuacion (13.7.5), pueden despreciarse y la regia 
CQC se reduce a la regia SRSS, ecuacion (13.7.3). Ahora esta claro que la regia SRSS es 
aplicable a estructuras con frecuencias naturales muy separadas de aquellos modos que 
contribuyen de manera significativa a la respuesta. 



Figura 13.7.1 Variacion del coeficiente de correlacion p in con la relacion de frecuencia 
modal, /3,„ = COj/CO n , dada por dos ecuaciones diferentes para cuatro valores de amortigua¬ 
miento; la escala de la abscisa es logan'tmica. 
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Las reglas SRSS y CQC para la combinacion de respuestas modales maximas se han 
presentado sin las deducciones correspondientes basadas en la teorfa de vibraciones aleatorias, 
un tema que escapa al alcance de este libro. Sin embargo, es importante reconocer las impli- 
caciones de los supuestos detras de estas deducciones. Los supuestos indican que las reglas de 
combinacion modal serfan mas exactas para las excitaciones sismicas que contienen una banda 
ancha de frecuencias con duraciones largas de su fase de movimiento intensa, las cuales son 
varias veces mas largas que los periodos fimdamentales de las estructuras, que a su vez tienen 
amortiguamientos no tan pequenos (C,„ > 0.005). En particular, estas reglas de combinacion 
modal seran menos precisas para los movimientos de terreno impulsivos de corta duration y 
no se recomiendan para los movimientos de terreno que contienen muchos ciclos de excitacion 
esencialmente armonica. 

Si se considera que las reglas de combinacion modal SRSS y CQC se basan en la teorfa 
de vibraciones aleatorias, r a debe interpretarse como la media de los valores maximos de las res¬ 
puestas a un conjunto de excitaciones sismicas. Por lo tanto, se recomienda el uso de las reglas 
de combinacion modal cuando la excitacion esta caracterizada por un espectro de respuesta (o 
diseno) suavizado, con base en los espectros de respuesta de muchas excitaciones sismicas. El 
espectro suavizado puede ser la media o la mediana de los espectros de respuesta individuales, o 
puede ser uno mas conservador, como el espectro medio mas una desviacion estandar (section 
6.9). Cuando la regia de combinacion modal CQC o SRSS (segun resulte apropiado de acuerdo 
con la proximidad de las frecuencias naturales) se usa en conjunto, por ejemplo, con el espectro 
medio, proporciona una estimation de la respuesta maxima que esta bastante cerca de la media 
de los valores maximos de las respuestas a las excitaciones individuales. 

Esta estimation de la respuesta maxima en general, aunque no siempre, comete erro- 
res de manera no conservadora. La magnitud del error depende de las propiedades de vi¬ 
bration (periodos y modos) de la estructura y de la forma del espectro. En un intervalo de 
edificios analizados, los investigadores han observado errores de hasta el 25%, sobre todo 
en la estimation de las cantidades de respuesta local, como las distorsiones de entrepiso en 
los pisos superiores. El error puede ser mas grande o mas pequeno si se usan las reglas de 
combinacion modal para estimar la respuesta maxima a un movimiento del terreno unico 
que se caracteriza por un espectro de respuesta irregular. 

13.7.3 Interpretacion del analisis del espectro de respuesta 

El analisis del espectro de respuesta descrito en la seccion anterior es un procedimiento para 
el analisis dinamico de una estructura sometida a una excitacion sfsmica, pero se reduce a 
una serie de analisis estaticos. Para cada modo considerado, el analisis estatico de la estruc¬ 
tura sometida a las fuerzas s„ proporciona la respuesta modal estatica rf, que se multiplica 
por la ordenada espectral A„ a fin de obtener la respuesta modal maxima r no (ecuacion 
13.7.1). Por lo tanto, el procedimiento analisis del espectro de respuesta evita el analisis 
dinamico de los sistemas de 1GDL necesarios para el analisis de la historia de la respuesta 
(figura 13.1.1). Sin embargo, el analisis del espectro de respuesta sigue siendo un procedi¬ 
miento de analisis dinamico, puesto que utiliza las propiedades de vibration (frecuencias 
naturales, modos naturales y fracciones de amortiguamiento modal) de la estructura y las 
caracterfsticas dinamicas del movimiento del terreno a traves de su espectro de respuesta 
(o diseno). Sin embargo, el usuario no debe realizar ningun calculo de la historia de la res¬ 
puesta; alguien ya ha hecho esto al desarrollar el espectro de respuesta al sismo, o bien la 
excitacion sfsmica se ha caracterizado mediante un espectro de diseno suavizado. 
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13.8 EDIFICIOS DE VARIOS NIVELES CON PLANTA SIMETRICA 

13.8.1 Procedimiento del analisis del espectro de respuesta 

En esta seccion el procedimiento del analisis del espectro de respuesta de la seccion 13.7 
se especifica para los edificios de varios niveles con plantas que tienen dos ejes de simetria 
sometidos a un movimiento horizontal del terreno en direccion de uno de estos ejes. El 
valor maximo' de la contribucion del n-esimo modo r n (t) a una cantidad de respuesta esta 
dado por la ecuacion (13.7.1). La respuesta modal estatica rfse calcula mediante el analisis 
estatico del edificio sometido a las fuerzas laterales s„ de la ecuacion (13.2.4). Las ecuacio- 
nes para de rj 1 para varias cantidades de respuesta estan disponibles en la tabla 13.2.1. A1 
sustituir estas formulas para los desplazamientos de piso uj, la distorsion de entrepiso A p el 
cortante basal V b y el momento de volteo basal M b en la ecuacion (13.7.1), se obtiene 

Uj n T n (j) jn D n A j n &j—l,n)D n (13.8.1a) 

v bn = M* n A n M hn = h* n M* A n (13.8.1b) 

donde D„ = D(T n , <(,,), la ordenada del espectro de deformacion correspondiente al periodo 
natural T„ y a la fraccion de amortiguamiento D n = AJco 2 n . 

Las ecuaciones (13.8.1) para las respuestas modales maximas son equivalentes al 
analisis estatico del edificio sometido a las fuerzas estaticas equivalentes asociadas con la 
respuesta maxima del 77 -esimo modo: 

f n s,i A n fj n r,, tfij Oj n A n (13.8.2) 

donde f„ es el vector de fuerzas f jn en los diferentes niveles,/ = 1, 2,..., N (figura 13.8.1); s„ 
esta definido por la ecuacion (13.2.4). El vector de fuerza f„ es el valor maximo de f n (t), que 


Nivel 



Figura 13.8.1 Valores maximos de los desplazamien¬ 
tos laterales y fuerzas estaticas equivalentes laterales aso¬ 
ciadas con el w-esimo modo. 


t Por razones de brevedad, de ahora en adelante, el submdice o se eliminara de r„ [es decir, r indicara el 
valor maximo de r(f)]. 
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se obtiene al reemplazar A„(t) en la ecuacion (13.2.7) por la ordenada espectral A n . Debido a 
que solo se requiere un analisis estatico para cada modo, resulta mas directo hacerlo para las 
fuerzas f„ en vez de s„ y despues multiplicar por los ultimos resultados de A„. En contraste, 
el uso de la respuesta modal estatica rfse enfatizo en el analisis de la historia de la respuesta, 
puesto que destaca el hecho de que el analisis estatico para las fuerzas s„ era necesario solo 
una vez, a pesar de que la respuesta se calcula en muchos instantes de tiempo. 

Por lo tanto, el valor maximo de la contribution del n-esimo modo r n a una cantidad de 
respuesta r se determina mediante el analisis estatico del edificio debido a las fuerzas laterales 
f„; la direccion de las fuerzas^,, esta controlada por el signo algebraico de <j) jn . Por consiguien- 
te, estas fuerzas para el modo fundamental actuaran en la misma direccion (figura 13.8.1), 
pero para los modos superiores al primero cambiaran de direccion a medida que se consideran 
niveles superiores. Observe que este analisis estatico no es necesario para determinar los des- 
plazamientos de los niveles o distorsiones de entrepiso; la ecuacion (13.8.1a) ofrece la alter- 
nativa mas conveniente. El valor maximo de la respuesta total se estima utilizando las reglas 
de combination modal de la ecuacion (13.7.3) o (13.7.4), segun sea conveniente, incluyendo 
todos los modos que contribuyen de una manera significativa a la respuesta. 

Resumen. A continuation se resume paso a paso el procedimiento para calcular 
la respuesta maxima de un edificio de A niveles, con planta simetrica alrededor de dos ejes 
ortogonales, a un movimiento sismico del terreno a lo largo de un eje de simetrfa, caracte- 
rizado por un espectro de respuesta o espectro de diseno: 

1. Defina las propiedades estructurales. 

a. Determine la matriz de masa m y la matriz de rigidez lateral k (section 9.4). 

b. Estime la fraccion de amortiguamiento modal (capitulo 11). 

2. Determine las frecuencias naturales co n (periodos naturales T„ = 2n/co n ) y los mo¬ 
dos naturales de vibration </>„ (capitulo 10). 

3. Calcule la respuesta maxima en el n-esimo modo mediante los siguientes pasos que 
se repiten para todos los modos, n = 1, 2,..., N: 

a. Lea D n y A n , la deformation y la pseudo-aceleracion, correspondientes al 
perfodo natural T n y a la fraccion amortiguamiento a partir del espectro de 
respuesta del sismo o el espectro de diseno. 

b. Calcule los desplazamientos de cada nivel y las distorsiones de entrepiso a 
partir de la ecuacion (13.8.1a). 

c. Calcule las fuerzas estaticas equivalentes laterales f„ a partir de la ecuacion 
(13.8.2). 

d. Calcule las fuerzas en los entrepisos (cortante y momento de volteo) y las 
fuerzas en los elementos (cortantes y momentos flexionantes) mediante el 
analisis estatico de la estructura sometida a las fuerzas laterales f„. 

4. Determine una estimation para el valor maximo r de cualquier cantidad de respues¬ 
ta al combinar los valores modales maximos r„ de acuerdo con la regia SRSS, ecua¬ 
cion (13.7.3), si las frecuencias naturales estan muy separadas. La regia CQC, ecuacion 
(13.7.4), debe utilizarse si las frecuencias naturales estan poco espaciadas. 

Por lo general, solo los modos inferiores contribuyen de manera significativa a la respuesta. Por 
lo tanto, los pasos 2 y 3 deben aplicarse solo a estos modos y las combinaciones modales de 
las ecuaciones (13.7.3) y como resultado (13.7.4) se truncara. 
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Ejemplo 13.11 

Para la estructura de dos niveles del ejemplo 13.4, que se muestra en la figura E13.11a, se desea de- 
terminar la respuesta maxima al movimiento del terreno caracterizado por el espectro de diseno de la 
figura 6.9.5 escalado a una aceleracion maxima del terreno de 5g. Este marco de concreto reforza- 
do tiene las siguientes propiedades: m = 200 kips/g, E = 3 x 10 3 ksi, 7 = 1000 pulg 4 , h = 10 pies 
y L = 20 pies. Determine los desplazamientos laterales del marco y los momentos flexionantes 
en ambos extremos de cada viga y columna. 


“5 m “6 






(c) 


Figura E13.ll 


Solution Los pasos 1 y 2 del resumen ya se han implementado y los resultados estan dispo- 
nibles en los ejemplos 10.5y 13.4. Al sustituir para E, 1 y h en la ecuacion (b) del ejemplo 13.4, 
se obtiene u> n y T n — 2jr/o>„: 

co\ = 4(023 «2 — 10(71 rad)s 

7 1 , = 1(562 T 2 = 0(5868 s 

Paso 3a: las ordenadas espectrales correspondientes a estos periodos son D t — 13.72 
pulg y D 2 = 4.578 pulg. 
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1. Determine los desplazamientos de cada nivel. 

Paso 3b: si se usa la ecuacion (13.8.1a) con los valores numericos para T n y <pj n tornados 
del ejemplo 13.4 y para D„ del paso 3(a), resultan los desplazamientos maximos u„ debidos a 
los dos modos: 



Paso 4: mediante el uso de la regia SRSS para la combination modal, las estimaciones 
de los valores maximos de los desplazamientos de cada nivel son 

hi ~ V(7.252) 2 + (2.159) 2 = 7.566 pulg 
u 2 ~ y/ (18.73) 2 +(-1.672) 2 = 18.81 pulg 


2. Determine las fuerzas en los elementos. En lugar de aplicar los pasos 3c y 3d como 
se describe en el resumen, aquf se ilustra el calculo de las fuerzas en los elementos a partir de 
los desplazamientos de cada nivel y las rotaciones en los nudos. Los elementos y nodos estan 
numerados como se muestra en la figura El3.1 lb. 

Primer modo. Las rotaciones en los nudos se obtienen de la ecuacion (d) del ejemplo 9.9 
con u f sustituido por up 


'' 

U 3 


-0(4426 

-0(2459 



-6(514 

M4 

i 

-0(4426 

-0(2459 


‘ 7(252 ‘ 


-6(514 

U 5 

~ L20 

0(9836 

-0(7869 


.18(73 


-6(340 

u 6 

l 

0(9836 

-0(7869 



-6(340 


Todas las fuerzas en los elementos pueden calcularse a partir de U! y u 0 i- Por ejemplo, el mo¬ 
menta flexionante en el extremo izquierdo de viga del primer nivel (figura El3.1 lc) es 


4 El 2 El 6EI 6 El 

- + —p-® b + ~JjP Ua ~ ~L^ Ub 


A1 sustituir E = 3 x 10 3 ksi, I = 2000 pulg 4 , L = 240 pulg, 6 a = « 3 , 0 b = m 4 , u a = u b = 0 se 
obtiene M a = -9770 kip-pulg = -814 kip-pie. Los momentos flexionantes en todos los ele¬ 
mentos pueden calcularse de manera similar. Los resultados se resumen en la tabla E13.11 y 
en la figura E13.1 Id. 

Segundo modo. Las rotaciones en los nudos u 0 2 se obtienen a partir de la ecuacion (d) del 
ejemplo 9.9 con u, sustituido por u 2 . Los calculos para las fuerzas en los elementos son simila- 


TABLA El3.11 MOMENTOS FLEXIONANTES MAXIMOS (KIP-PIE) 


Elemento 

Nodo 

Modo 1 

Modo 2 

SRSS 

Viga 1 

3 

-814 

-57 

816 


4 

-814 

-57 

816 

Viga 2 

5 

-396 

179 

435 


6 

-396 

179 

435 

Columna 3 

3 

425 

374 

566 


1 

968 

412 

1052 

Columna 5 

5 

396 

-179 

435 


3 

389 

-317 

502 
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res a los mostrados para el primer modo, pero utilizan u 2 y u 02 , lo que conduce a los resultados 
de la tabla E13.11 y la figura El3.lie. 

Paso 4\ el valor maximo de cada fuerza en los elementos se calcula mediante la com- 
binacion de sus valores modales maximos por la regia SRSS. Los resultados se muestran en 
la tabla E13.ll. Tenga en cuenta que los signos algebraicos de los momentos flexionantes se 
pierden en los valores totales; por lo tanto, no es significativo dibujar el diagrama de momentos 
flexionantes, y los momentos totales no satisfacen el equilibrio en los nudos. 


13.8.2 Ejemplo: marco de cortante de cinco niveles 

En esta seccion se implementa el procedimiento analisis del espectro de respuesta para el 
marco de cortante de cinco niveles de la figura 12.8.1. La historia completa de la respuesta 
de esta estructura para el movimiento del terreno de El Centro se indica en la seccion 13.2.6. 
Ahora, su respuesta maxima se estima directamente a partir del espectro de respuesta para 
esta excitacion (es decir, sin calcular su historia de respuesta). 

Las matrices de masa y rigidez, ast como los periodos y modos naturales de vibracion 
de esta estructura, se presentaron en las secciones 12.8 y 13.2.6. A partir de estos datos, se 
calcularon las propiedades modales M n y L h n (tabla 13.2.2). Las fracciones de amortigua- 
miento se estiman como = 5%. 


Ordenadas del espectro de respuesta. El espectro de respuesta al movimiento 
de terreno de El Centro para un amortiguamiento del 5% proporciona los valores de l)„ y 
A n indicados en la figura 13.8.2, correspondientes a los periodos naturales T n . Estos son los 
valores precisos para las ordenadas espectrales, los valores maximos D n (t) y A n {t) en la figura 
13.2.6, eliminando ast los errores posibles en la lectura de las ordenadas espectrales. Tales 
errores son inherentes a la aplicacion practica del procedimiento analisis del espectro de res¬ 
puesta con un espectro de respuesta irregular, pero se eliminan al utilizar un espectro de diseno 
suavizado, como el de la figura 6.9.5. 


Respuestas modales maximas. Los desplazamientos de cada nivel se deter- 
minan a partir de la ecuacion (13.8.1a) usando los valores conocidos de <j> jn (seccion 12.8), 
de L h n (tabla 13.2.2) y T n = L h n (porque M n = 1) y de D„ (figura 13.8.2). Por ejemplo, los 
desplazamientos de cada nivel debidos al primer modo se calculan de la siguiente manera: 


Ul 


ri01 D x = 1.067 


' 0 . 334 ' 


' 1.916' 

0.641 


3.677 

0.895 

> 5.378 = > 

5.139 

1.078 


6.188 

1.173 

V. ^ 


6.731 


<pulg 


Estos desplazamientos se muestran en la figura 13.8.3a. Las fuerzas estaticas equivalentes 
para el n-esimo modo se calculan a partir de la ecuacion (13.8.2a) utilizando los valores 
conocidos de s„ (figura 13.2.4), donde m = 100 kips/g, y de A„ (figura 13.8.2). Por ejemplo, 
las fuerzas asociadas con el primer modo se calculan de la siguiente manera: 


0.356 m 


' 4.899 

0.684 m 


9.401 

0.956 m 

> 0.1375g = - 

13.141 

1.150 m 


15.817 

1.252 171 


17.211 


< y v J 


fi = SiAj = < 


> kips 
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Figura 13.8.2 Espectro de respuesta al sismo con los periodos de vibracion natural T n de 
la estructura de ejemplo, junto con los valores espectrales D n y A n . 


Estas fuerzas tambien se muestran en la figura 13.8.3a. De manera altemativa, f„ puede 
calcularse al multiplicar los valores conocidos de s„ (figura 13.2.4) por A n (figura 13.8.2). Si 
se repiten estos calculos para los modos n = 2, 3,4 y 5, se obtienen los resultados restantes 
de la figura 13.8.3. Observe que todas las fuerzas estaticas equivalentes para el primer modo 
actuan en la misma direccion, pero para los modos superiores al primero estas cambian de 
direccion a medida que se consideran niveles superiores.; la direccion de las fuerzas esta 
controlada por el signo algebraico de (j) jn (figura 12.8.2). 

Para cada modo el valor maximo de cualquier fuerza en los entrepisos o fuerza en los 
elementos se calcula mediante el analisis estatico de la estructura sometida a las fuerzas 
estaticas equivalentes laterales f„. En la tabla 13.8.1 se resumen estos valores maximos 
para el cortante basal V b , el cortante en el entrepiso superior V) y el momento de volteo en 
la base M b . Tambien se incluyen los datos anteriores para el desplazamiento del techo u 5 . 
Estos valores modales maximos son exactos porque los errores en la lectura de las orde- 
nadas espectrales ya habfan sido eliminados para este ejemplo. Lo anterior es evidente al 
comparar los datos de la tabla 13.8.1 y los valores modales maximos obtenidos mediante 
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Figura 13.8.3 Valores maximos de los desplazamientos y de las fuerzas estaticas equivalentes 
laterales debidas a los cinco modos de vibracion natural. 

el analisis de la historia de la respuesta en las figuras 13.2.7 y 13.2.8. Los dos conjuntos de 
datos coinciden a excepcion, quiza, de sus signos algebraicos, porque los valores maximos 
D n y A n son positivos por definicion. 

De manera altemativa, podria haberse utilizado la ecuacion (13.7.1) para calcular la 
respuesta modal maxima. Por ejemplo, las respuestas estaticas modales Mf n y Vf„ estan dis- 
ponibles a partir de la tabla 13.2.3 y A n en la figura 13.8.2. Por ejemplo, los calculos para el 
primer modo son 


TABLA 13.8.1 RESPUESTAS MODALES MAXIMAS 


Modo 

v b 

(kips) 

P 5 

(kips) 

M h 

(kip-pie) 

«5 

(pulg) 

1 

60.469 

17.211 

2549.4 

6.731 

2 

24.533 

-20.382 

-354.33 

-0.936 

3 

9.867 

12.923 

90.402 

0.239 

4 

2.943 

-4.951 

-20.986 

-0.055 

5 

0.595 

1.141 

3.718 

0.010 
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Via = V^Ai = [4.398(100/g)]0.1375g = 60.469 kips 

M, a = Ml\ A \ = [(15.45)(100/g) 12]0.1375g = 2549.4 kip-pie 

Como era de esperarse, estos valores son iguales a los datos de la tabla 13.8.1. 

Combinacion modal. El valor maximo r de la respuesta total r(f) se calcula me- 
diante la combinacion de las respuestas modales maximas de acuerdo con las reglas ABS- 
SUM, SRSS y CQC de las ecuaciones (13.7.2) a (13.7.4). Su uso se ilustra para una canti- 
dad de respuesta, el cortante basal. 

La regia ABSSUM de la ecuacion (13.7.2) se especifica para el cortante basal como: 

5 

V b <J2 \ V bn\ d 3 -8.3) 

n = 1 

Si se sustituyen los valores conocidos de V bn a partir de la tabla 13.8.1, resulta 

V h < 60.469 + 24.533 + 9.867 + 2.943 + 0.595 o V b < 98.407 kips 


Como era de esperar, la estimacion ABSSUM de 98.407 kips es mucho mas grande que el 
valor exacto de 73.278 kips (figura 13.2.7). 


CAdtlU UC /J.Z./O (liquid / ). 

La regia SRSS de la ecuacion (13.7.3) se especifica para el cortante basal 

/ , \ 1/2 


como: 




(13.8.4) 


A1 sustituir los valores conocidos de V bn a partir de la tabla 13.8.1, se obtiene 

V b ~ 7(60.469) 2 + (24.533) 2 + (9.867) 2 + (2.943) 2 + (0.595) 2 = 66.066 kips 

Observe que las contribuciones de los modos mas altos que el segundo son pequenas. 
La regia CQC de la ecuacion (13.7.4) se especifica para el cortante basal como: 


Pin Vbi Vbn\ 
\ / = 1 n — \ J 


1/2 


(13.8.5) 


En esta ecuacion se requieren los coeficientes de correlacion p,„, los cuales dependen de las 
relaciones de frecuencia /?„, = o)Jo) n , calculadas a partir de las frecuencias naturales conoci- 
das (seccion 13.2.6) y repetidas en las tablas 13.8.2 por conveniencia. 


TABLA 13.8.2 RELACIONES DE FRECUENCIA NATURAL /3,„ 


Modo, i 

n = 1 

n — 2 

n = 3 

n = 4 

n = 5 

&),■ (rad/s) 

1 

1.000 

0.343 

0.217 

0.169 

0.148 

3.1416 

2 

2.919 

1.000 

0.634 

0.494 

0.433 

9.1703 

3 

4.602 

1.576 

1.000 

0.778 

0.683 

14.4561 

4 

5.911 

2.025 

1.285 

1.000 

0.877 

18.5708 

5 

6.742 

2.310 

1.465 

1.141 

1.000 

21.1810 
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TABLA 13.8.3 COEFICIENTES DE CORRELACION p in 


Modo, i 

n = 1 

n — 2 

n — 3 

n = 4 

n = 5 

1 

1.000 

0.007 

0.003 

0.002 

0.001 

2 

0.007 

1.000 

0.044 

0.018 

0.012 

3 

0.003 

0.044 

1.000 

0.136 

0.062 

4 

0.002 

0.018 

0.136 

1.000 

0.365 

5 

0.001 

0.012 

0.062 

0.365 

1.000 


TABLA 13.8.4 TERMINOS INDIVIDUALES EN LA REGLA CQC: 
CORTANTE BASAL V b 


Modo, i 

n = 1 

n = 2 

n = 3 

n = 4 

n = 5 

1 

3656.476 

10.172 

1.615 

0.306 

0.049 

2 

10.172 

601.844 

10.687 

1.284 

0.178 

3 

1.615 

10.687 

97.354 

3.943 

0.365 

4 

0.306 

1.284 

3.943 

8.658 

0.639 

5 

0.049 

0.178 

0.365 

0.639 

0.354 


Para cada valor f} in en la tabla 13.8.2, p,„ se determina a partir de la ecuacion (13.7.10) 
para £ = 0.05 y de la tabla 13.8.3. Observe que los coeficientes de correlacion cruzada p in 
(i ¥= n ) son pequenos porque las frecuencias naturales del marco de cortante de cinco niveles 
estan muy separadas. 

Los 25 terminos en la doble sumatoria de la ecuacion (13.8.5), que se calculan utili- 
zando los valores conocidos de p in (tabla 13.8.3) y V bn (tabla 13.8.1), se presentan en la tabla 
13.8.4. A1 incorporar estos 25 terminos y al calcular la rafz cuadrada, se obtiene V h — 66.507 
kips. Esta claro que solo los terminos con i = n son significativos y los terminos cruzados (/ # n) 
son pequenos debido a que los coeficientes de correlacion cruzada son pequenos. Observe que 
las contribuciones de los modos mas altos que el segundo podrfan despreciarse, lo que reduce 
el esfuerzo de calculo. 

Comparacion de resultados del analisis del espectro de respuesta y el 
analisis de la historia de la respuesta. Las estimaciones de la respuesta maxima me- 
diante el analisis del espectro de respuesta, obtenidas de las reglas ABSSUM, SRSS y CQC se 
resumen en la tabla 13.8.5, junto con los resultados del analisis de la historia de la respuesta de 
las figuras 13.2.7 a 13.2.8. En la seccion anterior, se presentaron los detalles de calculo para la 
estimation del cortante basal maximo mediante el analisis del espectro de respuesta; de mane- 
ra similar, se obtuvieron resultados para V 5 , M b y u 5 . Estos datos permiten varias observacio- 
nes. En primer lugar, la regia ABSSUM puede ser demasiado conservadora y, por lo tanto, no 
se utiliza. En segundo lugar, las reglas SRSS y CQC dan en esencia las mismas estimaciones 
de la respuesta maxima debido a que los coeficientes de correlacion cruzada son pequenos 
para esta estructura con frecuencias naturales muy separadas. En tercer lugar, las respuestas 
maximas estimadas mediante las reglas SRSS o CQC son mas pequenas que los valores del 
ARH; sin embargo, esta no es una tendencia general, y tambien es posible estimar valores 
mas grandes cuando se utiliza un espectro de respuesta irregular para una sola excitation. En 
cuarto lugar, el error en las estimaciones de la respuesta maximas con la SRSS (o la CQC), 
expresado como un porcentaje del valor del ARH, varfa con la cantidad de respuesta. Se tiene 
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TABLA 13.8.5 VALORES DE RESPUESTA MAXIMOS 
CON EL ANALISIS DEL ESPECTRO DE RESPUESTA 
y EL ANALISIS DE LA HISTORIA DE LA RESPUESTA 



v b 

(kips) 

Vs 

(kips) 

M b 

(kip-pie) 

«5 

(pulg) 

ABSSUM 

98.407 

56.608 

3018.8 

7.971 

SRSS 

66.066 

30.074 

2575.6 

6.800 

CQC 

66.507 

29.338 

2572.7 

6.793 

Analisis de la 





historia de 





la respuesta 

73.278 

35.217 

2593.2 

6.847 


aproximadamente un 15% para el cortante en el entrepiso superior V 5 , un 10% para el cortante 
basal V b , y menos del 1% para el momenta de volteo en la base M b y el desplazamiento en el 
ultimo nivel u 5 . El error es mas grande para V 5 porque las respuestas debidas a los modos mas 
altos son mas significativas (comparadas con las otras cantidades de respuesta consideradas) 
en relation con el primer modo (tabla 13.8.1). De manera similar, el error es mas pequeno 
para M b porque las respuestas de los modos superiores son una fraction muy pequena de la 
respuesta del primer modo (tabla 13.8.1). 

Ahora considere una aplicacion tipica del procedimiento de analisis del espectro de 
respuesta en la que se estima la respuesta maxima a excitaciones que se caracterizan por 
un espectro de diseno suavizado, por ejemplo el espectro medio (o mediano) derivado de 
los espectros individuales para muchos movimientos del terreno (section 6.9). Las reglas 
de combination modal son mas confiables cuando se usan en conjunto con un espectro tan 
suavizado, debido a que la variabilidad de los errores indicados con anterioridad se “prome¬ 
dia” de excitation a excitation. 

Observaciones. Observe que el valor de maximo r de cada cantidad de respuesta 
se determino mediante la combination de los valores maximos r n de las contribuciones mo- 
dales a la misma cantidad de respuesta. Esta es la forma correcta de estimar el valor maximo 
de una cantidad de respuesta. 

Por otro lado, no es correcta calcular el valor maximo combinado de una cantidad de 
respuesta a partir de los valores maximos combinados de otras cantidades de respuesta. Por 
ejemplo, se desea determinar A 5 , la distorsion en el quinto nivel del edificio que se acaba de 
analizar. No es correcta determinar su valor maximo a partir de A 5 = u 5 - u A , donde u 5 y u 4 se 
determinaron al combinar sus picos modales u 5n y u 4n , respectivamente. El procedimiento co- 
rrecto para determinar A 5 consiste en combinar los valores modales maximos, A 5n = u 5n - u 4n . 

Del mismo modo, es erroneo calcular el valor maximo combinado de una fuerza inter¬ 
na a partir de los valores maximos combinados de otras fuerzas. En particular, es incorrecto 

_* 30.074 kips 

_.. 21.611 

_.. 24.168 

_.. 25.787 

-► 25.911 

Figura 13.8.4 Procedimiento incorrecto para 
-•- V b = 127.55 kips calcular las fuerzas intemas. 
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determinar los cortantes por entrepiso o los momentos de volteo para cada nivel a partir de 
los valores maximos combinados de las fuerzas estaticas equivalentes. En la figura. 13.8.4 
se muestra la combinacion SRSS de los valores maximos de las fuerzas estaticas equivalen¬ 
tes fj n para cada modo del edificio de cortante de cinco niveles (figura 13.8.3). El analisis es- 
tatico de la estructura con estas fuerzas externas proporciona el cortante basal V b = 127.55 
kips, que es casi el doble del valor correcto de la SRSS presentado en la tabla 13.8.5. Este 
valor erroneo es mucho mas grande debido a que los signos algebraicos de fj n (figura 13.8.3) 
se pierden en la combinacion SRSS y todas las fuerzas que se muestran en la figura 13.8.4 
tienen la misma direction. 

13.8.3 Ejemplo: marco de cuatro niveles con un apendice 

En esta seccion se estudia el marco de cuatro niveles con un apendice ligero de la seccion 
13.2.7, donde se presento la historia de su respuesta debida al movimiento del terreno de 
El Centro. En esta seccion se estiman las respuestas maximas de la misma estructura me- 
diante el procedimiento analisis del espectro de respuesta directamente a partir del espectro 
de respuesta al movimiento del terreno. El procedimiento del analisis y los detalles de su 
aplicacion son identicos a los descritos en la seccion 13.8.2. Por lo tanto, solo se presenta 
un resumen de los resultados. 

En la tabla 13.8.6 se muestran los periodos naturales T n y las ordenadas espectrales 
asociadas para un 5% de amortiguamiento junto con las respuestas modales maximas de dos 


TABLA 13.8.6 VALORES ESPECTRALES Y RESPUESTAS 
MODALES MAXIMAS 


Modo 

T n 

(s) 

D n 

(pulg) 

An/ g 

v b 

(kips) 

k 5 

(kips) 

1 

2.000 

5.378 

0.1375 

26.805 

1.367 

2 

1.873 

5.335 

0.1556 

25.429 

-1.397 

3 

0.672 

2.631 

0.5950 

19.816 

0.027 

4 

0.439 

1.545 

0.8176 

6.414 

- 0.005 

5 

0.358 

0.928 

0.7407 

1.090 

0.001 


cantidades de respuesta: el cortante basal V b y el cortante en el apendice V 5 . Las relaciones 
de las frecuencias naturales se dan en la tabla 13.8.7. Los coeficientes de correlation cal- 
culados mediante la ecuacion (13.7.10) para cada valor fi in se presentan en la tabla 13.8.8. 


TABLA 13.8.7 RELACIONES DE FRECUENCIA NATURAL p in 


Modo, i 

n = 1 

n = 2 

n = 3 

n = 4 

n = 5 

a>i (rad/s) 

1 

1.000 

0.936 

0.336 

0.219 

0.179 

3.142 

2 

1.068 

1.000 

0.359 

0.234 

0.191 

3.355 

3 

2.974 

2.785 

1.000 

0.653 

0.532 

9.344 

4 

4.556 

4.266 

1.532 

1.000 

0.815 

14.314 

5 

5.589 

5.233 

1.879 

1.227 

1.000 

17.558 
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TABLA 13.8.8 COEFICIENTES DE CORRELACION p in 


Modo, i 

n = 1 

n = 2 

n = 3 

n — 4 

n = 5 

1 

1.000 

0.698 

0.007 

0.003 

0.002 

2 

0.698 

1.000 

0.008 

0.003 

0.002 

3 

0.007 

0.008 

1.000 

0.050 

0.023 

4 

0.003 

0.003 

0.050 

1.000 

0.192 

5 

0.002 

0.002 

0.023 

0.192 

1.000 


Los 25 terminos en la doble sumatoria de la ecuacion (13.8.5) para V b se presentan en 
la tabla 13.8.9; los datos correspondientes para V 5 se presentan en la tabla 13.8.10. Todos 
los terminos cruzados (i * n) de la tabla 13.8.9 son positivos porque todas las respuestas 
estaticas modales Vf n del cortante basal son positivas. Algunos de los terminos cruzados en 
la tabla 13.8.10 son negativos porque no todas las respuestas estaticas modales Vf n para el 
cortante en el apendice tienen el mismo signo algebraico; un termino cruzado es negativo 
cuando PJ- y Vf n asumen signos opuestos. Por ultimo, en la tabla 13.8.11 se presentan las 
estimaciones para los valores maximos de las dos cantidades de respuesta, obtenidas me- 
diante los procedimientos ABSSUM, SRSS y CQC. 

Estos resultados destacan varias caracterfsticas de las respuestas de los sistemas con 
dos modos que tienen frecuencias naturales cercanas y que contribuyen de manera signifi- 
cativa a la respuesta (por ejemplo, los dos primeros modos del edificio de cuatro niveles con 
un apendice). El coeficiente de correlation cruzada para estos dos modos es 0.698 (tabla 
13.8.8), lo cual es importante en relation con su valor mas grande posible igual a la unidad. 
Como resultado, los terminos cruzados 1-2 para V 5 y V b son comparables en magnitud a los 
terminos modales individuales (1-1 o 2-2, tablas 13.8.9 y 13.8.10). Por lo tanto, las reglas 
de combination modal SRSS y CQC proporcionan estimaciones muy diferentes de las res- 


TABLA 13.8.9 TERMINOS INDIVIDUALES EN LA REGLA CQC: 
CORTANTE BASAL V b 


Modo, i 

n — 1 

n = 2 

n = 3 

n = 4 

n = 5 

1 

718.516 

475.836 

3.491 

0.474 

0.056 

2 

475.836 

646.646 

3.850 

0.510 

0.059 

3 

3.491 

3.850 

392.654 

6.385 

0.488 

4 

0.474 

0.510 

6.385 

41.144 

1.341 

5 

0.056 

0.059 

0.488 

1.341 

1.188 


TABLE 13.8.10 TERMINOS INDIVIDUALES EN LA REGLA CQC: 
CORTANTE EN EL APENDICE V 5 


Modo, i 

n = 1 

n = 2 

n— 3 

n = 4 

n = 5 

1 

1.868 

-1.333 

0.000 

0.000 

0.000 

2 

-1.333 

1.951 

0.000 

0.000 

0.000 

3 

0.000 

0.000 

0.001 

0.000 

0.000 

4 

0.000 

0.000 

0.000 

0.000 

0.000 

5 

0.000 

0.000 

0.000 

0.000 

0.000 
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TABLA 13.8.11 VALORES DE 
RESPUESTA MAXIMA DEL ANALISIS 
DEL ESPECTRO DE RESPUESTA Y 
EL ANALISIS DE LA HISTORIA DE 
LA RESPUESTA 



v b 

(kips) 

c 5 

(kips) 

ABSSUM 

79.554 

2.797 

SRSS 

42.428 

1.954 

CQC 

52.774 

1.074 

Analisis de 



la historia 



de la respuesta 

56.660 

0.997 


puestas maximas (tabla 13.8.11). La regia CQC da un cortante basal que es mayor a su valor 
con la regia SRSS porque todos los terminos cruzados (i *■ n) son posidvos (tabla 13.8.9). 
Sin embargo, el cortante del apendice, el termino cruzado significativo asociado con los 
dos primeros modos es negativo (tabla 13.8.10). Por lo tanto, la regia CQC proporciona un 
cortante en el apendice que es mas pequeno que el obtenido a partir de la regia SRSS. En la 
tabla 13.8.11 se muestra que solo la regia de combinacion modal CQC ofrece estimaciones 
de respuesta maximas cercanas a los resultados del analisis de la historia de la respuesta de 
la figura 13.2.11. Los errores en las estimaciones de la SRSS son demasiado grandes, y aun 
son mayores en los resultados de la ABSSUM. 

Un examen de los resultados del analisis de la historia de la respuesta revela las razo- 
nes de estos grandes errores en la regia de combinacion SRSS. Observe que las respuestas 
A„(t) del sistema de 1GDL para los dos primeros modos estan muy correlacionadas, puesto 
que estan en fase debido a que los dos periodos naturales son cercanos (figura 13.2.10); los 
valores maximos de las dos A„(t) son similares porque sus periodos naturales son cercanos 
y sus fracciones de amortiguamiento son identicas. Como resultado, y debido a que las 
respuestas estaticas modales son similares para los dos primeros modos (tabla 13.2.4), las 
contribuciones a la respuesta de los dos primeros modos son similares en magnitud (figura 
13.2.11). Estas contribuciones modales al cortante basal se superponen casi directamente, 
ya que estan en fase (figura 13.2.1 la). Esta caracteristica de la respuesta no esta represen- 
tada por la regia SRSS, mientras que en la regia CQC se reconoce mediante el termino cru¬ 
zado significativo (entre los modos 1 y 2) con un valor positivo (tabla 13.8.9). En contraste, 
las dos contribuciones modales al cortante en el apendice tienden a anularse entre si debido 
a que estan en una fase en esencia opuesta (figura 13.2.1 lb). De nuevo, esta caracteristica 
de la respuesta no esta representada por la regia SRSS, mientras que en la regia CQC se 
reconoce mediante el termino cruzado significativo (entre los modos 1 y 2) con un valor 
negativo (tabla 13.8.10). De este analisis se desprende que la regia de combinacion modal 
SRSS no debe utilizarse para los sistemas con frecuencias naturales poco espaciadas. 


13.9 EDIFICIOS DE VARIOS NIVELES CON PLANTA ASIMETRICA 

En esta seccion el procedimiento de analisis del espectro de respuesta de la seccion 13.7 se 
especifica para edificios de varios niveles con plantas simetricas alrededor del eje x, pero 
asimetricas respecto al eje y, sometidos a un movimiento del terreno en la direction y. El 
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valor maximo de la contribucion r n (t) del //-esimo modo a una cantidad de respuesta esta 
dado por la ecuacion (13.7.1). La respuesta modal estatica /f/se calcula mediante el analisis 
estatico del edificio sometido a las fuerzas laterales s yn y a los pares de torsion s,,,, de la ecua¬ 
cion (13.3.7). Las ecuaciones para la respuesta modal estatica rf para varias cantidades de 
respuesta estan disponibles en la tabla 13.3.1. A1 sustituir estas formulas para la traslacion 
del nivel u jy , la rotacion del nivel u j0 , el cortante basal V h , el momento de volteo en la base 
M b , y el par de torsion en la base T b en la ecuacion (13.7.1), se obtiene 

Ujyn Y n (j)jy n D n MjOn ^n^jQn^n (13.9.1a) 

v bn = M* n A n M bn = KMlAn T bn = I* 0n An (13.9.1b) 


Las ecuaciones (13.9.1) para las respuestas modales maximas son equivalentes al 
analisis estatico del edificio sometido a las fuerzas estaticas equivalentes asociadas con la 
respuesta maxima del //-esimo modo; las fuerzas laterales f yn y los pares de torsion ffti son 



A„ 


(13.9.2) 


La fuerza lateral y el par de torsion en el /-esimo nivel (figura 13.9.1) son 

J'jyn I" ' nWlj(t>jy n An fjOn 17tj(j)j0n A n (13.9.3) 


Por las razones mencionadas en la seccion 13.8, resulta mas directo hacer el analisis estatico 
de las fuerzas de f yn y f 0n en vez de s vfl y s ft , y despues multiplicar los ultimos resultados por A n . 

Por lo tanto, para cualquier cantidad de respuesta, el valor maximo de la respuesta del 
//-esimo modo se determina mediante el analisis estatico del edificio sometido a las fuerzas 
laterales f yn y a los pares de torsion fflni la direccion de las fuerzas f jyn y f j( , n esta controlada 
por los signos algebraicos de < pj yn y (j) jnn . Observe que este analisis estatico no es necesario 
para determinar los desplazamientos o las rotaciones de cada nivel; la ecuacion (13.9.1a) 
ofrece la alternativa mas conveniente. Aunque tal analisis estatico tridimensional de un edi¬ 
ficio con planta asimetrica proporciona las fuerzas en los elementos de todos los marcos del 
edificio, puede ser util reconocer que las fuerzas en los elementos de un marco individual 



Figura 13.9.1 Valores maximos de las fuerzas esta¬ 
ticas equivalentes: fuerzas laterales y pares de torsion. 
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(z-esimo) tambien pueden determinarse mediante el analisis piano del marco sometido a las 
fuerzas laterales: 

f in = (Tn/(»l)Ki(-yi^en)An fin = (T n / (ol)ls. yi ((j) yn + Xi<j)g„)A n (13.9.4) 

La primera de estas ecuaciones aplica para los marcos en la direccion x y la segunda para los 
marcos en la direccion y. Se obtienen a partir de la ecuacion (13.3.18) con A„(f) sustituida 
por el valor espectral A n coiTespondiente. 

Una vez que estas respuestas modales maximas se han determinado para todos los modos 
que contribuyen de manera significativa a la respuesta total, pueden combinarse utilizando la regia 
CQC, ecuacion (13.7.4), con fVsustituido por 2(V(el niimero de grados de libcitad para el edificio 
de planta asimetrica) en ambas sumas; de esto se obtiene una estimacion de la respuesta maxima 
total. La regia SRSS para la combinacion modal no debe utilizarse porque muchos edificios de 
planta asimetrica tienen parejas (o tripletas) de frecuencias naturales estrechamente espaciadas. 

Resumen. A continuation se resume paso a paso el procedimiento para calcular la 
respuesta maxima de un edificio de IV-niveles con planta simetrica alrededor del eje x pero 
asimetrica respecto al eje y, sometido a la componente y de un movimiento del terreno, el 
cual esta caracterizado por un espectro de respuesta o espectro de diseno: 

1. Defina las propiedades estructurales. 

a. Determine las matrices de masa y rigidez a partir de las ecuaciones (13.3.1) y 
(9.5.26). 

b. Estime las fracciones de amortiguamiento modal (capitulo 11). 

2. Determine las frecuencias naturales a>„ (periodos naturales T„ = 27z/co n ) y los mo¬ 
dos naturales de vibration (j) n (capitulo 10). 

3. Calcule la respuesta maxima en el zz-esimo modo mediante los siguientes pasos, 
que se repetiran para todos los modos, zz = 1, 2 ,..., 2 N: 

a. Lea D n y A n , la deformation y la pseudo-aceleracion correspondientes al 
periodo natural T n y a la fraction de amortiguamiento a partir del espectro 
de respuesta al sismo o el espectro de diseno. 

b. Calcule los desplazamientos laterales y las rotaciones en los niveles a partir de 
la ecuacion (13.9.1a). 

c. Calcule las fuerzas estaticas equivalentes: las fuerzas laterales f yn y los pares de 
torsion ffln a partir de la ecuacion (13.9.2) o (13.9.3). 

d. Calcule las fuerzas en cada entrepiso (cortante, par de torsion y momento de 
volteo) y las fuerzas en los elementos (cortantes y momentos flexionantes) 
mediante el analisis estatico tridimensional de la estructura sometida a las 
fuerzas externas f yn y f fl „. De manera alternativa, las fuerzas de los elementos 
en el z-esimo marco pueden calcularse mediante el analisis estatico piano de 
este marco sometido a las fuerzas laterales de la ecuacion (13.9.4). 

4. Determine una estimacion para el valor maximo r de cualquier cantidad de res¬ 
puesta mediante la combinacion modal de los valores maximos r„. Debe utilizarse 
la regia CQC para esta combinacion porque, en general, los edificios de planta 
asimetrica tienen pares de frecuencias muy proximas entre sf. 

Por lo regular, solo los pares de modos inferiores contribuyen de manera significativa 
a la respuesta. Por lo tanto, los pasos 2 y 3 deben aplicarse solo a estos modos y como con- 
secuencia las sumatorias dobles en la regia CQC se truncaran. 
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Ejemplo 13.12 

Para el sistema de un nivel con planta asimetrica de los ejemplos 13.7 y 10.6, determine los 
valores maximos de la respuesta al movimiento del terreno de El Centro en la direction y, di- 
rectamente a partir del espectro de respuesta para este movimiento del terreno y considerando 
fracciones de amortiguamiento modal = 5%. 

Solution Los pasos 1 y 2 del resumen del procedimiento que acaba de presentarse ya se 
aplicaron en el ejemplo 10.6. 

Paso 3a: en la figura 6.6.4 se dan las ordenadas D n y A n , correspondientes a la T„ conoci- 
da y a = 5%. Para 7j = 1.069 s: D x = 4.256 pulg = 0.3547 pies y Afg = 0.381. Para T 2 = 
0.9248 s: D 2 = 4.161 pulg = 0.3468 pies y A 2 /g = 0.497. (Obviamente, los numeros no pueden 
leerse hasta cuatro cifras significativas a partir del espectro de respuesta; estos se obtuvieron de 
los datos numericos utilizados al graficar la figura 6.6.4; vea tambien la figura E13.8a). 

Paso 3b: los valores maximos del desplazamiento y la rotation del techo se obtienen al 
especificar la ecuacion (13.9.1a) para el sistema de un solo nivel: 

Uyn P n fyn P n UQ n F n <btjn O n (cl) 

Si se sustituyen los valores numericos para Tn, </>,,„ y </> e „ (ejemplo 13.7) en la ecuacion (a) con 
n = 1, se obtienen las respuestas maximas del primer modo: 

u y i = (—0.974)(—0.5228)(0.3547) = 0.1806 pie = 2.168 pulg 

b 30 (b) 

-us i = —(-0.974)(0.0493)(0.3547) = -0.2555 pie = -3.065 pulg 


donde ( b/2)u gl representa el desplazamiento lateral en el borde de la planta debido a la rotation 
del diafragma del nivel. De manera similar, las respuestas maximas del segundo modo son 


u y2 = (-0.956X—0.5131X0.3468) = 0.1701 pie = 2.042 pulg 

( c ) 

^u e2 = ^-(-0.956)(-0.0502)(0.3468) = 0.2497 pie = 2.999 pulg 

Paso 3c: los valores maximos de/ v „ y f en , la fuerza lateral y el par de torsion, se obtienen 
al especificar la ecuacion (13.9.3) para este marco de un nivel: 

fyn F n m<j>y n A H fft n r nr m<j)0 n A n (d) 

Por estatica, el cortante y el par de torsion basales son 

^3bn fyn Pm fbn (c) 

De manera alternativa, puede utilizarse la ecuacion (13.7.1) para calcular la respuesta maxima 
modal. Por ejemplo, las respuestas estaticas modales Mf n y Vf n estan disponibles a partir del 
ejemplo 13.8. Si se sustituyen Vf\ — 0.509 m, Tl\ = -5.203 m, m = 60 kips/g y A l = 0.381g en 
la ecuacion (13.7.1), resulta 


Vbi = [0.509(60/g)]0.381g = 11.63 kips 

T b i = [—5.203(60/g)](0.381g) = -118.8 kip-pie 


(f) 


Al sustituir V b2 = 0.491rn, Tjf = 5.203 m y A 2 = 0.497g en la ecuacion (13.7.1), se obtiene 


V b2 = [0.491 (60/g)]0.497g = 14.64 kips 
T b2 = [5.203(60/g)](0.497g) = 155.2 kip-pie 


(g) 
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Paso 3d: la fuerza lateral maxima del marco A esta dada por la ecuacion (13.9.4b) espe- 
cificada para un marco de un nivel: 

fAn ^A Ci (4 } yn XA<f)Q n )D n (h) 

Si se sustituyen k A = 75 kips/pie, x a = 1.5 pies y los valores numericos de T„, <j) yn , ipg,, y D n , 
resulta 

f Al = 75(—0.974)[—0.5228 + 1.5(0.0493)]0.3547 = 11.63 kips 

fA2 = 75(—0.956)[—0.5131 + 1.5(-0.0502)]0.3468 = 14.64 kips 

El cortante basal de un marco con un solo entrepiso es igual a la fuerza lateral; por lo tanto, 

VbAi — 11.63 kips VbA 2 — 14.64 kips (i) 

La fuerza lateral para el marco B esta dada por la ecuacion (13.9.4a) especificada para 
un marco de un nivel: 


fBn ~ kBT n (-yB<t>en)Dn (j) 

A1 sustituir k B = 40 kips/pie, y B = 10 pies, y los valores numericos de T,,, <p Bn y D,„ se obtiene 
f b\ = 40(-0.974)[-10(0.0493)10.3547 = 6.814 kips 
fB2 ~ 40(—0.956)[—10(—0.0502)]0.3468 = -6.662 kips 
Los cortantes correspondientes basales son 

VbB l =6.814 kips VbB 2 = —6.662 kips (k) 

Los resultados para las respuestas modales maximas se presentan en la tabla E13.12a. 


TABLA El 3.12a RESPUESTAS MODALES MAXIMAS 



Uy 

b/ 2 u 0 

v b 

T b 

V bA 

VbB 

Modo 

(pulg) 

(pulg) 

(kips) 

(kip-pie) 

(kips) 

(kips) 

1 

2.168 

-3.065 

11.63 

-118.8 

11.63 

6.814 

2 

2.042 

2.999 

14.64 

155.2 

14.64 

-6.662 


Paso 4: para este sistema con dos modos, las reglas ABSSUM, SRSS y CQC, ecuaciones 
(13.7.2) a (13.7.4), se especifican para 

r <\n\ + |r 2 | r ~ (rf + r|) 1/2 r ~ (r 2 + r\ + 2 pi 2 nr 2 ) 1/2 (1) 

Para este sistema, fi l2 = = 5.878/6.794 = 0.865. Con este valor de jl n y t, = 0.05, la 

ecuacion (13.7.10) da p 12 = 0.322. Los resultados de la ecuacion (1) se resumen en la tabla 
E13.12b, en la que tambien se incluyen los valores maximos de las respuestas totales deter- 
minadas mediante el analisis de la historia de la respuesta. Estos se calcularon utilizando los 
resultados del ejemplo 13.8, donde D n {t) y A„(t) fueron determinadas mediante el analisis dina- 
mico del n-esimo modo del sistema de 1GDL. 

Como se esperaba, la estimation ABSSUM siempre es mayor que el valor del analisis de 
la historia de la respuesta. La estimation SRSS es mejor, pero la estimation CQC es la mejor 
de las tres, puesto que representa el termino de correlation cruzada en la combination modal, 
que es importante en este ejemplo porque las frecuencias naturales estan muy cerca, una situa¬ 
tion comun para los sistemas con planta asimetrica. 
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TABLA El3.12b VALORES DE LA RESPUESTA MAXIMA CON 
EL ANALISIS DEL ESPECTRO DE RESPUESTA Y EL ANALISIS 
DE LA HISTORIA DE LA RESPUESTA 



My 

( b/2)ug 

v b 

T h 

V bA 

VbB 


(pulg) 

(pulg) 

(kips) 

(kip-pie) 

(kips) 

(kips) 

ABSSUM 

4.210 

6.064 

26.27 

274.0 

26.27 

13.48 

SRSS 

2.978 

4.289 

18.70 

195.5 

18.70 

9.530 

CQC 

Analisis de 

3.423 

3.532 

21.43 

162.3 

21.43 

7.848 

la historia 

de la 
respuesta 

3.349 

3.724 

20.63 

174.3 

20.63 

8.275 


Ejemplo 13.13 

En la figura E13.13a-c se muestra un edificio de dos niveles que consta de diafragmas rigidos 
soportados mediante tres marcos, A, B y C. Los pesos concentrados en el primero y segundo 
niveles son de 120 y 60 kips, respectivamente. Las matrices de rigidez lateral de estos marcos, 
cada uno idealizado como un marco de cortante, son 


T 225 

—75 1 

, , , r 

120 

-401 

[ -75 

75 J 

k t is - k x c - kjc - 

-40 

40 J 


En la figura 6.9.5 se proporciona el espectro de diseno para = 5%, escalado a una acelera- 
cion maxima del terreno de 0.5g. Determine el valor maximo del cortante basal del marco A. 


20 ' 




Marco B 


Marco A 


Marco C 


1.5' 


30' 

(a) Planta 




Figura E13.13a-c 
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Solucion Este sistema tiene cuatro grados de libertad: u yj y u flj (figura El 3. 1 3a); y = 1 y 2. La 
matriz de rigidez de las ecuaciones (9.5.25) y (9.5.26) se ha especificado para este sistema con 
tres marcos: 


k = 



ek y 

e% + (d 1 / 2)k Y 


] 


A1 sustituir k,, k y , e = 1.5 pies y d = 20 pies, se obtiene 


225.0 -75.00 337.5 -112.5' 

75.00 -112.5 112.5 

(sim) 24,506 -8169 

8169 

Las masas por nivel son wq = 120/g = 3.727 kip-s 2 /pie y m 2 = 60/g = 1.863 kip-s 2 /pie y los 
momentos de inercia de los niveles son I oj = mfb 2 + <P)1 12 = m/30 2 + 20 2 )/12 = 1300m/12. 
Si se sustituyen estos datos en la matriz de masa de la ecuacion (9.5.27), resulta 


'3.727 

1.863 

m 403.7 

201.9 

El problema de valores caracterfsticos se resuelve para determinar los periodos naturales 
T„ y los modos (p,, mostrados en la figura E13.13d. Observe que cada modo incluye el movi- 
miento lateral y torsional. En el primer modo los dos niveles se desplazan en la misma direccion 
lateral y los dos niveles giran en el mismo sentido. En el segundo modo, los dos niveles giran 
en la misma direccion, que es opuesta a la del primer modo. En los modos tercero y cuarto los 


Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 



73 = 1.512 s 72= 1.307 



73 = 0.756 




73 = 0.654 


Figura E13.13d 
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desplazamientos laterales en los dos niveles tienen direcciones opuestas; lo mismo ocurre con 
las rotaciones de los dos nivles. 

Las r„ se calculan a partir de las ecuaciones (13.3.4) a (13.3.6): 1"! = 1.591, T 2 = 1.561, 
r 3 = -0.562 y r 4 = 0.552. 

Para T n = 1.512, 1.307, 0.756 y 0.654 s, el espectro de diseno daAj/g = 0.595, A 2 /g = 
0.688, A 3 /g = 1.191 yA^g = 1.355. 

Los valores maximos de las fuerzas laterales estaticas equivalentes para el marco A son 
(a partir de la ecuacion 13.9.4b) 

f An iyn/y n A 


Si se sustituye para IY u>i(= 4.156), k,,, A h 0 vl y resultan las fuerzas laterales asociadas 
con el primer modo: 



1.591 

(4.156) 2 


(0.595 X 32.2) 


■ 225 
.-75 


-75] / ( 0.2134 
-75 J U 0.4269 



-0.0201 1\ = 124.2 1 
-0.0403 |) I 24.2 J 


El analisis estatico del marco sometido a estas fuerzas laterales (figura E13.13e) proporciona 
las fuerzas internas. En particular, el cortante basal es V b A , = f n + f 2l = 48.4 kips. Con 
calculos similares se llega al cortante maximo en la base debido a los modos segundo, tercero 
y cuarto: V b A 2 = 53.9, V b A } = 12.1 y V b A A = 13.3 kips. 

El valor maximo r de la respuesta total r(t) se calcula mediante la combinacion de las 


24.2 kips 


24.2 kips 


7W7/. W7/. 

Marco A Figura E13.13e 

respuestas modales maximas de acuerdo con la regia CQC, ecuacion (13.7.4). Con este pro- 
posito es necesario determinar las relaciones de frecuencia /S ; „ = &>,■/&>„, las cuales se dan en la 
tabla E13.13a. Para cada uno de los valores de fi ln se calcula el coeficiente de correlacion p,„ a 
partir de la ecuacion (13.7.10) con £ = 0.05 y se presenta en la tabla E13.3b. 

Si se sustituyen el valor modal maximo V bAn y los coeficientes de correlacion p in en la 


TABLA E13.13a RELACIONES DE FRECUENCIA NATURAL 


Modo, i 

n = 1 

n — 2 

n = 3 

n = 4 

u>i (rad/s) 

1 

1.000 

0.865 

0.500 

0.433 

4.157 

2 

1.156 

1.000 

0.578 

0.500 

4.804 

3 

2.000 

1.730 

1.000 

0.865 

8.313 

4 

2.312 

2.000 

1.156 

1.000 

9.608 


regia CQC, resultan los 16 terminos de la doble sumatoria para la ecuacion (13.7.4) (tabla 
E13.13c). Al sumar los 16 terminos y obtener la raiz cuadrada, se obtiene V bA = 86.4 kips. La 
tabla E13.13c muestra que los terminos con valores significativos son los terminos con i = n, 
asf como los terminos cruzados entre los modos 1 y 2 y entre los modos 3 y 4. Los terminos 
cruzados entre los modos 1 y 3, 1 y 4, 2y3,o2y4 son pequenos, porque esas frecuencias estan 
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TABLA E13.13b COEFICIENTES DE CORRELACION p in 


Modo, i 

n — 1 

n — 2 

n = 3 

n = 4 

1 

1.000 

0.322 

0.018 

0.012 

2 

0.322 

1.000 

0.030 

0.018 

3 

0.018 

0.030 

1.000 

0.322 

4 

0.012 

0.018 

0.322 

1.000 


TABLA E13.13C TERMINOS INDIVIDUALES EN LA REGLA CQC: 
CORTANTE BASAL V M EN EL MARCO A 

Modo, i 

n = 1 

n = 2 

n = 3 

n = 4 

1 

2344.039 

839.912 

10.833 

7.839 

2 

839.913 

2905.669 

19.748 

13.250 

3 

10.833 

19.748 

146.502 

51.797 

4 

7.839 

13.250 

51.797 

176.807 


muy separadas. La rai'z cuadrada de la suma de los cuatro terminos con i = n, a partir de la tabla 
E13.3c, da la estimacion SRSS: V M = 74.7 kips, la cual es menos precisa. 


13.10 UNA ENVOLVENTE BASADA EN EL ESPECTRO DE RESPUESTA 
PARA RESPUESTAS SIMULTANEAS 

El diseno sfsmico de un elemento estructural puede estar controlado por la accion simulta- 
nea de dos o mas respuestas. Por ejemplo, una columna en un marco tridimensional debe 
disenarse para resistir una fuerza axial y los momentos flexionantes alrededor de dos ejes 
que actiian al mismo tiempo y varfan en el tiempo. Esta seccion se limita a dos cantidades de 
respuesta: rjt) y r b (t)\ para una columna, rjt) representa el momento flexionante M{t) alre¬ 
dedor de un eje transversal y r b (t) representa la fuerza axial P(t). Los valores de r a y r b en un 
instante de tiempo t se indican mediante un punto en el espacio bidimensional de respuesta 




Figura 13.10.1 
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(figura 13.10.1a), y la trayectoria de la respuesta (es decir, las combinaciones de r a y r h du¬ 
rante el sismo) muestra la manera en que este par de cantidades de respuesta evolucionan en 
el tiempo. Un elemento estructural se considerara bien disenado si la trayectoria de la res¬ 
puesta se mantiene dentro de la region segura del espacio de respuesta, definido por la curva 
de capacidad correspondiente para el elemento (figura 13.10.1b); por ejemplo, la curva de 
capacidad para una columna se conoce por lo regular como el diagrama de interaction P-M. 

( ;C6mo puede lograrse una comparacion entre la demanda sfsmica y la capacidad del 
elemento estructural en el contexto del procedimiento de analisis del espectro de respuesta, 
presentado en la seccion 13.7? El procedimiento analisis del espectro de respuesta propor- 
ciona una estimacion del valor maximo de cada cantidad de respuesta, pero estos picos no 
suelen producirse en el mismo instante. Reconociendo este hecho, se presenta un conjunto 
de ecuaciones basadas en el espectro de respuesta para determinar una envolvente que de- 
limita la trayectoria de la respuesta. Asf, esta envolvente limitante puede compararse con la 
curva de capacidad para el elemento, a fin de determinar si esta bien disenado o no. 

En la figura 13.10.2a los valores maximos de r a (t) y r h (t) estimados mediante el pro¬ 
cedimiento analisis del espectro de respuesta se identifican como r ao y r bo . Estos pueden in- 
terpretarse como estimaciones de los valores maximos de las proyecciones de la trayectoria 
de la respuesta en los ejes r a y r h , respectivamente. Mediante el uso de estas estimaciones de 
los valores maximos, r ao y r bo , basadas en el espectro de respuesta, en la figura 13.10.2a t se 
presenta una “envolvente” rectangular que “limita” la trayectoria de respuesta; visualmen- 
te, la envolvente parece demasiado conservadora. De hecho, es conservadora, puesto que 
exige que el elemento estructural se disene para las cuatro combinaciones de las respuestas 
maximas: ±r ao y ±r bo , lo que implica que los picos se producen en el mismo instante; se 
consideran ambos signos algebraicos debido a que estos se pierden en el procedimiento 
del analisis del espectro de respuesta, que siempre da un valor positivo. El objetivo aquf es 
construir una envolvente limitante mas estrecha. 

Para este fin, considere una direction arbitraria en el espacio de respuesta que se gira 
a radianes en sentido antihorario a partir del eje r a (figura 13.10.1c). La proyeccion de la 





Figura 13.10.2 


T Las comillas se incluyen para enfatizar la posibilidad de que esta envolvente no limite estrictamente la 
trayectoria de la respuesta, ya que, como se menciono en la seccion 13.7, una estimacion de la respuesta maxima 
con el analisis del espectro de respuesta puede proporcionar una subestimacion respecto al valor exacto obtenido 
del analisis de la historia de la respuesta. 
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Figura 13.10.3 


trayectoria de respuesta a lo largo de esta direccion esta dada por T 

r a (t) = r a (t) cos a + r b (t) sencr (3.10.1) 


El valor maximo r ao de rjt) puede estimarse mediante el procedimiento analisis del espec¬ 
tro de respuesta, en el que las respuestas estaticas modales requeridas r^ n pueden determi- 
narse a partir de r„ n y rf n siguiendo la ecuacion (13.10.1): 

r an = r an COS “ + r bn Sen « (3.10.2) 


Como se muestra en la figura 13.10.2b. la trayectoria de la respuesta esta limitada en la 
direccion a por r ao , al igual que estaba limitada por r ao y r bo en las direcciones a = 0° y 90°, 
respectivamente. 

El calculo anterior puede repetirse a fin de determinar r ao para varias direcciones a y 
trazar los limites resultantes (figura 13.10.2c), con lo que la envolvente puede estrecharse 
poco a poco. La envolvente resultante se muestra como una elipse (figura 13.10.3a) con sus 
coordenadas definidas por 


r a _ | (r% 0 cos a + r aho sen a) / r ao 1 
r b l 1 ( r bo Sen “ + r aba COS a) / r ao J 


0 < a < 2n radianes (13.10.3) 


donde el termino cruzado r abo aun esta por definirse. De paso, se observa que este termino 
cruzado determina la orientation de los ejes principales de la elipse con respecto a los ejes 
del espacio de respuesta r u y r b . Las coordenadas dadas por la ecuacion (13.10.3) de un 
punto sobre la envolvente eliptica no necesariamente se encuentran en la direccion a ale- 
jadas del origen del espacio de respuesta; de hecho, la direccion es tan _1 (?*/r fl ). Recuerde 
que a define la direccion a lo largo de la cual se proyecta la trayectoria de respuesta. Es 
posible demostrar que la envolvente eliptica se inscribe dentro de la envolvente rectangular 
conservadora. 

Independientemente de la regia de combination modal usada para estimar las respues¬ 
tas maximas, la presentation anterior esta ahora especificada para las reglas CQC y SRSS. 


tEn general, r a no representa ninguna cantidad de respuesta fisica; sin embargo, en algunos casos lo 
hace. Por ejemplo, si r a y r b indican los momentos flexionantes en una columna alrededor de dos ejes orto- 
gonales a y b de su seccion transversal, entonces r a representa el momento flexionante alrededor de un eje 
transversal girado a radianes en sentido antihorario desde el eje a. 
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De acuerdo con la regia de combinacion modal CQC, r ao , r ho y r abo estan dadas por 


N N 


1/2 


N N 


b ao — I ^ ^ ' P.n/au.l'ano J 0 bo — I ^ ^ ^ ^ PinTbio^bno J ^abo — EE PinVa, 


\i = 1 n = 1 


U=1 n = 1 


\ 1/2 


N N 


'jf'bno 


i = 1 n = 1 


(13.10.4) 


donde las primeras dos ecuaciones son conocidas (vea la seccion 13.7) para los valo- 
res maximos de las respuestas r a (t) y r h (t) y el termino cruzado definido por la ecuacion 
(13.10.4c) es similar en apariencia a las ecuaciones (13.10.4a) y (13.10.4b), pero involucra 
ambas respuestas; recuerde que p in = 1 para i = n (seccion 13.7). 

Si las frecuencias naturales de vibracion de la estructura estan muy separadas, p m — 0 
para i¥= ny la ecuacion (13.10.4) se simplifica como 

/ N \ 1/2 / N \ 1/2 N 

r ao — I ^ ' t r gno j r bo — I ^ ] r bno | r abo — ^ ' r ano r bno (13.10.5) 

\n=l / \n=l / n—\ 


Las ecuaciones (13.10.5a) y (13.10.5b) son las ecuaciones conocidas (vea la seccion 13.7) 
para los valores maximos de las respuestas r„(f) y r h (t) con base en la regia de combinacion 
modal SRSS, y la ecuacion (13.10.5c) es un caso especial de la ecuacion (13.10.4c). 

A partir del procedimiento analisis del espectro de respuesta, la ecuacion (13.10.3) com- 
binada con la ecuacion (13.10.4) o (13.10.5), segun sea apropiado, define la envolvente elfp- 
tica limitante. En lugar de la trayectoria de respuesta completa (figura 13.10.1b), esta envol¬ 
vente puede compararse con la curva de capacidad del elemento estructural para determinar 
si esta bien disenado o no (figura 13.10.3b). En particular, se considera que un elemento esta 
bien disenado si la envolvente eltptica, que envuelve todas las combinaciones de las respuestas 
que ocurren durante un sismo, se encuentra dentro de la region segura del espacio de respuesta 
definido por la superficie de la capacidad del elemento. Con frecuencia se observa que la com¬ 
binacion de respuesta crftica, que se indica por el punto de diseno, no incluye el valor maximo 
de cualquiera de las dos respuestas, como se muestra en la figura 13.10.3b. 

Los investigadores han desarrollado una teorfa general que conduce a una envolvente 
limitante o funcion ltmite que delimita los valores probables para un conjunto de mas de dos 
cantidades de respuesta; por ejemplo, la fuerza axial y los momentos flexionantes alrededor de 
los ejes de la seccion transversal x y y que actuan sobre un elemento estructural. En este caso, 
la envolvente limitante, que es una elipse en el espacio bidimensional de respuesta, se genera- 
liza como un elipsoide en el espacio tridimensional de respuesta. Los investigadores tambien 
han desarrollado estrategias para comparar las envolventes de respuesta tridimensional con 
las superficies de capacidad a fin de juzgar si un elemento estructural esta bien disenado o no. 


Contribucion de las fuerzas estaticas. En la presentacion anterior de la envol¬ 
vente eltptica solo se consideraron las respuestas a la excitacion stsmica que son variables en el 
tiempo. Sin embargo, las cargas estaticas iniciales (vivas y muertas) que actuan sobre la estructu¬ 
ra generan las componentes invariantes en el tiempo r as y r bs . Para los sistemas elastico lineales, 
las componentes iniciales de la respuesta, estaticas y variables en el tiempo, pueden sumarse 
para producir la respuesta total que varfa en el tiempo alrededor del punto de inicio <r as , r bs > en 
el espacio de respuesta r a -r b (figura 13.10.4). El tamano y la orientacion de la envolvente eltp¬ 
tica no se ven afectados por las componentes estaticas, y el centra de la envolvente se traslada 
desde el origen del espacio de respuesta hasta <r as , r bs >, como se muestra en la figura 13.10.4. 
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Las coordenadas de esta envolvente trasladada son 

| r a 1 = | (r~ a cos a + r abo senoA /r ao II r as 1 
I >'b | l (r bo sena + r abo cos a)/r ao J | r bs J 


0 < a < 27rradianes (13.10.6) 


A partir de la figura 13.10.4 resulta claro que el punto de diseno crftico, que es el 
punto sobre la envolvente de la respuesta que controla el diseno de un elemento estructural, 
basado en la envolvente rectangular se encuentra fuera de la curva de capacidad, lo que 
indica que el elemento estructural no satisface los requisitos de diseno. Sin embargo, la en¬ 
volvente eliptica esta dentro de la superficie de la capacidad del elemento, lo que indica que 
el elemento esta bien disenado. Es obvio que la construction de una envolvente adecuada 
resulta importante para llegar a la decision correcta. 


Ejemplo 13.14 

Considere el marco en forma de L invertida de la figura El3.la, sometido al movimiento del 
terreno de El Centro. Determine la trayectoria de la respuesta y la envolvente limitante para 
dos fuerzas que actiian al mismo tiempo en la base de la columna: momenta flexionante M b y 
fuerza axial P. Se tiene que m = 50 kips/g, El = 7.8 x 10 6 kip-pulg 2 y L = 12 pies, y se supone 
que = 5%. 

Solution Al sustituir los valores dados de m, El y L en la ecuacion (c) del ejemplo 13.1, se 
obtienen las frecuencias naturales de vibracion a) 1 = 3.139 y m 2 = 8.420 rad/s; los periodos 
naturales de vibracion correspondientes son 7) = 2.0 y T 2 = 0.746 s. 

Andlisis de la historia de la respuesta. El analisis de la respuesta del sistema de 1GDL 
correspondiente al primer modo (7) = 2 se y G = 5%) y del sistema de 1GDL correspondiente 
al segundo modo (T 2 = 0.746 s y f 2 = 5%) al movimiento del terreno de El Centro da los va¬ 
lores de D„(t) y A„(t ) mostrados en la figura E13.14a. 
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Las respuestas estaticas modales M s bn y P st „ son las siguientes: M b \ = 2.069mL y M£ 2 
= 0.93 hnL (a partir del ejemplo 13.1); P|\ = 0.851m y P| 2 = -0.851m (a partir de la figura 
E13.1). A1 sustituir esto en la ecuacion (13.1.16) se obtiene la historia de la respuesta: 

M b it) = 2.069mLAi (t) + 0.931 mLAo(l) 

(a) 

Pit) = 0.851/;iAi(f) -0.851mA 2 (O 

El momento en la base y la fuerza axial se calculan a partir de la ecuacion (a) usando la A n (t) 
conocida de la figura E13.14a y se muestran en la figura El3.14b. Se presentan las contribucio- 
nes de cada modo por separado y las respuestas combinadas totales. Los valores maximos son 
Mbo = 4056 kip-pulg y P 0 = 24.41 kips, tal como se indica. 

A1 graficar juntos M b (t) y Pit) en el espacio de respuesta (figura E13.14c) se obtiene la 
trayectoria de la respuesta. Observe que los valores maximos de las proyecciones de la trayec- 
toria de la respuesta sobre los ejes M b y P son iguales a M bo y P a , los cuales se determinaron 
con anterioridad (figura El3.14c). 

Analisis del espectro de respuesta. El espectro de respuesta para el movimiento de te- 
rreno de El Centro (figura 6.6.4) para un 5% de amortiguamiento da Aj = 0.1376g y A 2 = 
0.4515g, correspondientes a 7j y T 2 , respectivamente. Estos son los valores precisos para las 
ordenadas espectrales, los valores maximos de A„(r) que se indican en la figura E13.14a. 
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Figura E13.14c 


Las respuestas modales maximas estan dadas por 

Mbno = M b n A n Pno = P„ A n (b) 

A1 sustituir para A, „ las respuestas modales estaticas, m y L se llega a los valores modales maxi- 
mos para el momento flexionante en la base de la columna: 

Mbio — 2.069mL(0.1376g) = 2047kip-pulg 
Mbio — 0.93lmL(0.45l4g) = 3033kip-pulg 
y para la fuerza axial en la columna: 

Pio = 0.851m(0.1376g) = 5.85 kips 
P 2o = —0.851/;7(0.4514g) = —19.2 kips 

Como las frecuencias naturales de este sistema estan muy separadas, es posible combinar la 
respuesta modal maxima mediante la regia SRSS: 

M bo = 7(2047)2 + (3033) 2 = 3659kip-pulg 

Po = 7( 5 - 85 ) 2 + (-19.2)2 = 20.07 kips 

Estas estimaciones de las respuestas maximas se muestran en el espacio de respuesta r a -r b en la 
figura E13.14d. Debido a que estas estimaciones de las respuestas maximas son mas pequenas 
que los valores maximos exactos obtenidos con el analisis de la historia de la respuesta (figura 
E13.14b), estrictamente no limitan la trayectoria de la respuesta (figura E13.14d). 

Las respuestas estaticas modales para r a se calculan a partir de la ecuacion (13.10.2): 

r an = Mucosa + Pf sen a 
Para a = 30°, estas respuestas estaticas modales son 

r st , = 2.069;wLcos 30° + 0.851rnsen30° 

O' 1 

= (1.792L + 0.4255)m 
r a 2 ~ 0.93 lmL cos 30° — 0.851m sen 30° 

= (0.8062L - 0.4255)m 
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Figura E13.14d, e 


Si se sustituyen estos r£ n y los valores de A n en r ano = resultan las respuestas modales 
maximas 

r a i 0 = (1.792L + 0.4255)m(0.1376g) = 1776 
r a2o = (0.8062L - 0.4255)m(0.4515g) = 2617 
La combination de estas respuestas modales maximas da 

r ao = yj (1776) 2 + (2617) 2 = 3163 

Observe que r a no representa una cantidad ffsica; por lo tanto, no se muestran las unidades. 

Envolvente limitante La envolvente limitante esta dada por la ecuacion (13.10.3) don- 
de r ao , r bo y r ao ya se han determinado, y r abo esta dado por la ecuacion (13.10.5c): 

N 

rabo = E ranorbno = (2047)(5.85) + (3033)(—19.2) 

n =1 

= -46,260 

Con r ao , r ba , r ao y r abo conocidos, ahora se ilustra el calculo de las coordenadas de la envolvente 
limitante para a = 30°: 

r a = [(3659) 2 cos 30° + (-46240) sen 30° ]/3163 = 3658 
r b = [(20.07) 2 sen30° + (-46240) cos 30°]/3163 = -12.60 

Estas son las coordenadas de un punto sobre la envolvente limitante (figura E13.14e). La en¬ 
volvente elfptica esta limitada en la direction a por r ao = 3163. Esta cota sera tangente a la 
envolvente en el punto (3658, -12.60). Sin embargo, esta afirmacion no puede comprobarse en 
la figura E13.14e porque las escalas a lo largo de los ejes r a y r b no son iguales, lo que ocasiona 
una distorsion de los angulos. A1 repetir estos calculos para un gran numero de valores de a, se 
llega a la elipse limitante (figura E13.14e). 

















Seccion 13.11 Respuesta maxima a movimientos del terreno con varios componentes 


595 


13.11 RESPUESTA MAXIMA A MOVIMIENTOS DEL TERRENO CON VARIOS 
COMPONENTES 

El movimiento del terreno en un sitio se define mediante seis componentes: la traslacion a 
lo largo de los ejes ortogonales, jc, y y z, y las rotaciones alrededor de dichos ejes; los ejes x y 
y son horizontales y el eje z es vertical. Aqui se consideraran solamente los tres componen¬ 
tes traslacionales porque estos son los linicos componentes registrados durante los sismos. 
Suponga que los ejes x,yyz coinciden con los ejes que definen la estructura. La respuesta 
dinamica de la estructura a un componente del movimiento del terreno, dentro de su inter- 
valo elastico lineal de comportamiento, puede determinarse mediante el procedimiento de 
analisis de la historia de la respuesta (caprtulo 13, parte A); y la respuesta combinada de los 
tres componentes actuando al mismo tiempo se obtiene por superposicion. 

( Como puede determinarse la respuesta combinada en el contexto del procedimiento 
del analisis del espectro de respuesta presentado en la seccion 13.7? El procedimiento analisis del 
espectro de respuesta proporciona una estimation de los valores maximos de las respuestas a 
los componentes individuales de excitacion. Si se reconoce que estos picos no suelen produ- 
cirse al mismo tiempo, se presenta una regia para combinar los tres picos individuales a fin de 
estimar la respuesta maxima al movimiento del terreno con varios componentes. Para ello, es 
necesario primero presenter el concepto de los ejes principales del movimiento del terreno, 
que a su vez requiere una terminologfa y definiciones nuevas. 

13.11.1 Excitacion sismica 

Considere tres componentes ortogonales (x, y y z) de una aceleracion del terreno registrada 
a x (t), ' a y (t) y a 7 (t) y defina la matriz de covarianza u de 3 x 3 mediante sus elementos: 

1 f‘ d 

Hij = — I aj(t)aj(t)dt i,j=x,y,z (13.11.1) 

td Jo 

donde t d es la duration del movimiento del terreno. Los terminos diagonales de esta matriz 
representan las intensidades cuadradas medias de los tres componentes, y los terminos fuera 
de la diagonal representan las correlaciones cruzadas entre los pares de componentes. En 
general, p.y para i ¥= j es distinto de cero y se dice que los componentes estan correlacionados. 

Los investigadores han desarrollado tres concept os: en primer lugar, el movimiento 
del terreno puede transformarse en un nuevo conjunto ortogonal de ejes 1, 2, y 3 de tal 
manera que las aceleraciones del terreno a\(t), a 2 (t) y a 2 (t) en direction de estos ejes no 
esten correlacionados; es decir, py = 0, i # j, donde i,j = 1, 2, 3; la matriz de covarianza 
correspondiente es, obviamente, una matriz diagonal. En segundo lugar, estos ejes se defi¬ 
nen como los ejes principales del movimiento del terreno. Si se ordenan los componentes 
de inicio de mayor a menor intensidad cuadrada media, es decir, p u > p 22 > U 33 , ajt) se 
denomina el componente principal mayor, a 2 {t) el componente principal intermedio y a 2 (t) 
el componente principal menor. En tercer lugar, el eje principal mayor es horizontal y se 
dirige aproximadamente hacia el epicentre del sismo, el eje principal intermedio tambien es 
horizontal pero perpendicular al primero, y el eje principal menor es mas o menos vertical. 


^En esta seccion la aceleracion del terreno se indica mediante a(t) en vez de ti g {t), a fin de simplificar la 
notacion. 
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Este modelo sencillo es razonable para los movimientos del terreno que se registran en una 
ubicacion no muy cercana a la falla. 

La excitation se define en terminos de los espectros de diseno asociados con los com- 
ponentes principales del movimiento del terreno. Los espectros de pseudo-aceleracion se 
indican como A(T n ) para el componente principal mayor, y A(T n ) para el componente prin¬ 
cipal intermedio, y A 3 (T n ) para el componente principal menor. Tenga en cuenta que los 
espectros de diseno en las dos direcciones horizontales tienen la misma forma pero difieren 
por el factor de f, donde () < y < 1, mientras que el espectro de diseno A 3 (T n ) para el movi¬ 
miento vertical del terreno tiene una forma diferente; estos supuestos son consistentes con 
los espectros de respuesta de los movimientos registrados. 

13.11.2 Relacion de la respuesta estructural con el angulo de incidencia 

En la figura 13.11.1 se presenta un piano esquematico de una estructura con dos conjuntos 
de ejes: uno (ejes 1 y 2) que define las direcciones principales del movimiento del terreno, 
y el otro (ejes x y y) que define la estructura; tanto el tercer eje para la estructura (eje z), 
como el eje principal menor (eje 3) para el movimiento del terreno, son verticales. La 
orientacion relativa de los dos sistemas de coordenadas se define por el angulo 9 entre 
los dos conjuntos de ejes horizontales. 9 se define como el angulo de incidencia de las 
ondas sismicas y se considera que es positivo en el sentido antihorario. Como es natural, 
los componentes del movimiento del terreno en direction de los ejes estructurales estan 
correlacionados. 

Considere una cantidad de respuesta r(t) que puede expresarse como una combination 
lineal de los desplazamientos estructurales. Se ha desarrollado la regia CQC3 para estimar 
el valor maximo r„ de la respuesta combinada, debido a la aplicacion simultanea de los 
componentes principales del movimiento del terreno. Esta regia proporciona la respuesta 
maxima como una funcion del angulo de incidencia de las ondas sismicas y se presenta sin 
la deduction correspondiente: 

r(9) ~ { [r 2 + (yr v ) 2 ] cos 2 9 + [(yr x ) 2 + r 2 ] sen 2 9 + 2(1 — y 2 )r xy sen 9 cos 9 + r 2 } 1/_ 

(13.11.2) 



Figura 13.11.1 Orientacion relativa de dos siste¬ 
mas de coordenadas; ejes estructurales x, y y z; y 
ejes principales 1, 2 y 3 del movimiento del terreno 
(los ejes verticales z y 3 no se muestran). 
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donde el subfndice “o” que indica el valor maximo se ha descartado y r x es la respuesta 
maxima a un solo componente del movimiento del terreno, definido mediante el espectro 
A(T„) del componente principal mayor, aplicado en direccion del eje estructural x\ r y es la 
respuesta maxima a un solo componente del movimiento del terreno, definido por el espec¬ 
tro A(T n ), aplicado en direccion del eje estructural y\ r z es igual a la respuesta maxima para 
el movimiento vertical del terreno, definido mediante el espectro A Z (T„). Observe que r y no 
es la respuesta real al componente principal intermedio del movimiento del terreno, que se 
definio mediante el espectro yA(r„); r y es igual a la respuesta real dividida entre y. Si las 
intensidades de los dos componentes horizontales del movimiento del terreno son iguales; 
es decir, si y = 1, puede verse facilmente a partir de la ecuacion (13.11.2) que la respuesta 
maxima es independiente del angulo de incidencia de las ondas sfsmicas 9. Sin embargo, los 
movimientos del terreno registrados no son compatibles con la hipotesis de y = 1. 

La respuesta maxima r k a un componente individual del movimiento del terreno esta 
dada por la regia CQC (vea la ecuacion 13.7.4): 

( N N \ '/2 

EE Pin r ik r nk ) k = x,y,z (13.11.3) 

i=l n =1 / 

donde r nk es la respuesta maxima debida al n-esiruo modo natural de vibracion y p in es el 
coeficiente de correlacion modal para los modos i y n\ observe que el primer subfndice en 
r nk indica el numero de modo y el segundo se refiere a la direccion de aplicacion del movi¬ 
miento del terreno. Si se reescribe la ecuacion (13.7.1), 

r nk =r«A nk (13.11.4) 

donde rf k es la n-esima respuesta estatica modal y A nk es la ordenada del espectro de 
pseudo-aceleracion en el perfodo del /z-esimo modo, ambos asociados con la direccion 
k para aplicar el movimiento del terreno. El termino r^ de la ecuacion (13.11.2) es un 
termino cruzado entre las respuestas modales que contribuyen a r x y r y , la cual surge de 
la correlacion entre los componentes del movimiento de terreno en direccion de los ejes 
estructurales: 


N N 

IT X y ^ ^ ^ Pin fixrny (13.11.5) 

i = l n = 1 

Observe que r xy implica a los mismos terminos que entran en la ecuacion (13.11.3) para las 
respuestas maximas r x y r y , pero involucra las respuestas modales a los dos componentes 
del movimiento del terreno. 

Si las frecuencias de vibracion natural de los modos que contribuyen de manera sig- 
nificativa a la respuesta estan muy separadas, los coeficientes de cotTelacion modal p ln — 0 
para i ¥= n, y r k puede determinarse mediante la simple regia de combinacion modal SRSS 
(ecuacion 13.7.3): 



1/2 


r k ~ 


(13.11.6) 
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De manera similar, la ecuacion (13.11.5) se simpliiica como 

N 

r k - Yrnxrny (13.11.7) 

n = 1 

donde se ha utilizado la propiedad de que p in = 1 para i = n. 


13.11.3 Respuesta critica 


La respuesta critica r CI se define como la mayor de las respuestas r(O) para todos los angu- 
los posibles de incidencia de las ondas sfsmicas 9. Es de interes porque, en las situaciones 
practicas, no se conoce la ubicacion del epicentro del sismo, por lo que 9 es desconocido. A1 
diferenciar la ecuacion (13.11.2) con respecto a 9 y al igualar la derivada a cero, se obtiene 
el dngulo critico de incidencia: 


On = - tan 
2 


-l 


2 r 


xy 


r 2 - y.2 


(13.11.8) 


Esta ecuacion conduce a dos valores de 9 entre 0 y it rad, correspondientes a los valores 
maximo y rntnimo de r(9): r m . lx y r mfn ; los dos valores de 9 estan separados por jt/2 rad. 
Observe que 9 CV es independiente de la relation de intensidad y entre los componentes ho- 
rizontales del movimiento del terreno y no esta influenciado por el componente vertical del 
movimiento del terreno. 


Los valores numericos de r, r 


y r m 


pueden determinarse al sustituir los dos valores 


numericos de G a obtenidos a partir de la ecuacion (13.11.8) en la ecuacion (13.11.2). Sin em¬ 
bargo, es posible deducir ecuaciones expltcitas para r m . lx y r mfn , y la de la respuesta maxima es 

1/2 


(1 


+ y 2 ) 


r 2 + r 2 

x y 


+ d -Y 2 ) 




r 2 _ v 2 ' 


+ r x y + r z 


(13.11.9) 

Por lo tanto, la estimacion CQC3 de la respuesta critica se ha expresado en terminos de la 
respuestas maxima r x y r y para el componente principal mayor del movimiento de terreno, 
caracterizado por el espectro de diseno A{T„), aplicado en direccion de los ejes x y y de la 
estructura, respectivamente; la respuesta maxima r z a la componente vertical del movimien¬ 
to del terreno, caracterizado por el espectro de diseno A z (T n ); y el termino transversal r xy 
que surge de la correlation entre los componentes del movimiento del terreno en direccion 
de los ejes estructurales. 


13.11.4 Otras reglas de combinacion con varios componentes 

Si los ejes principales del movimiento del terreno coinciden con los ejes estructurales, la res¬ 
puesta esta dada por la ecuacion (13.11.2) con 6 = 0 si el eje principal mayor esta orientado 
en la direccion x y con 9 = jt/2 rad si el eje principal mayor esta orientado en la direccion y: 

r (0) = [r 2 + (yr y ) 2 + r 2 ] V2 r (tt/2) = [(yr x ) 2 + r 2 + r 2 ] 1 ' 2 (13.11.10) 

De acuerdo con estas ecuaciones, la respuesta maxima total esta dada por la ratz cuadrada 
de la suma de los cuadrados de las respuestas maximas a los componentes individuales del 
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movimiento del terreno. Aunque el espectro de diseno para el componente y es menos inten- 
so que el del componente x por el factor y < 1 , r y puede ser mas grande que r„ dependiendo 
de los valores relativos de las respuestas estaticas modales asociadas con los dos componen¬ 
tes; vea la ecuacion (13.11.4). Por lo tanto, la regia SRSS se define como 


~ max[r (0), r (tt/2)] 


(13.11.11) 


Si los dos componentes horizontales del movimiento del terreno son iguales en intensidad, 
es decir, si 7 = 1, la regia CQC3 (ecuacion 13.11.2) se reduce a la regia SRSS: 



(13.11.12) 


Observe que la ecuacion (13.11.12) es la misma que la ecuacion (13.11.11), especificada 
para 7 = 1. Algunos codigos de construccion definen el mismo espectro de diseno para am- 
bos componentes horizontales del movimiento del terreno y especifican la regia SRSS para 
determinar la respuesta maxima a una excitacion con varios componentes. 

En algunos codigos de construccion tambien se incluye una regia porcentual para de¬ 
terminar la respuesta maxima a una excitacion con varios componentes. Esta regia tambien se 
basa en el supuesto de que los ejes principales del movimiento del terreno coinciden con los 
ejes estructurales, y que ambos componentes horizontales del movimiento del terreno tienen la 
misma intensidad. De acuerdo con esta regia, r a se estima como la suma de la respuesta debida 
a la excitacion en una direccion y una fraction, a por ciento, de las respuestas debido a las 
excitaciones en las otras dos direcciones. El diseno estructural se basa en la combination que 
produce la mayor estimation de la respuesta total. Por lo tanto, deben considerarse tres casos: 

r cr ~ ma x\r x + ar y + ar z , ar x + r y + ar z , ar x + ar y + r z ] (13.11.13) 

Algunos codigos de diseno especifican a. = 30%, mientras que en otros se indica a = 40%. 

13.11.5 Ejemplo: sistema tridimensional 

Los procedimientos de analisis que se presentaron en las secciones anteriores se aplican 
para un sistema tridimensional simple sometido a dos componentes horizontales del mo¬ 
vimiento del terreno, los cuales se aplican al mismo tiempo. Los valores maximos de las 
cantidades de respuesta seleccionadas se estiman mediante las diversas reglas de combina¬ 
cion para componentes multiples. Los resultados que se presentan estan acompanados de 
comentarios de interpretation que deben ayudar a comprender estas reglas. 

Sistema y excitacion. La tuberfa tridimensional de la ligura E13.11.2 esta hecha 
de tubos de acero con un diametro estandar nominal de 3 pulg. Sus propiedades son / = 3.017 
pulg 4 , J = 6.034 pulg 4 , E = 30,000 ksi, G = 12,000 ksi, m = 1.0 kips/g, y L = 36 pulg. Este 
sistema se somete a un movimiento slsmico horizontal definido por sus dos componentes prin¬ 
cipales, caracterizadas por A(T n ) y 7 A(T n ), 0 < 7 < 1, respectivamente; A(T n ) es el espectro de 
diseno de la hgura 6.9.5 (£ = 5%) escalado a una aceleracion maxima del terreno de 0.20g. 

Respuesta a los componentes individuales. Las cantidades de respuesta 
seleccionadas son los momentos flexionantes sobre los ejes x y y y el par de torsion en el 
extremo fijo a de la tuberfa. Las respuestas maximas debidas a un solo componente del 
movimiento del terreno caracterizado por el espectro de diseno A(T n ), que se aplica primero 
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Figura E13.11.2 


en direccion del eje x y posteriormente en direccion del eje y, se determinan mediante el 
procedimiento analisis del espectro de respuesta de la seccion 13.7. Estos calculos no se 
presentan con detalle (se dejan para que el lector los realice en problemas como el 13.59 
y el 13.60), pero los resultados sobresalientes necesarios para determinar la respuesta a la 
excitacion con componentes multiples se resumen a continuacion. 

Los coeficientes de correlacion modal p in son necesarios en la ecuacion (13.11.3) para 
estimar la respuesta maxima a los componentes individuales del movimiento del terreno. 
Por ello, es necesario calcular las relaciones de frecuencia = a>Jo) n a partir de las fre- 
cuencias naturales co n = 13.24, 13.66 y 49.59 rad/s. Los valores correspondientes de p in , 
calculados con la ecuacion (13.7.10) y £ = 0.05, se presentan en la tabla 13.11.1. 


TABLA 13.11.1 COEFICIENTES 
DE CORRELACION MODAL p in 


Modo, i 

n — 1 

n - 2 

n = 3 

1 

i 

0.909 

0.006 

2 

0.909 

1 

0.007 

3 

0.006 

0.007 

1 


En la tabla 13.11.2 se presentan las respuestas modales maximas para M x , M y y T z , 
dadas por los terminos individuales de la ecuacion (13.11.3), junto con la estimacion CQC 
(ecuacion 13.11.3) del valor maximo de la respuesta combinada 


TABLA 13.11.2 RESPUESTAS MODALES MAXIMAS Y ESTIMACION CQC (KIP-PULG) 


Excitacion 


Direccion x 



Direccion y 


Modo 

M x 

My 

T z 

M x 

My 

T z 

1 

-1.509 

-17.725 

19.234 

0.956 

11.235 

-12.191 

2 

-5.228 

2.804 

2.424 

9.721 

-5.214 

-4.507 

3 

6.737 

-4.591 

-2.146 

8.835 

-6.021 

-2.814 

CQC 

9.421 

15.925 

21.555 

13.842 

9.097 

16.653 


Term i no cruzado r xy . Los calculos posteriores se ilustran para M x , es decir, r = M x . 
La tabla 13.11.3 da r x = 9.421 kips-pulg y r y = 13.842 kips-pulg. Para determinar el termino 
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cruzado que se define mediante la ecuacion (13.11.5), en la tabla 13.11.3 se presentan los nue- 
ve terminos de la doble sumatoria, calculados utilizando los valores conocidos de p,„, r ix y r ny . 


TABLA 13.11.3 TERMINOS INDIVIDUALES 
EN LA ECUACION (13.11.5) 


Modo, i 

n — 1 

n = 2 

n = 3 

1 

-1.443 

-13.333 

-0.081 

2 

-4.543 

-50.821 

-0.305 

3 

0.039 

0.432 

59.521 


A1 sumar los nueve terminos se obtiene r xy = -10.538. 

Relacion de la respuesta con el angulo de incidencia. Ahora que r x , r y 

y r xy son conocidos, pueden sustituirse en la ecuacion (13.11.2) para obtener la respuesta 
como una funcion del angulo de incidencia; por ejemplo, para 0 = tc/A y y = 0.67, r(jt/4 ) 
= 14.046. Estos calculos se repiten para muchos valores de 0 a fin de obtener M x como una 
funcion de 6 para cuatro valores de y. Si se aplican calculos similares es posible obtener M y 
y T z como funciones de 6. 

Los momentos flexionantes M x y M y y el par de torsion 71, calculados mediante la regia 
CQC3, se presentan en la figura 13.11.3 para todas las posibles orientaciones 0 de los ejes 
principals del movimiento del terreno, en relacion con los ejes estructurales. Estos resultados 
para cuatro valores de y permiten las siguientes observaciones: (1) la estimacion CQC3 de la 
respuesta maxima varfa moderadamente con 9, como lo hace para los valores mas pequenos 
de y, y (2) para el caso limite de y = 1, la estimacion CQC3 es independiente de 9, una con¬ 
firmation numerica de la observation anterior surgida de la ecuacion (13.11.2). 

30 

ba 

3 

Oh 

t 20 

Sri 

10 

aT 

o 

0 n/2 n 0 nil n 0 jt /2 n 

Angulo de incidencia de las ondas sfsmicas 9, rad 

Figura 13.11.3 Respuestas maximas M x , M y y T x para todas las orientaciones de los ejes 
principales del movimiento del terreno. 



Respuesta crrtica. A1 sustituir r x = 9.421, r y = 13.842, = -10.538 y y = 0.67 

en la ecuacion (13.11.9), se obtiene r cr = 15.232 kips-pulg. Este es el valor crftico de M x (figu¬ 
ra 13.11.3); es decir, el valor mas grande de M x sobre todos los posibles angulos de incidencia 
0; el angulo crftico de incidencia 9 CI = 95.8° se calcula a partir de la ecuacion (13.11.8). 
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Comparacion de las reglas CQC3 y SRSS. Las estimaciones de los valores 
crfticos de M x , M y y T z obtenidas con las reglas CQC3 y SRSS se presentan en la tabla 
13.11.4 para cuatro valores de y. La estimacion CQC3 se obtiene, como se ilustro con 
anterioridad, para M x con y = 0.67. La estimacion SRSS se obtiene usando las ecuaciones 
(13.11.10) y (13.11.11), como se ilustra a continuation para la respuesta M„ es decir, r = 
M x . Si se sustituye r x = 9.421, r y = 13.842 y y = 0.67 en la ecuacion (13.11.10), da r(0) 
= 13.220 y r(jz/2) = 15.213; de acuerdo con la ecuacion (13.11.11), r cr = max(13.220, 
15.213) = 15.213 kip-pulg. 


TABLA 13.11.4 ESTIMACIONES SRSS Y CQC3 DE LA RESPUESTA 
CRlTICA 


Relation de 
intensidad y 

M t ( kip-pulg) 

M y (kip-pulg) 

T z (kip-pulg) 

SRSS 

CQC3 

SRSS 

CQC3 

SRSS 

CQC3 

0.5 

14.62 

14.65 

16.56 

17.16 

23.11 

27.05 

0.67 

15.21 

15.23 

17.05 

17.48 

24.27 

27.10 

0.85 

15.99 

16.00 

17.70 

17.91 

25.79 

27.17 

1 

16.74 

16.74 

18.34 

18.34 

27.24 

27.24 


Observe que la estimacion SRSS es menor que la estimacion CQC3 para todas las 
cantidades de respuesta y para todos los valores de y < 1; en el caso limite de y = 1, las 
dos estimaciones son identicas. 

Comentarios sobre las reglas SRSS y porcentual en los codigos de cons¬ 
truction. En primer lugar, se ilustra la estimacion del valor crftico de la respuesta M x de 
acuerdo con las reglas SRSS y porcentual especificadas en los codigos de construction, que se 
basan en el supuesto de que y = 1. A1 sustituir r x = 9.421 y r y = 13.842 (y al omitir el termi- 
no r,) en la ecuacion (13.11.12), se obtiene la estimacion SRSS de r cr = 16.744 kip-pulg. De 
acuerdo con la regia porcentual, el valor crftico de la respuesta se estima a partir de la ecuacion 
(13.11.13). Si se sustituye r x = 9.421 y r y = 13.842, la regia del 30% da r cr = max(16.668, 
13.573) = 16.668 kip-pulg y la regia del 40% da r cr = max(17.610, 14.958) = 17.610 kip-pulg. 

Los valores crfticos de M x , M y y T z estimados mediante las reglas SRSS y porcentual 
en los codigos de construction se presentan en la tabla 13.11.5, junto con la estimacion 
CQC3 (a partir de la tabla 13.11.4); esta ultima varfa con y. La comparacion de estas estima¬ 
ciones permite realizar las siguientes observaciones: para las tres cantidades de respuesta, la 


TABLA 13.11.5 ESTIMACIONES DE LA RESPUESTA CRlTICA CON CODIGO 
DE CONSTRUCCION Y CQC3 




M x (kip-pulg) 


My (kip-pulg) 



Tz (kip-pulg) 


Y 

Regia Regia 

CQC3 SRSS del 40% del 30% CQC3 

SRSS 

Regia Regia 
del 40% del 30% CQC3 

Regia 
SRSS del40% 

Regia 
del 30% 

0.5 

14.65 



17.16 




27.05 



0.67 

15.23 



17.48 




27.10 



0.85 

16.00 



17.91 




27.17 



1.0 

16.74 

16.74 17.61 

16.67 

18.34 

18.34 

19.56 

18.65 

27.24 

27.24 28.22 

26.55 
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estimation SRSS del valor crftico de la respuesta (con y = 1) excede la estimation CQC3 
para todos los valores de y, con exception de y = 1 cuando las dos son identicas. Esta so- 
breestimacion aumenta a medida que disminuye y. Los comentarios anteriores tambien se 
aplican a la estimation de la respuesta crltica determinada por la regia del 40%, que es aun 
mas conservadora que la regia SRSS. En contraste, la regia del 30% puede o no ser conser- 
vadora, dependiendo de la cantidad de respuesta de interes y de y. 

13.11.6 ENVOLVENTE PARA RESPUESTAS SIMULTAIMEAS BASADA EN EL 
ESPECTRO DE RESPUESTA 

En la section 13.10 se presento una envolvente basada en el espectro de respuesta para 
dos o mas respuestas de una estructura excitada mediante un componente del movimiento 
del terreno. Los investigadores han desarrollado una envolvente ellptica de este tipo para 
una excitation de varios componentes cuando se conocen las direcciones principales del 
movimiento del terreno. Para el caso en el que las direcciones principales del movimiento 
del terreno no se conocen, los investigadores han desarrollado una envolvente total que 
representa la union de las envolventes elipticas para todas las orientaciones de los ejes prin¬ 
cipales. La comparacion de esta envolvente suprema para un elemento estructural contra su 
superficie de capacidad a fin de determinar si el elemento esta bien disenado o no, es aun 
mas diflcil de lo que se sugiere en la section 13.10, y existen estrategias que se han desa¬ 
rrollado para este proposito. 
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PROBLEMAS 


Parte A: secciones 13.1-13.4 


13.1 Para el marco de cortante de dos niveles de la figura P13.1 (tambien de los problemas de 9.5 
y 10.6), excitado por el movimiento horizontal del terreno iift), determine (a) la expansion 
modal de las fuerzas slsmicas efectivas, (b) la respuesta de desplazamiento de los niveles en 
terminos de D n (t), (c) la respuesta del cortante de entrepiso en terminos de A n (t) y (d) los mo- 
mentos de volteo en el primer nivel y en la base en terminos de Aft). 


h 

h 



Figura P13.1 


*13.2 Se desea calcular la respuesta del marco de cortante de dos niveles de la figura P13.1 (tambien 
de los problemas de 9.5 y 10.6) al movimiento de terreno de El Centro como una funcion 
del tiempo. Las propiedades del marco son h = 12 pies, m = 100 kips/g, I = 727 pulg 4 , E = 
29,000 ksi y = 5%. Los datos de la aceleracion del terreno estan disponibles en el apendice 
6 en cada A t = 0.02 s. 

(a) Determine las respuestas D n (t) y Aft) del sistema de 1GDL utilizando el metodo numerico 
en el tiempo paso a paso de su eleccion con un At adecuado; grafique Oft) y Aft). 

(b) Para cada modo natural calcule las siguientes cantidades de respuesta como una funcion del 
tiempo: (i) los desplazamientos en cada nivel, (ii) los cortantes por entrepiso y (iii) los momen- 
tos de volteo en la base y en cada nivel. 


*lndica que la solucion del problema requiere de una computadora. 
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(c) Para cada instante de tiempo combine las contribuciones modales a cada una de las cantida- 
des de respuesta con el fin de obtener la respuesta total; determine el valor maximo de las res- 
puestas totales. Para las cantidades de respuesta seleccionadas grafique las respuestas modales 
y la respuesta total como una funcion del tiempo. 

13.3 Determine las masas modales efectivas y las alturas modales efectivas para el marco de cortan- 
te de dos niveles de la figura P13.1 (tambien de los problemas de 9.5 y 10.6), la altura de cada 
nivel es h. Despliegue esta informacion sobre los sistemas de 1GDL para los modos. Verifique 
se sadsfagan las ecuaciones (13.2.14) y (13.2.17). 

*13.4 En la figura P13.4 se muestra un marco de dos niveles (el mismo que en los problemas 9.6 y 
10.10) con rigidez a la flexion El en las vigas y columnas. Determine la respuesta dinamica de 
esta estructura al movimiento horizontal del terreno u g {t). Exprese (a) los desplazamientos 
de cada nivel y las rotaciones de los nudos en terminos de D n (t) y (b) los momentos flexionan- 
tes en una columna del primer entrepiso y en la viga del segundo nivel en terminos de A n (t). 


ml 2 


El 



Figura P13.4 


13.5- Para los marcos de cortante de tres niveles que se muestran en las figuras P13.5 y P13.6 (tam- 
13.6 bien en los problemas 9.7-9.8 y 10.11 -10.12), excitados por el movimiento horizontal del te¬ 
rreno u g (t), determine (a) la expansion modal de las fuerzas sismicas efectivas, (b) la respuesta 
de desplazamiento de los niveles en terminos de D n (t), (c) la respuesta del cortante de entrepiso 
en terminos de A„(t), y (d) el momento de volteo en la base en terminos de A„(t). 




Figura P13.5 


Figura P13.6 


*13.7- Se desea calcular la respuesta de los marcos de cortante de tres niveles de las figuras P13.5- 
13.8 P13.6 (tambien de los problemas 9.7-9.8 y 10.11-10.12) al movimiento del terreno de El Cen¬ 

tro como una funcion del tiempo. Las propiedades de los marcos son h = 12 pies, m = 100 
kips/g, 7 = 1,400 pulg 4 , E = 29,000 ksi y = 5%. Los datos de aceleracion del terreno se 
encuentran en el apendice 6 en cada Af = 0.02 s. 

*Indica que la solucion del problema requiere de una computadora. 
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(a) Determine las respuestas D„(t) y A n (t) del sistema de 1GDL utilizando el metodo numerico 
en el tiempo paso a paso de su eleccion con un At adecuado; grafique D n (t ) y A n {t). 

(b) Para cada modo natural calcule las siguientes cantidades de respuesta como una funcion del 
tiempo: (i) los desplazamientos en cada nivel, (ii) los cortantes por entrepiso y (iii) el momento 
de volteo en la base. 

(c) Para cada instante de tiempo combine las contribuciones modales a cada una de las cantida¬ 
des de respuesta con el fin de obtener la respuesta total; determine el valor maximo de las res¬ 
puestas totales. Para las cantidades de respuesta seleccionadas, grafique las respuestas modales 
y la respuesta total como una funcion del tiempo. 

13.9- Determine las masas modales efectivas y las alturas modales efectivas para los marcos de 
13.10 cortante de tres niveles de las figuras P13.5 y P13.6, la altura de cada nivel es h. Despliegue 
esta informacion sobre los sistemas de 1GDL para los modos. Verifique que se cumplan las 
ecuaciones (13.2.14) y (13.2.17). 

*13.11- Las figuras P13.ll a P13.14 muestran marcos de tres niveles (iguales a los marcos de los 
13.14 problemas 9.9 a 9.12 y 10.19 a 10.22) junto con la rigidez a la flexion de las vigas y columnas. 


m/2 


El 



Figura P13.ll 


m/2 


eh 2 



Figura P13.12 


Determine la respuesta dinamica de este marco de tres niveles al movimiento horizontal del 
terreno u g (t). Exprese (a) los desplazamientos de cada nivel y las rotaciones en los nudos en 
terminos de D n (t) y (b) los momentos flexionantes en una columna del primer entrepiso y en la 
viga del segundo nivel en terminos de A n (t). 




Figura P13.13 


Figura P13.14 


*Indica que la solucion del problema requiere de una computadora. 
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13.15 Para el marco en forma de L invertida de la figura E9.6a, excitado por el movimiento vertical 
del terreno u g (t), determine (a) la expansion modal de las fuerzas sfsmicas efectivas, (b) la 
respuesta de desplazamiento en terminos de /)„(/) y (c) el momento flexionante en la base de 
la columna en terminos de A n (t). 

13.16 Resuelva el problema 13.15 para el movimiento del terreno que se muestra en la figura PI3.16. 
*13.17 Para la estructura en forma de paraguas de la figura P13.17 (tambien de los problemas 9.13 

y 10.23), excitada por el movimiento horizontal del terreno u g (t), determine (a) la expansion 
modal de las fuerzas sfsmicas efectivas, (b) la respuesta de desplazamiento en terminos de 
D n (t ) y (c) los momentos flexionantes en la base de la columna y en la ubicacion a de la viga 
en terminos de A n (t). 


2m m 




U\ 


Figura P13.17 


*13.18 Resuelva el problema 13.17 para un movimiento vertical del terreno. 

*13J9 Resuelva el problema 13.17 para un movimiento del terreno en la direccion b-d. 

*1320 Resuelva el problema 13.17 para un movimiento del terreno en la direccion b-c. 

*1321 Resuelva el problema 13.17 para un movimiento rotacional del terreno en el piano de la estruc¬ 

tura (cabeceo). 

*1322 En la figura P13.22 se muestra una torre en voladizo con tres masas concentradas y sus propie- 
dades de rigidez a la flexion; m = 0.486 kip-s 2 /pulg, EM? = 56.26 kips/pulg y EFtl? = 0.0064 
kip/pulg. Tenga en cuenta que la masa superior y su elemento de apoyo son un apendice de la 
torre principal. El amortiguamiento se define mediante fracciones de amortiguamiento modal, 
con p — 5% para todos los modos. 

Q m/1000 
EI'/L 3 

6 m 

EUL 3 

O m 

EUL 3 


O 

CO 

II 

CO 

II 

CO 


Figura P13.22 


*Indica que la solution del problema requiere de una computadora. 
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(a) Determine los periodos y los modos de vibracion naturales; dibuje los modos. 

(b) Expanda las fuerzas sismicas efectivas en sus componentes modales y muestre esta expan¬ 
sion de forma grafica. 

(c) Calcule las respuestas estaticas modales para tres cantidades: (i) el desplazamiento de la 
masa del apendice, (ii) la fuerza cortante basal del apendice y (iii) la fuerza cortante basal de 
la torre. 

(d) ^Que puede predecirse sobre los valores relativos de las contribuciones modales a cada 
cantidad de respuesta a partir de los resultados de los incisos (a) y (c)? 

*13.23 Se desea calcular la respuesta de la torre con apendice de la figura P13.22 al movimiento del te- 
rreno de El Centro como una funcion del tiempo. La aceleracion del terreno esta disponible en 
el apendice 6 en cada A t = 0.02 s. El amortiguamiento de la estructura esta definido mediante 
fracciones de amortiguamiento modal con = 5% para todos los modos. 

(a) Determine las respuestas D n {t) y A„(t) del sistema de 1GDL utilizando el metodo numerico 
en el tiempo paso a paso de su eleccion con un A t adecuado. 

(b) Para cada modo de vibracion calcule y grafique como una funcion del tiempo las siguientes 
cantidades de respuesta: (i) el desplazamiento de la masa del apendice, (ii) la fuerza cortante 
en el apendice y (iii) la fuerza cortante basal de la torre. Determine el valor maximo de cada 
respuesta modal. 

(c) Calcule y grafique como una funcion del tiempo los valores totales de las tres cantidades 
de respuesta determinadas en el inciso (b); determine los valores maximos de las respuestas 
totales. 

(d) Calcule los coeficientes sismicos (definidos como la fuerza cortante normalizada mediante 
el peso) para el apendice y la torre. ^Por que el coeficiente sismico para el apendice es mucho 
mas grande que para la torre? 

13.24 El sistema de un solo nivel con planta asimetrica de la figura PI3.24 (igual al definido en el 
problema 9.14, para el que las frecuencias y los modos naturales de vibracion debieron deter- 
minarse en el problema 10.24) esta excitado por el movimiento del terreno ii gy (f) en la direccion 
y. Formule las ecuaciones de movimiento para este sistema de tres grados de libertad y: 



Figura P13.24 


*Indica que la solucion del problema requiere de una computadora. 
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(a) Expanda las fuerzas sfsmicas efectivas en terminos de sus componentes modales y muestre 
esta expansion en una grafica. 

(b) Verifique la satisfaccion de la ecuacion (13.3.9), generalizada a partir de un sistema de 2 N 
grado de libertad como un sistema de 3N grados de libertad. 

(c) Determine el desplazamiento u y y la rotacion u g de la losa en terminos de D n (t). 

(d) Determine el cortante y el par de torsion basales en terminos de A n (t). 

13.25 El sistema de un solo nivel con planta asimetrica de la figura PI 3.24 (igual al definido en el 
problema 9.14, para el que las frecuencias y los modos naturales de vibracion debieron deter- 
minarse en el problema 10.24) esta excitado por el movimiento ii g (t) en direccion de la diagonal 
d-b. Formule las ecuaciones de movimiento para este sistema de tres grados de libertad: 

(a) Expanda las fuerzas sfsmicas efectivas en terminos de sus componentes modales y muestre 
esta expansion en una grafica. 

(b) Verifique que se cumpla la ecuacion (13.3.9), generalizada a partir de un sistema de 2 N 
grados de libertad como un sistema de 3 N grados de libertad. 

(c) Determine el desplazamiento u y y la rotacion u e de la losa en terminos de D n (t). 

(d) Determine los componentes x y y del cortante y el par de torsion basales en terminos de 
AM. 

*13.26 Se desea determinar la historia de la respuesta del sistema del problema 13.24 (igual al definido 
en el problema 9.14, para el que las frecuencias y los modos naturales de vibracion debieron 
determinarse en el problema 10.24) al movimiento del terreno de El Centro a lo largo de la 
direccion y. Ademas de las propiedades del sistema dadas en la figura PI3.24, = 5% para 

todos los modos de vibracion natural. La aceleracion del terreno se encuentra en el apendice 6 
en cada Af = 0.02 s. 

(a) Determine las respuestas D„(t) y A n (t) del sistema de 1GDL utilizando un metodo numerico 
en el tiempo paso a paso de su eleccion con un A t adecuado; grafique D n {t ) y A„(t). 

(b) Para cada modo de vibracion calcule y grafique las siguientes cantidades de respuesta como 
una funcion del tiempo: u y , b/2u e , el cortante basal V b y el par de torsion basal T b . 

(c) Calcule y grafique las respuestas totales como una funcion del tiempo; determine los maxi- 
mos de las respuestas totales. 

13.27 Para el sistema de la figura P13.27 (tambien de los problemas 9.18 y 10.28), sometido al movi¬ 
miento del terreno en la direccion x: (a) expanda las fuerzas sfsmicas efectivas en terminos de 
sus componentes modales y muestre esta expansion en una grafica, (b) determine los desplaza- 
mientos u x , u y y u z de la masa en terminos de D„(f), y (c) determine los momentos flexionantes 
alrededor de los ejes xy y,y el par de torsion en el extremo fijo a en terminos de A n (t)- 



*Indica que la solucion del problema requiere de una computadora. 
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13.28 Resuelva el problema 13.27 para un movimiento del terreno en la direccion v. 

13.29 Resuelva el problema 13.27 para un movimiento del terreno en la direccion z. 

13.30 Resuelva el problema 13.27 para un movimiento del terreno en la direccion a-d. 

Parte A: seccion 13.5 

13.31 El sistema de la figura P13.31 (y del problema 9.19) se somete a los movimientos en los apoyos 
u g i(t) y u g2 (t). Determine el movimiento de las dos masas como una funcion del tiempo para dos 
excitaciones: (a) u gl (t) = ~u g2 {t) = u g (t), y (b) u g2 (t ) = u gl (t ) = u g (t)\ exprese todos los resultados 
en terminos de D n (t), la respuesta de deformacion del «-esimo modo del sistema de 1GDL a ii g (t). 
Comente sobre la forma en que difiere la respuesta a las dos excitaciones y por que. 
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Figura P13.31 


13.32 El sistema no amortiguado de la figura PI3.32 (y del problema 9.20) con L = 50 pies, m = 0.2 
kip-s 2 /pulg y El = 5 x 10 s kip-pulg 2 , se somete a los movimientos en los apoyos ugi(f) y u g2 (t). 
Determine el movimiento de estado estacionario de la masa concentrada y el valor de estado 
estacionario del momento flexionante en el punto medio del claro debidos a dos excitaciones 
armonicas: (i) u gl {t) = u ga sen cot, u g2 {t) = 0, y (ii) u gl (t) = u g2 (t) = u go sen cot. La frecuencia 
de excitacion co es 0.8&>„, donde co n es la frecuencia natural de vibracion del sistema. Exprese 
sus resultados en terminos de u go . Comente sobre (a) las contribuciones relativas de los compo- 
nentes cuasi-estaticos y dinamicos a cada cantidad de respuesta debido a la excitacion de cada 
caso, y (b) la forma en que las respuestas a las dos excitaciones difieren y por que. 



Figura P13.32 


*1333 Las ecuaciones que controlan el movimiento del sistema de la figura P9.21 debido a los movi¬ 
mientos en los apoyos se formularon en el problema 9.21. 

(a) El apoyo a se somete a un movimiento u g (t ) en la direccion x y el apoyo b experimenta 
el mismo movimiento, pero f segundos mas tarde. Determine las siguientes respuestas como 
una funcion del tiempo: (i) los desplazamientos y u 2 de las valvulas, y (ii) los momentos 
flexionantes en a, b, c, cl y e. Exprese los desplazamientos en terminos de «,,(/) y /)„(/), y las 
fuerzas en terminos de u g (t) y A n (t), donde D n (t) y A„(t ) son las respuestas de deformacion y 
pseudo-aceleracion del u-esimo modo del sistema de 1GDL a u g (f). 


*Indica que la solucion del problema requiere de una computadora. 
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(b) Compare los resultados anteriores con la respuesta del sistema si ambos apoyos se someten 
a un movimiento identico u g (t). Comente sobre la forma en que difieren las respuestas en los 
dos casos y por que. 

*1334 Las ecuaciones que controlan el movimiento del sistema de la figura P9.22 debido a los movi- 
mientos del terreno variables en el espacio en la direccion x se formularon en el problema 9.22. 

(a) El apoyo a se somete a un movimiento u g (t) en la direccion x y el apoyo b experimenta el 
mismo movimiento, pero t' segundos mas tarde. Determine las siguientes respuestas como una 
funcion del tiempo: (i) los desplazamientos u l y u 2 , y (ii) los momentos flexionantes en a, b, 
c, dy e. Exprese los desplazamientos en terminos de ujl) y D n {t) y las fuerzas en terminos de 
u g {t) y A n (t), donde D„{t) y A n (t) son las respuestas de deformacion y pseudo-aceleracion del 
n-esimo modo del sistema de 1GDL a ii g (t). 

(b) Compare los resultados anteriores con la respuesta del sistema si ambos soportes se some- 
ten a un movimiento identico u g (t). Comente sobre la forma en que difieren las respuestas en 
los dos casos y por que. 

*1335 Para el sistema defmido en el problema 9.23. las ecuaciones que controlan su movimiento de¬ 
bido a los movimientos del terreno variables en el espacio en la direccion x se formularon en el 
problema 9.23. 

(a) Los apoyos de las columnas a y b se someten al movimiento u g (t) en la direccion x y los 
apoyos de las columnas c y d experimentan el mismo movimiento, pero ( segundos despues. 
Determine las siguientes respuestas como una funcion del tiempo: (i) los desplazamientos u„ u y y 
u e de la losa del techo, y (ii) el cortante en cada columna. Exprese los desplazamientos en terminos 
de u g (t) y D„(t ) y las fuerzas en terminos de u g (t) y A„(t), donde D n (t) y A n (t ) son las respuestas de 
deformacion y pseudo-aceleracion del n-esimo modo del sistema de 1GDL a «„(/). 

(b) Compare los resultados anteriores con la respuesta de la estructura si todas los apoyos de 
las columnas se someten a un movimiento identico u g (t). Comente sobre la forma en que difie¬ 
ren las respuestas en los dos casos y por que. 

*1336 Para el sistema de la figura P13.24 las frecuencias y los modos de vibracion se determinaron 
en el problema 10.24 y las ecuaciones que controlan su movimiento debido a los movimientos 
del terreno variables en el espacio en la direccion x se formularon en el problema 9.24. 

(a) Los apoyos de las columnas a y b se someten al movimiento u g {t) en la direccion x y los 
apoyos de las columnas c y d experimentan el mismo movimiento, pero ( segundos despues. 
Determine las siguientes respuestas como una funcion del tiempo: (i) los desplazamientos u x , u y y 
u e de la losa del techo y (ii) el cortante en cada columna. Exprese los desplazamientos en terminos 
de u g (t) y D„(t) y las fuerzas en terminos de u g (t) y A„(t), donde D„(t) y A n (t) son las respuestas de 
deformacion y pseudo-aceleracion del n-esimo modo del sistema de 1GDL a u g (i). 

(b) Compare los resultados anteriores con la respuesta de la estructura si todas los apoyos de 
las columnas se someten a un movimiento identico u g (t). Comente sobre la forma en que difie¬ 
ren las respuestas en los dos casos y por que. 

*1337 Implemente de manera numerica la solucion al problema 13.36 para el movimiento del terreno 
de El Centro con t' = 0.1 s. Ademas de las propiedades del sistema dadas en la figura P13.24, 
= 5% para todos los modos. La aceleracion del terreno esta disponible en el apendice 6 en 
cada A t = 0.02 s. Grafique (i) D n (t ) y (ii) las contribuciones modales y la respuesta total para 
cada cantidad de respuesta. Determine los maximos de la respuesta total. Comente sobre la 
influencia que tienen las variaciones espaciales de la excitacion. 

*1338 (a) En la torre para la toma de agua del problema 9.25, la base de la torre experimenta un movi¬ 
miento horizontal M g (t) y el extremo derecho del puente se somete al mismo movimiento que la 
base, pero lo hace f segundos despues. Determine las siguientes respuestas como una funcion 
del tiempo: (i) el desplazamiento en la parte superior de la torre, (ii) el cortante y el momento 
flexionante basales de la torre, y (iii) la fuerza axial en el puente. Exprese los desplazamientos 

*Indica que la solucion del problema requiere de una computadora. 
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en terminos de D n (t ) y las fuerzas en terminos de A n (t), donde D n (t) y A„(t) son las respuestas 
de deformacion y pseudo-aceleracion del n-esimo modo de sistema de 1GDL a ti g (f). 

(b) Compare los resultados anteriores con la respuesta de la torre si ambos apoyos se someten 
a un movimiento identico u g (t). Comente sobre la forma en que difieren las respuestas en los 
dos casos y por que. 


Parte B 

*13.39 En la figura P13.4 se muestra una estructura de dos niveles (la misma que en los problemas 9.6 
y 10.10) con m = 100 kips/g e 7 = 727 pulg 4 para las vigas y columnas, y E = 29,000 ksi. De¬ 
termine la respuesta de este marco al movimiento del terreno caracterizado por el espectro de 
diseno de la figura 6.9.5 (con un 5% de amortiguamiento) y escalado a una aceleracion maxima 
de jg. Calcule (a) los desplazamientos de vada nivel y (b) los momentos flexionantes en una 
columna del primer entrepiso y en la viga del segundo nivel. 

13.40 El marco de cortante de dos niveles de la figura PI3.1 (tambien de los problemas 9.5 y 10.6) 
tiene las siguientes propiedades: h = 12 pies, m = 100 kips/g e 7 = 727 pulg 4 para las colum¬ 
nas, E = 29,000 ksi y f„ = 5%. La respuesta maxima de esta estructura al movimiento del te¬ 
rreno de El Centro debe estimarse mediante un analisis del espectro de respuesta y compararla 
con los resultados del problema 13.2 donde se realiza un analisis de la historia de la respuesta. 
Para los propositos de esta comparacion debe implementarse el analisis del espectro de res¬ 
puesta de la manera siguiente. 

(a) Determine las ordenadas espectrales D n y A n para el w-esimo modo del sistema de 1GDL 
como los valores maximos de D n {t) y A„{t), respectivamente, los cuales se determinaron en el 
inciso (a) del problema 13.2. [Esto se hace para evitar los errores inherentes a la lectura de D n y 
A n directamente del espectro de respuesta. Sin embargo, en la aplicacion usual del analisis del 
espectro de respuesta, D n {t) o A n (t) no estanan disponibles y D n o An se leerlan en el espectro 
de respuesta o de diseno]. 

(b) Para cada modo calcule los valores maximos de las siguientes cantidades de respuesta: 
(i) los desplazamientos de cada nivel, (ii) los cortantes de entrepiso y (iii) los momentos de 
volteo en el nivel y en la base. 

(c) Combine las respuestas modales maximas utilizando una regia de combinacion modal apro- 
piada, a fin de obtener el valor maximo de la respuesta total para cada cantidad de respuesta 
determinada en el inciso (b). 

(d) Comente sobre la exactitud de la regia de combinacion modal al comparar los resultados 
del analisis del espectro de respuesta del inciso (c) con los resultados del analisis de la historia 
de la respuesta del problema 13.2. 

*13.41- En las figuras P13.ll a P13.14 se muestran marcos de tres niveles (los mismos que en los 
13.44 problemas 9.9 a 9.12 y 10.19 a 10.22) con in = 100 kips/g, 7 = 1400 pulg 4 , E = 29.000 ksi 
y h = 12'. Determine la respuesta de este marco al movimiento del terreno que se caracteri- 
za por el espectro de diseno de la figura 6.9.5 (con 5% de amortiguamiento) escalado a una 
aceleracion maxima del terreno de yg. Calcule (a) los desplazamientos de cada nivel y (b) los 
momentos flexionantes en una columna del primer entrepiso y en la viga del segundo nivel. 
13.45- Los marcos de cortante de tres niveles de las figuras P13.5 y P13.6 (tambien de los problemas 
13.46 9.7-9.8 y 10.11-10.12) tienen las siguientes propiedades: h = 12 pies, m = 100 kips/g, 7 = 

1400 pulg 4 , E = 29,000 ksi y f„ = 5%. La respuesta maxima de esta estructura al movimien¬ 
to del terreno de El Centro debe estimarse mediante un analisis del espectro de respuesta y 
compararla con los resultados de los problemas 13.7-13.8 obtenidos mediante un analisis de la 


*Indica que la solucion del problema requiere de una computadora. 
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historia de la respuesta. Para los propositos de esta comparacion debe implementarse el analisis 
del espectro de respuesta de la manera siguiente. 

(a) Determine las ordenadas espectrales D„ y A„ para el n-esimo modo del sistema de 1GDL 
como los valores maximos de D n (t) y respectivamente, los cuales se determinaron en 
el inciso (a) de los problemas 13.7-13.8. [Esto se hace para evitar los errores inherentes a la 
lectura de D n y A„ directamente del espectro de respuesta. Sin embargo, en la aplicacion usual 
del analisis del espectro de respuesta, D n (t) o A n (l) no estarian disponibles y D n y A„ se leerfan 
en el espectro de respuesta o de diseno]. 

(b) Para cada modo calcule los valores maximos de las siguientes cantidades de respuesta: 
(i) los desplazamientos de cada nivel, (ii) los cortantes de entrepiso y (iii) los momentos de 
volteo por nivel y en la base. 

(c) Combine las respuestas modales maximas utilizando una regia de combinacion modal apro- 
piada, a fin de obtener el valor maximo de la respuesta total para cada cantidad de respuesta 
determinada en el inciso (b). 

(d) Comente sobre la exactitud de la regia de combinacion modal al comparar los resultados 
del analisis del espectro de respuesta del inciso (c) con los resultados del analisis de la historia 
de la respuesta de los problemas 13.7-13.8. 

13.47 Determine la respuesta (los desplazamientos y el momenta en la base) del marco en forma de 
L invertida de la figure E9.6a al movimiento horizontal del terreno que se caracteriza por el 
espectro de diseno de la figure 6.9.5, escalado a una aceleracion maxima del terreno de 0.20g. 
Considere que L = 10 pies, m — 1.5 kips/g, E = 29,000 ksi e 7 = 28.1 pulg 4 ; el valor dado de 
7 es para un tubo de acero estandar de 6 pulg. 

13.48 Resuelva el problema 13.47 para un movimiento vertical del terreno. 

13.49 Resuelva el problema 13.47 para el movimiento del terreno que se muestra en la figure PI3.16. 

13.50 Laestructura en forma de paraguas de la figure P13.17 (tambien de los problemas 9.13 y 10.23) 
esta hecha de tubos de acero con un diametro estandar nominal de 6 pulg. Sus propiedades son 
7 = 28.1 pulg 4 , E = 29,000 ksi, peso = 18.97 lb/pie, m = 1.5 kips/g y L = 10 pies. Determine 
la respuesta maxima de esta estructura al movimiento horizontal del terreno que se caracteriza 
por el espectro de diseno de la figure 6.9.5 (con 5% de amortiguamiento) escalado a una acele¬ 
racion maxima del terreno de 0.20g. Calcule (a) los desplazamientos tq, u 2 y m 3 , as! como (b) 
los momentos flexionantes en la base de la columna y en la ubicacion a de la viga. Comente 
sobre las diferencias entre los resultados de las reglas de combinacion modal SRSS y CQC. 

13.51 Resuelva el problema 13.50 si la excitacion es el movimiento vertical del terreno que se carac¬ 
teriza por el espectro de diseno de la figure 6.9.5 (con 5% de amortiguamiento) escalado a una 
aceleracion maxima del terreno de 0.20g. 

13.52 Resuelva el problema 13.50 si la excitacion es el movimiento del terreno en la direccion b-d, 
que se caracteriza por el espectro de diseno de la figure 6.9.5 (con 5% de amortiguamiento), 
escalado a una aceleracion maxima del terreno de 0.20g. 

13.53 Resuelva el problema 13.50 si la excitacion es el movimiento del terreno en la direccion b-c, 
que se caracteriza por el espectro de diseno de la figure 6.9.5 (con 5% de amortiguamiento), 
escalado a una aceleracion maxima del terreno de 0.20g. 

13.54 Se desea determinar la respuesta sfsmica maxima de la torre con un apendice de la figure 
P13.22. El movimiento del terreno se caracteriza por el espectro de diseno de la figure 6.9.5 
(con 5% de amortiguamiento), escalado a una aceleracion maxima de 3 g. 

(a) Usando las reglas de combinacion modal SRSS y CQC, calcule los valores maximos de las 
siguientes cantidades de respuesta: (i) el desplazamiento de la masa del apendice, (ii) la fuerza 
cortante basal del apendice y (iii) la fuerza cortante basal de la torre. 

(b) Comente sobre las diferencias entre los resultados de las dos reglas de combinacion modal 
y las razones de estas diferencias. ^Cual de los dos metodos es el correcto? 
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13.55 La respuesta maxima de la torre con apendice de la figura P13.22 al movimiento del terreno de 
El Centro debe estimarse mediante un analisis del espectro de respuesta y compararse con los 
resultados del problema 13.23 donde se usa un analisis de la historia de la respuesta. Para los 
propositos de esta comparacion, debe implementarse el analisis del espectro de respuesta de la 
manera siguiente. 

(a) Determine las ordenadas espectrales D n y A„ para el n-esimo modo del sistema de 1GDL 
como los valores maximos de D n (t) y A n (t), respectivamente, los cuales se determinaron en el 
inciso (a) del problema 13.23. [Esto se hace para evitar los errores inherentes a la lectura de D n 
y A n directamente del espectro de respuesta. Sin embargo, en la aplicacion usual del analisis del 
espectro de respuesta, D n (t) o A„(t ) no estarfan disponibles y D„ o A„ se leerfan en el espectro 
de respuesta o de diseno]. 

(b) Para cada modo calcule los valores maximos de las siguientes cantidades de respuesta: 
(i) el desplazamiento de la masa del apendice, (ii) la fuerza cortante en el apendice y (iii) la 
fuerza cortante basal de la torre. 

(c) Utilice el metodo CQC para combinar las respuestas modales maximas, a fin de obtener el 
valor maximo de cada una de las cantidades de respuesta determinadas en el inciso (b). ^Cual 
de los terminos de correlation modal debe retenerse y cual debe eliminarse de los calculos del 
CQC, y por que? 

(d) Repita el inciso (c) usando el metodo SRSS. 

(e) Comente sobre la exactitud de las reglas de combinacion modal CQC y SRSS comparando 
los resultados del analisis del espectro de respuesta de los incisos (c) y (d) con los resultados 
del analisis de la historia de la respuesta para resolver el problema 13.23. 

13.56 La respuesta maxima del sistema de un solo nivel con planta asimetrica de la figura P13.24, con 

= 5%, debe estimarse mediante un analisis del espectro de respuesta y compararse con los 
resultados del problema 13.26, en el que se aplica un analisis de la historia de la respuesta. Para 
los propositos de esta comparacion el analisis del espectro de respuesta debe implementarse de 
la siguiente manera. 

(a) Determine las ordenadas espectrales D„ y A n para el n-esimo modo del sistema de 1GDL 
como los valores maximos de D n (t) y A„(t), respectivamente, los cuales se determinaron en el 
inciso (a) del problema 13.26. [Esto se hace para evitar los errores inherentes a la lectura de D n 
y A n directamente del espectro de respuesta. Sin embargo, en la aplicacion usual del analisis del 
espectro de respuesta, D n (t) o A„(f) no estarfan disponibles y D„ o A„ se leerfan en el espectro 
de respuesta o de diseno]. 

(b) Para cada modo calcule los valores maximos de las siguientes cantidades de respuesta: u y , 
(b/2)u e , el cortante basal V b y el par de torsion en la base T b . 

(c) Usando las reglas de combinacion modal SRSS y CQC, calcule el valor maximo para cada 
cantidad de respuesta. 

(d) Comente sobre la exactitud de los metodos SRSS y CQC al comparar los resultados del 
analisis del espectro de respuesta en el inciso (c) con los resultados del analisis de la historia 
de la respuesta en el problema 13.26. 

13.57 Determine la respuesta maxima del sistema de un solo nivel con planta asimetrica de la figura 
PI3.24 a un movimiento del terreno a lo largo de la direction y. La excitation se caracteriza 
por el espectro de diseno de la figura 6.9.5 (con 5% de amortiguamiento), escalado a una ace- 
leracion maxima del terreno de 0.5g: 

(a) Utilizando las reglas de combinacion modal SRSS y CQC calcule los valores maximos de 
las siguientes cantidades de respuesta: u x , u y , b/2u e , los cortantes basales en las direcciones x 
y y, el par de torsion en la base y los momentos flexionantes alrededor de los ejes x y y en la 
base de cada columna. 

(b) Comente sobre las diferencias entre los resultados de las dos reglas de combinacion modal 
y las razones de estas diferencias. ( ;,Cual de los dos metodos es exacto? 
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13.58 Determine la respuesta maxima del sistema de un solo nivel con planta asimetrica de la figura 
P13.24 a un movimiento de terreno en la direccion de la diagonal d-b. La excitation se carac- 
teriza por el espectro de diseno de la figura 6.9.5 (con 5% de amortiguamiento), escalado a una 
aceleracion maxima del terreno de 0.5g: 

(a) Utilizando las reglas de combinacion modal SRSS y CQC calcule los valores maximos de 
las siguientes cantidades de respuesta: (i) u x , (ii) u y , (iii) b/2u9, (iv) los cortantes basales en las 
direcciones x y y, y el par de torsion en la base y (v) los momentos flexionantes alrededor de 
los ejes x y y en la base de cada columna. 

(b) Comente sobre las diferencias entre los resultados de las dos reglas de combinacion modal 
y las razones de estas diferencias. ^Cual de los dos metodos es exacto? 

13.59 La tuberfa tridimensional de la figura PI 3.27 esta hecha de tubos de acero con un diametro 
estandar nominal de 3 pulg. Sus propiedades son / = 3.017 pulg 4 , J = 6.034 pulg 4 , E = 30,000 
ksi, G = 12,000 ksi, in =1.0 kip/g y L = 36 pulg. Determine la respuesta maxima del sistema 
a un movimiento del terreno en la direccion x, que se caracteriza por el espectro de diseno de la 
figura 6.9.5 (f = 5%) escalado a una aceleracion maxima del terreno de 0.20g. Utilizando las 
reglas de combinacion modal SRSS y CQC, calcule los valores maximos de (a) los desplaza- 
mientos u x , u y y u, de la masa, asf como (b) los momentos flexionantes alrededor de los ejes x y 
y, y el par de torsion en a. Comente sobre las diferencias entre los resultados de las dos reglas 
de combinacion modal. 

13.60 Resuelva el problema 13.59 para un movimiento del terreno en la direccion y. 

13.61 Resuelva el problema 13.59 para un movimiento del terreno en la direccion z. 

13.62 Resuelva el problema 13.59 para un movimiento del terreno en la direccion a-d. 

13.63 Para la estructura y el movimiento del terreno definido en el problema 13.59, estime el momen¬ 
ta flexionante maximo en a alrededor de un eje orientado con un angulo a = 30° en sentido 
antihorario a partir del eje x. Comente sobre las diferencias entre las estimaciones SRSS y 
CQC. 

13.64 Resuelva el problema 13.63 para un movimiento del terreno en la direccion y. 

13.65 Resuelva el problema 13.63 para un movimiento del terreno en la direccion z. 

13.66 Resuelva el problema 13.63 para un movimiento del terreno en la direccion a-d. 

13.67 (a) Para la estructura definida en el problema 13.59 y un movimiento del terreno en la direccion 
x, estime el momenta flexionante maximo en a alrededor de un eje orientado con un angulo 
arbitrario a en sentido antihorario a partir del eje x. 

(b) Calcule el valor maximo del momenta flexionante maximo de la tuberfa en a y el corres- 
pondiente valor de a. Comente sobre las diferencias entre las estimaciones SRSS y CQC. 

13.68 Resuelva el problema 13.67 para un movimiento del terreno en la direccion y. 

13.69 Resuelva el problema 13.67 para un movimiento del terreno en la direccion z. 

13.70 Resuelva el problema 13.67 para un movimiento del terreno en la direccion a-d. 
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Analisis de los sistemas lineales 
con amortiguamiento no clasico 


AVANCE 

Ahora que se ha desarrollado el procedimiento del analisis modal para los sistemas es- 
tructurales con amortiguamiento clasico sometidos a una excitacion sfsmica, se tiene el 
conocimiento suficiente para hacer frente a un analisis mas desafiante: el de los sistemas 
con amortiguamiento no clasico, los cuales se presentan en varias situaciones practicas 
mencionadas en la seccion 11.5. En la parte A de este capitulo se revisan los sistemas con 
amortiguamiento clasico y se plantea de nuevo el procedimiento del analisis desarrollado en 
los capitulos 10 y 13 para el analisis de vibracion libre y el analisis sismico de los sistemas 
subamortiguados (f„ < 1 en todos los modos), de una forma que facilite su extension al caso 
mas general. La parte B, que ocupa la mayor parte de este capitulo, se dedica al analisis 
de la historia de la respuesta en los sistemas con amortiguamiento no clasico sometidos a 
excitacion sfsmica. Primero, se presenta la teoria para el analisis de vibracion libre, la cual 
se especifica con el bn de obtener la respuesta a una excitacion impulsiva unitaria. Despues se 
usa el enfoque integral de convolution para desarrollar el procedimiento del analisis de la 
respuesta a un movimiento arbitrario del terreno. 


PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

La respuesta de un sistema de VGDL a la aceleracion del terreno ii,,(t) esta controlada por 
las ecuaciones (13.1.1) y (13.1.2), que se repiten aqui por conveniencia: 

mii + cu + ku = -m bii g {t) (14.1) 
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El interes de este capitulo se limita a los “sistemas restringidos” 1 ' (es decir, a los sistemas 
que no permiten ningun modo de vibracion natural de cuerpo rfgido*), por lo que las ma¬ 
trices de masa m, de rigidez k y de amortiguamiento c del sistema tienen valores reales y 
simetricos; ademas, m y k son matrices definidas positivas, mientras que c se define como 
semipositiva. El objetivo aqui es desarrollar un procedimiento para analizar la respuesta 
del sistema sin imponer ninguna restriction adicional a la forma de la matriz de amortigua¬ 
miento; en particular, se pretende analizar la respuesta de los sistemas con amortiguamiento 
no clasico, definidos en la section 10.9. 

PARTE A: SISTEMAS CON AMORTIGUAMIENTO CLASICO: 
REFORMULACION 

14.1 FRECUENCIAS Y MODOS DE VIBRACION NATURAL 

La vibracion fibre de los sistemas con amortiguamiento clasico (definidos en la section 
10.9) esta controlada por la ecuacion (10.10.4), que se repite aquf por conveniencia: 

q n + 2t; n co n q n + co 2 n q n = 0 (14.1.1) 

donde w n es la frecuencia circular natural no amortiguada y es la fraction de amortigua¬ 
miento para el n-esimo modo de vibracion. La solution de esta ecuacion diferencial tiene 
la forma 

q„{t) = e Kt (14.1.2) 

Si se sustituye la ecuacion (14.1.2) en la ecuacion (14.1.1) y se precede como en la de¬ 
duction 2.2 (capitulo 2), se llega a la ecuacion caracteristica; esta puede resolverse para 
determinar sus dos valores caracterfsticos, los cuales forman un par conjugado complejo: 

4^, X n ^ n G) n — icVjiD (14.1.3) 

donde i = «/—I es la cantidad imaginaria unitaria; oo n y co nD son escalares reales posi¬ 
tives; 

U>nD = tt>nyj 1 — Kn (14.1.4) 

es la frecuencia natural amortiguada (presentada por primera vez en la section 10.10), y la 
barra superior indica un conjugado complejo; expresado de otra manera, X n es el conjugado 
complejo de X„. 

Observe que la frecuencia natural co„ del sistema no amortiguado asociado y la frac¬ 
tion de amortiguamiento estan relacionadas con el valor caracterfstico de la siguiente 
manera: 

Re(A„) 

(On = |A„| (14.1.5) 

I x n | 

T En ocasiones, a tales sistemas se les conoce como sistemas pasivos. 

? En contraste, los aviones en vuelo tienen modos de cuerpo rfgido. 
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donde | • | indica el modulo, y Re(-) representa la parte real de la cantidad con valor complejo 
incluida en (•); de manera similar, Im(-) representa la parte imaginaria de la cantidad con 
valor complejo. Existe un vector caracterfstico con valor real que esta asociado con los 
dos valores caracterfsticos /,„ y l. n . Aunque un vector caracterfstico calculado puede tener 
un valor complejo, sus subvectores real e imaginario son proporcionales; por lo tanto, puede 
normalizarse como un vector con valor real. 


14.2 VIBRACION LIBRE 

La solucion para la vibracion libre debida a los desplazamientos y velocidades iniciales en 
los sistemas con amortiguamiento clasico, que se dedujo en el capftulo 10, esta dada por la 
ecuacion (10.10.7). En la presente seccion este resultado se deduce utilizando un enfoque 
altemativo que permite su generalization a los sistemas con amortiguamiento no clasico. 

Si se sigue la ecuacion (g) en la deduction 2.2 (capftulo 2), la solucion general de la 
ecuacion (14.1.1) es 

q n (t) = B n e Kt + B n e Kl 

y al sustituir en la ecuacion (10.2.1) se obtiene la contribution del /z-esimo modo a la res- 
puesta de desplazamiento del sistema: 


Un(t) = B n c$> n e Kt + B n (t> n e Kt (14.2.1) 

en la que B n es una constante con valor complejo y B„ es su conjugado complejo; <j) n es el 
n-esimo modo de vibracion natural. Como el segundo termino del lado derecho de la ecua¬ 
cion (14.2.1) es el conjugado complejo del primero, las dos partes imaginarias se anulan 
entre sf, lo que resulta en 

u„(0 = 2Re(fi„0 ;i e A " r ) (14.2.2) 


Observe que la solucion modal dada por la ecuacion (14.2.1) o la ecuacion (14.2.2) esta aso- 
ciada con el par de valores caracterfsticos X„ y X n y con su vector caracterfstico comun (j) n . 

La respuesta del sistema a la excitation initial arbitraria esta dada por la superposi¬ 
tion de las soluciones modales (ecuaciones 14.2.1 o 14.2.2): 

N N 

U(t) = B n<t> n e Kt + B n ($> n e Kt = 2 J]R e(B n (f) n e x " r ) (14.2.3) 

n — 1 n = 1 


donde las constantes B„ de valor complejo se determinan a partir de los desplazamientos 
iniciales u(0) y la velocidades iniciales u(0) dados, invocando las propiedades de ortogona- 
lidad de los modos (apendice 14.1): 


B 


n 


1 

2 


,4«(0) + <;„a> n q n (0) 

q,i (0) - i - 

fflnfl 


(14.2.4) 


donde 


<7«(0) = 


^Jmu(O) 

M n 


q n ( 0) = 


^mu(O) 


M n = 4>lm. 4> n 


(14.2.5) 
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que son identicas a las expresiones de la ecuacion (10.8.5). Si se sustituye la ecuacion 
(14.2.4) en la ecuacion (14.2.2), se susdtuye la ecuacion (14.1.3) para A.,, y, por ultimo, se 
usan las relaciones de Euler, e“ = cos x + i sen x y e~ a = cos x — i sen x, resulta la contri- 
bucion del n-esimo modo de vibracion a la respuesta de vibracion libre: 


u„(f) = cf)„e fn "" r 


y n (d) 

q n (0) COSCOnDt + - SencOnDt 


U>nD 


(14.2.6) 


La superposicion de las respuestas modales u„(f), n = 1, 2,..., N, conduce a la ecuacion 
(10.10.7) para la respuesta total. 

En preparacion para el analisis de los sistemas con amortiguamiento no clasico, se expresa 
la ecuacion (14.2.2) en una forma alternativa. Para ello, primero es necesario evaluar el producto 

2 B„4> n = (3 n + /'7„ (14.2.7) 

donde /3„ y y„ son vectores con valores reales, despues se sustituye la ecuacion (14.2.7) en 
la ecuacion (14.2.2) y la ecuacion (14.1.3) para por ultimo, se utilizan las relaciones de 
Euler y se obtiene 

u„(t) = cos co nD t - 7 „ sen co nD t] (14.2.8) 


Como las ecuaciones (14.2.8) y la ecuacion (14.2.6) son equivalentes, 




(fn. (0) ~r ^ n co n q n (0) 

In = ~ - <Pn 

&>nD 


(14.2.9) 


A1 superponer las respuestas modales definidas por la ecuacion (14.2.8) se obtiene una ex- 
presion alternativa para la respuesta total: 

N 

u(0 = ^e“ fn "" r [/3„ cos co nD t - 7 „ sen a> nD t] (14.2.10) 

n = 1 


14.3 RESPUESTA AL IMPULSO UNITARIO 

Una aceleracion del terreno de impulso unitario, u g (t) = 8(t — r), imparte a un sistema de 
1GDL la velocidad inicial n(r)= —1 y el desplazamiento inicial u(t) = 0. La respuesta 
de vibracion libre resultante se describe mediante la ecuacion (4.1.7), que se repite aquf por 
conveniencia despues de especificarla para r = 0: 

h{t) = — — sen u> D t (14.3.1) 

u>d 

A1 extender los conceptos anteriores a los sistemas de VGDL, una aceleracion del te¬ 
rreno de impulso unitario, ii g (t) = 8(t). imparte al sistema las velocidades iniciales u(0) = — i, 
pero no hay desplazamientos iniciales, es decir, u(0) = 0; el vector de influencia i se defi- 
nio por primera vez en la seccion 9.4. Si se sustituyen estos vectores de desplazamiento y 
velocidad iniciales en la ecuacion (14.2.5), resultan las condiciones iniciales para las coor- 
denadas modales: q n { 0) = 0 y q„ (0) = — T„ (vea la definicion de T,, en la ecuacion 13.1.5); 
entonces la ecuacion (14.2.4) se especifica como 
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que se sustituye en la solution general para la vibration libre, ecuacion (14.2.2), con el fin 
de obtener la respuesta al impulso unitario; observe que se ha anadido el superfndice “g” en 
B)] para enfatizar que estas constantes se asocian con la aceleracion del teiTeno . Para expre- 
sar el resultado en una forma similar a la ecuacion (14.2.10), primero se escribe el producto 
2B%(\) n como en la ecuacion (14.2.7): 

2B*4> n =/3* + iT* (14.3.3) 

donde 

=0 7 ,? = — <t>n (14.3.4) 

U>nD 

son vectores con valores reales independientes de la forma en que se normalizan los modos. 

Por lo tanto, la respuesta esta dada por la ecuacion (14.2.10) con un cambio de nota¬ 
tion evidente: 

N 

h (t) = cos co nD t - 7 * sen co nD t] (14.3.5) 

n = 1 

donde h(f) indica el vector de las funciones de respuesta al impulso unitario para los des- 
plazamientos u(f) del sistema. 

Si se reconoce que /3f t y yf, estan dados por la ecuacion (14.3.4), el resultado anterior 
puede expresarse como 

h(t) = Y / r„h n m„ (14.3.6) 

1 n= 1 

en el que 

h n (t) = — - e ~in<»nt senaj„ D f (14.3.7) 

0>nD 

es la funcion de respuesta al impulso unitario para la deformation del /i-esimo modo del 
sistema de 1GDL. un sistema de 1GDL con las propiedades de vibration (frecuencia natu¬ 
ral a>„ y G) del »-esimo modo del sistema de VGDL. Esto se hace evidente al comparar las 
ecuaciones (14.3.7) y (14.3.1). 


14.4 RESPUESTA SISMICA 


Al extender el concepto integral de convolution para los sistemas de 1GDL (secciones 4.2 
y 6.12), la respuesta de un sistema de VGDL a una aceleracion arbitraria del terreno puede 
expresarse como 


u(0 



u g (r)h(t 


r) dr 


(14.4.1) 


en la que h(t) se sustituye a partir de la ecuacion (14.3.6) para obtener 


donde 


N 

u(0 = y, r n p n (t)(p n 

n— 1 


L 


= / Ua(r)h n (t 


r)dr 


(14.4.2) 


D n (t) 


(14.4.3) 
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representa la respuesta de deformacion del n-esimo modo del sistema de 1GDL a la acele- 
racion del terreno u g (t), presentado en la seccion 13.1.3. Esto se hace evidente al sustituir la 
ecuacion (14.3.7) para h n (f) y al comparar la ecuacion resultante con la ecuacion (6.12.1). 
Observe que la ecuacion (14.4.2) es identica a la ecuacion (13.1.15). 


PARTE B: SISTEMAS CON AMORTIGUAMIENTO NO CLASICO 

Ahora que se ha reformulado el analisis de los sistemas con amortiguamiento clasico, es 
posible regresar al problema original de analizar la respuesta de los sistemas con amortigua¬ 
miento no clasico, que se definieron en la seccion 10.9. 


14.5 FRECUENCIAS Y MODOS DE VIBRACION NATURAL 

La vibracion libre de un sistema de VGDL esta controlada por la ecuacion (10.9.1), que se 
repite aquf por conveniencia: 

mii + cu + ku = 0 (14.5.1) 

Esta ecuacion admite una solucion de la forma 

u(f) = i>e kl (14.5.2) 

Al sustituir esta forma de u(t) en la ecuacion (14.5.1) se llega al problema de valor caracte- 
rfstico cuadratico (tambien conocido como el problema de valor caracterfstico complejo): 

(A 2 m + Ac + k )xf> = 0 (14.5.3) 

Aunque la ecuacion (14.5.3) puede resolverse directamente para un valor caracterfstico A 
y el vector caracterfstico asociado yjr, estos valores pueden determinarse de manera mas 
conveniente al reducir primero las N ecuaciones diferenciales de segundo orden (ecuacion 
14.1) a un sistema de 2 N ecuaciones diferenciales de primer orden (apendice 14.2). El 
problema de valor caracterfstico correspondiente de orden 2 N (ecuacion A 14.2.8) puede 
resolverse mediante procedimientos y algoritmos de computadora bien establecidos. Las 
2 N rafces de A son valores reales o bien ocurren en pares conjugados complejos (apendice 
A14.2). El analisis de la respuesta de los sistemas que tienen solo rafces con valor complejo 
se desarrolla en las secciones 14.5 a 14.9, mientras que los sistemas con algunas rafces de 
valor real se posponen hasta la seccion 14.10. 

Siempre que la cantidad de amortiguamiento no sea muy grande (es decir, suficien- 
temente pequena como para asegurar la vibracion libre oscilatoria en todos los modos) los 
valores caracterfsticos ocurren en pares conjugados complejos con partes reales negativas o 
iguales a cero, al igual que en el caso de los sistemas con amortiguamiento clasico (vea la 
ecuacion 14.1.3). Para un sistema de N grades de libertad, hay N pares de valores caracte¬ 
rfsticos, y para cada par corresponde un par conjugado complejo de vectores caracterfsticos. 

Un par conjugado complejo de valores caracterfsticos, indicado por A„ y A„, puede ex- 
presarse en la misma forma que la ecuacion (14.1.3) para los sistemas con amortiguamiento 
clasico: 


G 


(14.5.4) 
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donde 



(14.5.5) 


Observe que co„ y estan relacionadas con los valores caracteristicos de la manera siguiente: 



(14.5.6) 


El par asociado de vectores caracterfstico con valores complejos se separa en sus partes real 
e imaginaria: 


t/?„, l/) n = (f) n ± iXn 


(14.5.7) 


donde 0„ y /„ son vectores con valores reales de N elementos cada uno. Los valores de co„ 
se numeran en orden ascendente y los valores de X n y i//„ estan numerados en el orden co- 
rrespondiente a <w„. 

Si se tiene en cuenta que las ecuaciones (14.5.4) y (14.5.5) para los sistemas con amor- 
tiguamiento no clasico son identicas a las ecuaciones correspondientes (14.1.4) y (14.1.5) 
para los sistemas con amortiguamiento clasico, co n se conocera como la n-esima frecuencia 
natural no pseudo-amortiguada circular del sistema, co nD como la frecuencia co amortigua¬ 
miento, y como la fraction de amortiguamiento modal. El prefijo “pseudo” se ha incluido 
para indicar que para los sistemas con amortiguamiento no clasico, co n es una funcion de 
la cantidad de amortiguamiento del sistema y, por lo tanto, difiere de la frecuencia corres- 
pondiente del sistema no amortiguado asociado; donde pueda surgir confusion, esta ultima 
frecuencia se indicara mediante co°. Como i//„ para los sistemas con amortiguamiento no 
clasico es similar a (p n para los sistemas con amortiguamiento clasico, \jr n se conoce como el 
n-esimo modo de vibration natural. 

Los estudios sobre el efecto del amortiguamiento ligero en las frecuencias naturales de los 
sistemas de VGDL han demostrado (1) que la frecuencia natural del modo mas grande de 
un sistema amortiguado es siempre menor o igual a la frecuencia no amortiguada correspon- 
diente, sin importar si el amortiguamiento es clasico o no clasico, y (2) que la frecuencia natural 
amortiguada del modo mas bajo puede ser mayor que la frecuencia no amortiguada correspon- 
diente, dependiendo de la forma de la matriz de amortiguamiento y de la separation entre u>\ y o> 2 . 

Para el caso especial de los sistemas con amortiguamiento clasico, como se indica en 
la seccion 14.1, los valores caracteristicos tambien ocurren en pares conjugados complejos; 
el modulo a >„ de cada par de valores caracteristicos es igual a la frecuencia natural co„ del 
sistema no amortiguado asociado; y las frecuencias naturales amortiguadas co nD son siempre 
inferiores a las correspondientes frecuencias no amortiguadas of' n . Sin embargo, los vectores 
caracteristicos tienen valores reales y son iguales a los del sistema no amortiguado asocia¬ 
do, es decir, x„ = 0,ip n = = (f) n . 


14.6 ORTOGONALIDAD DE LOS MODOS 

Un par de vectores caracteristicos correspondientes a valores caracteristicos distintos satis- 
face las siguientes condiciones de ortogonalidad (vea la demostracion en el apendice 14.3): 

(An + K) V’J HI 1p r + Ipr = 0 

V’Jkt/v - X n X r ^m^ r = 0 


(14.6.1) 

(14.6.2) 
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Estas relaciones de ortogonalidad tambien son validas para un par conjugado comple- 
jo de vectores caracteristicos debido a que sus valores caracterfsticos son distintos. 

Para los sistemas con amortiguamiento clasico, es posible demostrar que las ecuacio- 
nes (14.6.1) y (14.6.2) se reducen a las relaciones de ortogonalidad conocidas de la ecua¬ 
cion (10.4.1) (vea el apendice A14.3). 


Ejemplo 14.1 

Determine las frecuencias y los modos de vibration naturales, asf como las fracciones de amorti¬ 
guamiento modal de la estructura de cortante de dos niveles que se muestra en la figura E10.12.1 a 
con c = s/km/ 200, un sistema con amortiguamiento clasico. Para resolver el problema utilice 
la teorfa de los sistemas con amortiguamiento no clasico que se desarrollo en la section 14.5. 

Solution Las matrices de masa y rigidez del sistema, determinadas en el ejemplo 9.1, son 



La matriz de amortiguamiento satisface la ecuacion (10.9.3), lo que implica que el sistema 
tiene un amortiguamiento clasico. El problema de valor caracterlstico que debe resolverse esta 
definido por la ecuacion (A14.2.8), que se repite aqui por conveniencia: 

X&k + bn = 0 (b) 


donde las matrices a y b, definidas en la ecuacion (A14.2.5), para este sistema son 


0 

0 

2m 

0 

0 

0 

0 

m 

2m 

0 

6c 

-2c 

0 

m 

-2c 

2c 



(c) 


b = 


—m 
0 


0 

k 


-2m 0 0 0 

0 — m 0 0 

0 0 3k -k 

0 0 -k k 


(d) 


El problema de valor caracterlstico puede resolverse en forma numerica utilizando un algoritmo 
adecuado; por ejemplo, la funcion de Matlab eig( b, —a), que resulta en los valores caracteristicos 


= J- 

m 


ki, ki - \ — 
m 


(-0.0354 ± 0.70621) 
(-0.1414 ± 1.40711) 


(e. 1) 


(e.2) 


A partir de 
(14.5.6): 


estos valores caracteristicos. 


w 1 = | A r | = 0.7071 



<w„ y pueden determinarse utilizando la ecuacion 


co 2 = |X 2 I = 1-4142. 


(f) 


Re(T-i) 

ft = -f 1 = 0.05 

|4ll 


?2 = 


Re(^2) 

|A 2 | 


= 0.10 


(g) 


Observe que las <o n en la ecuacion (f) son iguales a las frecuencias naturales del sistema no 
amortiguado asociado, que se determinaron mediante la resolution del problema de valor 
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caracterfstico real en el problema 10.4, y que las en la ecuacion (g) tienen valores identicos 
a los que se determinaron utilizando la ecuacion (10.10.3). 

A partir de los valores caracteri'sticos de la ecuacion (e), las frecuencias amortiguadas se 
determinan empleando su definition en la ecuacion (14.5.5): 


«i D = Im(A.!) = 0.7062 


u>2 d — Im(A,2) = 1.4071 



00 


Observe que las frecuencias amortiguadas co nD (ecuacion h) son mas bajas que las fre¬ 
cuencias no amortiguadas u> n (ecuacion f). La solucion del problema de valor caracterfstico 
(ecuacion b) tambien proporciona los vectores caracteri'sticos: 

V’l = | l | 02 = | j } (i) 


Observe que los vectores caracterfsticos tienen valores reales, como se espera de un sistema 
con amortiguamiento clasico, y que son identicos a los modos naturales del sistema no amorti- 
guado asociado, los cuales se determinaron en el ejemplo 10.4. 


Ejemplo 14.2 

Determine las frecuencias y los modos de vibration naturales, asf como las fracciones de amor¬ 
tiguamiento modal para el sistema que se muestra en la figura E14.2a, un marco de dos niveles 
idealizado como un edificio de cortante que tiene un amortiguador solo en el primer nivel con 
c = *Jkm. Demuestre que los vectores caracterfsticos satisfacen las propiedades de ortogona¬ 
lidad. 



Figura E14.2 (a) Sistema con amortiguamiento no clasico; (b) partes real e imaginaria de los 

vectores caracterfsticos ijn y \/f 2 - 


Solucion Las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez del sistema son 


" 2m 

c =r c j 

k = 

■ 3k 

—k “ 

m _ 

L oj 


. ~k 

k _ 


La matriz de amortiguamiento no satisface la ecuacion (10.9.3), lo que implica que el sistema 
tiene amortiguamiento no clasico. El problema de valor caracterfstico que debe resolverse esta 
definido por la ecuacion (A14.2.8), que se repite aquf por conveniencia: 


Aa/t + b«; = 0 


(b) 
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donde las matrices a y b, definidas en la ecuacion (A14.2.5), para este sistema son 


a = 



m 

c 


0 0 2m 0 

0 0 0 m 

2m 0 c 0 
0 m 0 0 


b = 



0‘ 

k_ 


-2m 0 0 0 

0 — m 0 0 

0 0 3k -k 

0 0 -k k 


(c) 


(d) 


El problema de valor caracterfstico puede resolverse en forma numerica utilizando un algorit- 
mo adecuado; por ejemplo, la funcion de Matlab eig{ b. —a), que resulta en los valores carac- 
teristicos 



IT 


At, Ai - . 

/-(-0.0855 ±0.7159/) 

(e.l) 


^ m 



j~k 


7-2) ^2 = y 

/-(-0.1645 ± 1.3773/) 

» m 

(e.2) 


A partir de estos valores caracterfsticos, &>„ y pueden determinarse empleando la ecuacion 
(14.5.6): 


= | A.! | = 0.7209. 


m 2 = |A. 2 | = 1.3871 



(f> 


_ Re(M) 


0.1186 


Re(X 2 ) 


0.1186 


(g) 


Observe que las frecuencias pseudo-amortiguadas &>„ en la ecuacion (f) son ligeramente dife- 
rentes a las frecuencias del sistema no amortiguado asociado of n , dadas por la ecuacion (f) en 
el ejemplo 14.1. 

A partir de los valores caracterfsticos de la ecuacion (e), las frecuencias correspondientes 
o) nD del sistema amortiguado se determinan usando su definition en la ecuacion (14.5.5): 


mi D = Im(ri) = 0.7159 


o)2 d — Im(A. 2 ) — 1.3773 


(h) 


Observe que la frecuencia natural amortiguada o) w del modo menor (o primer modo) es mayor 
que la frecuencia no amortiguada &>f; sin embargo, la frecuencia amortiguada o) 2D del modo 
mas grande (o segundo modo) es menor que la frecuencia no amortiguada of 2 - 

La solucion del problema de valor caracterfstico (ecuacion b) tambien proporciona los 
vectores caracterfsticos de 4 X 1, pero solo los componentes tercero y cuarto (vea la ecuacion 
A14.2.7) son relevantes y se muestran a continuation: 



0.4949 - 0.1224/ 

1 



-0.8699 - 0.4531/ 
1 


(i) 


Observe que ahora los vectores caracterfsticos tienen valores complejos, como se espera para 
un sistema con amortiguamiento no clasico. Sus partes real e imaginaria se grafican en la figura 
E14.2b. 
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Para verificar que los vectores caracterfsticos p n sean ortogonales, se calculan los termi- 
nos individuales en el lado izquierdo de las ecuaciones (14.6.1) y (14.6.2): 


tp T x mip2 = 

1 0.4949 - 0.1224/ | r pm 

j | -0.8699 - 0.4531/ 

J = m (0.0281 - 0.2355/) 

iplkip 2 = ■ 

r 0.4949-0.1224/ l r r 3k —k 

l 1 i l-k k 

j| -0.8699 - 0.4531/ 

| = k (-0.0828 + 0.2223/) 

Ip'l cV>2 = | 

0.4949 — 0.1224/ | r |“ c j| 

-0.8699 - 0.4531/ j _ 

s/km (-0.4859 - 0.1178/) 


A1 sustituir los terminos individuales en el lado izquierdo de las ecuaciones (14.6.1) y (14.6.2), 
se obtiene 

(M + k 2 )ipjmip 2 + ■j/’i r cV ’2 = Vkm (-0.2500 + 2.09311) (0.0281 - 0.23551) 

+ s/km (-0.4859 - 0.11781) = 0 

— k\X 2 ip^mip 2 — k (—0.0828 + 0.22231) 

+ £(0.9719 + 0.23551) (0.0281 - 0.23551) = 0 

Esto verifica que los vectores caracteristicos calculados para el sistema son ortogonales. 


14.7 VIBRACION LIBRE 


La solucion modal asociada con el par conjugado complejo de valores caracteristicos k„ 
y X n y sus vectores caracteristicos r//„ y ip„ (deducida en el apendice A14.4) esta dada por 

Unit) = B n ip n e Kt + B n ^ n e^ (14.7.1) 


que puede verse como una generalization de la ecuacion (14.2.1) para los sistemas con 
amortiguamiento no clasico. Como el segundo termino del lado derecho de la ecuacion 
(14.7.1) es el conjugado complejo del primero, las dos partes imaginarias se anulan entre 
si, lo que resulta en 

u„(0 = 2R z(B n ip n e Kt ) (14.7.2) 

La respuesta del sistema a la excitation inicial arbitraria esta dada por la superposition de 
las soluciones modales (ecuacion 14.7.2): 

N 

n{t) = 2j2M B ^ n e Kt ) (14.7.3) 

n = 1 

A1 invocar las propiedades de ortogonalidad de los modos (ecuaciones 14.6.1 y 14.6.2), es 
posible determinar las constantes con valores complejos (vea el apendice A14.4): 


X n ipl mu(0) + V)Jcu(O) + V>Jmu(0) 
Ikniplmipn + i/tjct p n 


(14.7.4) 


Tras haber obtenido la forma alternativa de la solucion de vibracion libre para los 
sistemas con amortiguamiento clasico (seccion 14.2), en primer lugar se evalua el producto: 

2 B n if>„ = (3 n + (14.7.5) 
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donde y y n son vectores con valores reales; entonces, si se sustituye la ecuacion (14.7.5) en la 
ecuacion (14.7.2) y, finalmente, se relacionan las funciones exponenciales con funciones trigonome- 
tricas, resulta 

u„(0 = cos co„ D t - 7 ,, sen w nD t] (14.7.6) 

que es identica a la ecuacion (14.2.8) para los sistemas con amortiguamiento clasico, pero los vecto¬ 
res y y n ya no estan definidos por la ecuacion (14.2.9). La superposition de las soluciones moda- 
les, tal como se expresa en la ecuacion (14.7.3), proporciona una forma alternativa para la respuesta 
a la vibration libre: 

N 

u(0 = ^ cos co nD t - 7 „ sen co nD t] (14.7.7) 

n = 1 

Para los sistemas con amortiguamiento clasico, la ecuacion (14.7.4) se reduce a la 
ecuacion (14.2.4), y y n estan dados por las ecuaciones (14.2.9) (vea el apendice A14.4), 
y la ecuacion (14.7.7) se vuelve equivalente a la ecuacion (14.2.10). 


Ejemplo 14.3 

Determine la respuesta a la vibration libre del marco de cortante de dos niveles de la figura 
E10.12.la con c = «Jkm /200, un sistema con amortiguamiento clasico, debida a los desplaza- 
mientos iniciales u(0) = ( — j 2 ) T . Para resolver el problema utilice la teorfa de los sistemas 
con amortiguamiento no clasico desarrollada en la section 14.7. 


Solution El desplazamiento inicial y los vectores de velocidad son 

. l 


o(0) = 


( 1 ) 


6 ( 0 ) = 


121 


(a) 


Si se sustituyen en la ecuacion (14.7.4) junto con los valores de m, c, X n y i/r„ determinados en 
el ejemplo 14.1, resulta 

XitpJ mu(0) + -t p* cu(0) + ipj mu(O) 


B i = 


B 2 = 


2k\xpJ mil>\ + 

Xo-t/’f mu(0) + V’Jcu(O) + i/rf m ii( 0 ) 
mi /)2 + cip 2 


= 0.5000 - 0.02501 


= 0.5000 - 0.05031 


(b.l) 


(b.2) 


Si se usan la B„ de la ecuacion (b) y la \/r n del ejemplo 14.1, y Yn se determinan a partir de la 
ecuacion (14.7.5) de la siguiente manera: 


A = Re(2 Bl *) = j^) A-Re(2 B *) = {-;;^j (c.l) 

71 - IM2BM - j| 72 . Im( 2a,v, 2 ).j_J;|“®) «,2, 


A1 sustituir j5 n y y n a partir de la ecuacion (c) en la ecuacion (14.7.7), se obtiene la respuesta a 
la vibration libre: 


u(r) = e °- 05a, i 

_|_ 1 0>2t 


'[ 


0.5000 
1.0000 
1 - 1.0000 1 
l 1.0000 J 


| coswi D t + J Q 


cos a>2Dt L 


0.0250 1 
0501 J 
-0.1005 
0.1005 


sen cui ot 

senoJ2 Dt I 


(d) 


[-0.1005 1 j 

1 0.1005 J senW2z)? J 


Observe que esta solution es identica al resultado obtenido mediante el metodo clasico en el 
ejemplo 10.13. 
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Ejemplo 14.4 

Determine la respuesta a la vibracion libre del marco de cortante de dos niveles de la figura 
E14.2a con c = V km , debida a los desplazamientos iniciales u(0) = (— j 2) T . 

Solucion Los vectores del desplazamiento y la velocidad iniciales son 

"(Hi) iuo)= {o) (a) 


A1 sustituirlos en la ecuacion (14.7.4), junto con los valores de m. c, k„ y 0„ 
el ejemplo 14.2, se obtiene 

Ait/>rmu(0) + 0rcu(O) + 0fmu(O) 

B\ = - -— = 0.5101 + 0.31371 

2X\xp J l m0i + 0^ c0i 


determinados en 

(b.l) 


7-2^11111(0) + 0, r cu(0) + 0^mu(O) 

B 2 = — ' 2 -— = 0.4899 - 0.2532/ 

2 X 2 ip 2 m0 2 + f* c0 2 


(b.2) 


Si se usan la B n de la ecuacion (b) y la 0„ del ejemplo 14.2, /5„ y y n se determinan a partir de la 
ecuacion (14.7.5) de la siguiente manera: 


Pi 

= Re (2Bi0i) = 

10.5817 1 

1 1.0203 J 

Pi = Re(2B 2 02) = - 

[ -1.0817 1 
l 0.9797 J 

(c.l) 

71 

= Im(2Bi0i) = 

1 0.1856 1 
i 0.6274 j 

72 = Im (2B 2 02) = | 

[ -0.0034 1 
l -0.5065 J 

(c.2) 


Si se sustituyen las /?„ y y n de la ecuacion (c) en la ecuacion (14.7.7), resulta la respuesta a la 
vibracion libre: 


u(f) = e 


— — 0.1186 z 


ri 0.5817 1 

[0.1856 1 1 

[1 1.0203 r° scoiD? “ 

| 0.6274 } sen<Blz, 'J 


+ -o.H86«2?ri 1.0817 

LI 0.9797 


1 , 10.0034 1 j 

J coso> 2 /j? + | () 5065 J senft) 2 /j/J 


(d) 


Ejemplo 14.5 

Determine las respuestas a la vibracion libre del marco de cortante de dos niveles de la figura 
E14.2a con c = V km , debidas a dos conjuntos de desplazamientos iniciales: (1) u(0) = 0i y 
(2) u(0) = <p 2 , donde <f> n es el n-esimo modo de vibracion natural del sistema no amortiguado 

asociado; 0i = 1) y <fii — ( — 1 1) . 

Solucion Parte 1 A1 sustituir el primer u(0) en la ecuacion (14.7.4), junto con los valores 
de m, c, X n y 0„ determinados en el ejemplo 14.2, se obtiene 


7-i0^mu(O) + 0^cu(O) + 0j r mu(O) 
27-i0^m0i + 0^c0i 
X 2 ipT mu(0) + 0^ cu(0) + 0^ mu(0) 
27-20-L m0 2 + ip 2 c0 2 


= 0.5103 - 0.0200/ 

-0.0103 - 0.0200/ 


(a.l) 


(a.2) 


Si se usan la B„ de la ecuacion (a) y la 0„ del ejemplo 14.2, y y„ se determinan a partir de la 
ecuacion (14.7.5) de la siguiente manera: 


Pi = Re(2Bi0i) = 

| 0.5002 1 

1 1.0207 j 

Pi = Re(2B 2 0 2 ) = j 

-0.0002 1 
-0.0207 J 

(b.l) 

7 l = Im(2Bi0j) = | 

-0.1448 1 
-0.0401 J 

72 = Im(2B 2 0 2 ) = 

1 0.0442 1 
| -0.0401 | 

(b.2) 
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Si se sustituyen las y y n de la ecuacion (b) en la ecuacion (14.7.7), resulta la respuesta a la 
vibration libre: 


-onse^/Tf 0.50021 , f 0.1448 1 1 

U(?) = e ' [j 1.0207 ) C0S£Ulof + | 0.0401 ) sen *H 

r r -0.00021 i 0.0442 1 

[| -0.0207 } co&M2Dt | -0.0401 I 


(c) 


_l_ e ~ 0.1186^2? 


sen 


Parte 2 Si se procede como en la parte 1, la respuesta a la vibration libre debida al 
segundo u(0) puede determinarse como: 


u (t) = e 


_ — 0 . 1186 wi 


f ri 0.0815 1 
Ll -0.0004 J 


, — 0.1 i86co 2 r r I !- 0815 

Li 1.0004 


COSW] £>f 

COS C02Dt + 


_ | 0.3304 1 


I' 


{ 0.6675 J 
1 0.0476 1 
| 0.4664 J 


senator J 
sena>2Dt 


(d) 


Observaciones Los desplazamientos u(f) se expresan como una combination lineal de 
</>„, los modos de vibracion natural del sistema no amortiguado asociado: 

2 


u (t) = y^ n q„(f) 

n = 1 


(e) 


donde las coordenadas modales estan dadas por 


q n ( t ) 


(fin 


(f) 


que es una generalization de la ecuacion (10.7.2). Si se sustituyen los cp„ conocidos y la ecua¬ 
cion (c) para u(f) en la ecuacion (f), se llega a 

q\{t) = e -0 ' ll86 " 1 '(1.0139cosa>i£ ) r + 0.1232 sen&ii^t) (g) 

+ g _0 - 1186 “ 2 '(0.0068cos u> 2 Dt ~ 0.0832senw 2 D t) 

q 2 (t) = e“ 01186 " i; (-0.0139costt>i O r - 0.0028 sen wi D t) (h) 

+ e -° 1186 " 2 '(-o.0068 cos u> 2 Dt + 0.0428 sen«2£)0 

Estas son las q n (t ) asociadas con la ecuacion (c), la respuesta a la vibracion libre debida al 
primer conjunto de desplazamientos iniciales. 

Del mismo modo, al sustituir los </>„ conocidos y la ecuacion (d) para u(f), la ecuacion 
(f) conduce a 

qi(t) = e _01186mi '(0.0541 cosmic? — 0.6652 sen«i£)r) (j) 

+ <? _01186ai2f (—0.0545cos o> 2 d 1 — 0.0023 sen omdO 

<72(0 = e“ 01186<Ul? (—0.0541 cos« 1D t + 0.3427 senco 1D t) (k) 

+ e _01186li22? (1.0545 coso>2Z)t + 0.1237 senwof) 

Estas son las q n (t) asociadas con la ecuacion (d), la respuesta a la vibracion libre para el segun¬ 
do conjunto de desplazamientos iniciales. 

Estos resultados, presentados en las figuras E14.5.1 y E14.5.2, son para un sistema alte- 
rado desde su position de equilibrio, al imponer desplazamientos iniciales que son proporcio- 
nales a un modo de vibracion natural cf> n del sistema no amortiguado asociado. Las soluciones 
para < 7 „(t) se presentan en el inciso (c) de estas figures; los desplazamientos de nivel en el inciso 
(d); y las formas modificadas en los instantes de tiempo seleccionados (a, b, c, d y e) en el 
inciso (b). Estos resultados permiten tres observaciones que contrastan con lo que se vio ante- 
riormente para los sistemas no amortiguados (figures 10.1.2 y 10.1.3) y para los sistemas con 
amortiguamiento clasico (figures E10.12.1 y E10.12.2): en primer lugar, q 2 (t) A 0 en la figure 
E14.5.1c y qi(t) + 0 en la figure E14.5.2c. En segundo lugar, la forma initial modificada no se 
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mantiene en vibracion libre; vea las figuras E14.5.1b y E14.5.2b. En tercer lugar, todos los ni- 
veles (o grados de libertad) del sistema no vibran en la misma fase; no pasan por las posiciones 
cero, maxima o minima en el mismo instante de tiempo, vea la figura E14.5.2d. 



Figura E14.5.1 Vibracion libre de un sistema con amortiguamiento no clasico debida al despla- 
zamiento inicial en el primer modo natural del sistema no amortiguado: (a) marco de dos niveles; 
(b) formas modificadas en los instantes de tiempo a , b, c, d y e\ (c) coordenadas modales q„(t); 
(d) historia del desplazamiento. 


(c) 




Figura E14.5.2 Vibracion libre de un sistema con amortiguamiento no clasico debida al despla¬ 
zamiento inicial en el segundo modo natural del sistema no amortiguado: (a) marco de dos niveles; 
(b) formas modificadas en los instantes de tiempo a, b, c, d y e; (c) coordenadas modales q n (t)\ 
(d) historia del desplazamiento. 
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14.8 RESPUESTAAL IMPULSO UNITARIO 


Como se menciono por primera vez en la seccion 14.3, una aceleracion del terreno de impul- 
so unitario U/t) = <5(f) imparte a un sistema de VGDL las velocidades iniciales u(0) = — t, 
pero no hay desplazamientos iniciales, es decir, u(0) = 0. La sustitucion de estas condicio- 
nes iniciales en la ecuacion (14.7.4) proporciona la constante con valores complejos 


B* = 




2 A„i/>,[im/>„ + V’Jc'j p n 


(14.8.1) 


Igual que antes, se ha anadido el superindice “g” en Bf, para enfatizar que estas constantes 
se asocian con la aceleracion del terreno. A1 sustituir la ecuacion (14.8.1) en la solucion ge¬ 
neral para la vibracion libre, la ecuacion (14.7.3) conduce a la respuesta al impulso unitario. 

Para expresar este resultado en una forma similar a la ecuacion (14.7.6), primero se 
escribe el producto 2B%\jj n como en la ecuacion (14.7.5): 


25 , f Ipn = A?+ hn 


(14.8.2) 


Asi, la respuesta esta dada por la ecuacion (14.7.7) con un evidente cambio de notacion: 

N 

h (t) = u (t) = ^ cos co nD t ~ 7f sen<u, lD t] (14.8.3) 

n = 1 

donde h(t) indica el vector de las funciones de respuesta al impulso unitario para los des¬ 
plazamientos del sistema. Observe que las ecuaciones (14.8.2) y (14.8.3) tienen la misma 
forma que las ecuaciones (14.3.3) y (14.3.5) para los sistemas con amortiguamiento clasico, 
pero los vectores y yf, ya no estan dados por la ecuacion (14.3.4). 

Aquf se expresara la ecuacion (14.8.3) en terminos de la funcion de respuesta al im¬ 
pulso unitario h n (t) para la deformacion del n-esirno modo del sistema de 1GDL. tal como 
se hizo en la ecuacion (14.3.6) para los sistemas con amortiguamiento clasico. Recuerde 
que 

h n (t ) = —-gen co nD t (14.8.4) 

y que su primera derivada esta dada por 


h n (t ) = ~e cosft ) nD t - i; n G0 n h„(t) 


(14.8.5) 


que puede reescribirse como 

cos 0 j nD t = h n (t) + $ n (o n h n (t) (14.8.6) 


Las funciones trigonometricas que multiplican a los vectores /If y yf en la ecuacion (14.8.3), 
ahora se sustituyen por las expresiones correspondientes obtenidas a partir de las ecuacio¬ 
nes (14.8.4) y (14.8.6) en terminos de h n (t) y h n (t ) para lograr el vector de las funciones de 
respuesta al impulso unitario para los desplazamientos u(t) del sistema: 

N 

h(r) = -^[a 8 n (o n h n {t) + (3%h n (t)] 

n — 1 


(14.8.7) 
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en la que 

«„ g = M - /' - Khl (14.8.8) 

donde /If y yf se conocen a partir de las ecuaciones (14.8.2) y (14.8.1). 

Para los sistemas con amortiguamiento clasico la ecuacion (14.8.7) se especifica 
como la ecuacion (14.3.6). Lo anterior puede verilicarse al sustituir la ecuacion (14.3.4) en 
la ecuacion (14.8.8) para obtener af = —(r n /co n )(p n y al sustituir esta expresion junto con /If 
= 0 en la ecuacion (14.8.7). 

Propiedades de af y /If. Los vectores af y /If que aparecen en la ecuacion (14.8.3) 
satisfacen las siguientes relaciones: 

N N 

£ P 8 n = 0 £ R - 2= -t (14.8.9) 

n =1 n = 1 

Estas ecuaciones pueden deducirse al recordar que la ecuacion (14.8.3) debe satisfacer las 
condiciones iniciales asociadas con la aceleracion del terreno de impulso unitario: u(0) = 
0 y u(0) = — l. Si se especifica la ecuacion (14.8.3) para t = 0 y se impone la primera con¬ 
dition inicial, se llega a la ecuacion (14.8.9a). De manera similar, al diferenciar la ecuacion 
(14.8.3) con el fin de obtener una ecuacion para u(f), especificandola para t = 0 e imponien- 
do la segunda condition inicial, se obtiene la ecuacion (14.8.9b); vea el apendice A14.5. 

En los sistemas con amortiguamiento clasico, /If = 0 para todos los modos (ecuacion 
14.3.4a), lo que implica la satisfaction de la ecuacion (14.8.9a). Ademas, para tales siste¬ 
mas af = -(r, ,/«„)</>„, y la ecuacion (14.8.9b) se reduce a 

N 

£r„</>« = l (14.8.10) 

n =1 

Esta es la expansion modal del vector de influencia t, que aparecio por primera vez en la 
seccion 13.1.3. 


Ejemplo 14.6 

Determine la respuesta del marco de cortante de dos niveles de la figura E10.12.1a con 
c = y/km /200, un sistema con amortiguamiento clasico, debida a la aceleracion del terreno 
de impulso unitario, ii g (t ) = S(t). Para resolver el problema utilice la teorfa de los sistemas con 
amortiguamiento no clasico desarrollada en la seccion 14.8. 


Solution Las B f se determinan al sustituir m, c y i//„ a partir del ejemplo 14.1 en la ecuacion 
(14.8.1): 


B f = 


B 2 = 


—ij}\ nu 


2Xi?/>i m%Jj\ + tp j cipi 


= 0.9440. / - i 


—ip^nu 


= —0.1184 / — i 


(a. 1) 


(a-2) 


2X 2 ip2 rmp 2 + i>2 CI P2 

Si se usa la Bf de la ecuacion (a), \p„, ftf, y yf, se determinan a partir de la ecuacion (14.8.2) de 
la siguiente manera: 


/3f = Re(2Sf-i/i) = { q J P g 2 = Re(2Sf ti 2 ) = j ° } 
7 f = Im(2Rftii) = { T'l = Im ( 2 ^|V’ 2 ) = j 


(b.l) 


0.2369 1 m 
-0.2369 ''I ' b '“ 
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A1 sustituir las (if, y de 
deseada: 



la ecuacion (b) en la ecuacion (14.8.3), se obtiene la respuesta 

-0.9440 1 , - hant \ -0.2369 1 1 

-1.8880 1 miDt + e | 0.2369 ( Sena H (c) 


Estas soluciones para Uj(t) se grafican en la figura E14.6. 

La respuesta tambien puede expresarse en terminos de las funciones de respuesta al im- 
pulso unitario h n {t). Con este proposito se usa la ecuacion (14.8.8) para obtener 



que se sustituyen en la ecuacion (14.8.7) y resulta 



0.6667 

1.3333 



0.3333 

-0.3333 



(e) 


donde h n {t) esta dada por la ecuacion (14.8.4). 

Los vectores ofi n y /3f, satisfacen la ecuacion (14.8.9): 

/3?+/3f = {o} ( f) 

r g r —0.9428 1 , [m i -0.23571 111 

zl m n[a n 2 s„(3 n ] (Oi J k | _ L8856 } + on J k | 0 2357 | { J } (g) 

n =1 


lo cual puede verificarse al sustituir a>i y a> 2 a partir de la ecuacion (f) del ejemplo 14.2. 



0 T T T 1 T T T 2 T T T 3" 

t/T\ 

Figura E14.6 Funciones de respuesta al impulso unitario para un sistema con amortiguamiento clasico. 


Ejemplo 14.7 

Determine la respuesta del marco de cortante de dos niveles de la figura E14.2a con c = V km , 
debida a la aceleracion del terreno de impulso unitario, u g {t) = 8(t). 


Solucion 

(14.8.1): 


Las I!'[ se determinan al sustituir las m, c y ijf n del ejemplo 14.2 en la ecuacion 


B 


g 

1 


B 


g _ 
2 


—t j)* m l 


2A.it/tj mipi + cip\ 


m 

~k ( 


mt 


2X 2 m- 1 p 2 + cV ’2 


-0.0383 + 0.9835;) 
(0.0383 - 0.1504;) 


(al) 


(a.2) 
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u(f) 


Si se usan las Bf t en la ecuacion (a) y \j/ n , fif, y yf, se determinan a partir de la ecuacion (14.8.2) 
de la siguiente manera: 

-0.2029 
k 


/3f = Re(2Bf</>i) = { -0.0766 $ = Rc 


(2 B g 2 ih) = { 

7 f = im(2sfv>i) = j 71 = Im ( 2S !^2) 


0.0766 


m 

~k (bJ) 


I 0.2269 ] 
I -0.3007 | 


T 


Al sustituir las /Sf y y* de la ecuacion (b) en la ecuacion (14.8.3), se obtiene la respuesta total 
del sistema: 


u(0 = e W{ 0.2029 1 
U> LI -0.0766 J 


cosa>iot + 


+ e 


[ -0.9828 1 1 fm 

j-1.9671 t SenW HVfc 

TI -0.2029 1 , f -0.2269 1 1 

[| 0.0766 ] cosa>2Dt + { 0.3007 } sen&,2D? J 


sen co 2D t Ulj 


(c) 


Estas soluciones para Uj(t) se grafican en la figura E14.7. 

La respuesta tambien puede expresarse en terminos de las funciones de respuesta al im¬ 
pulso unitario Con este proposito, se emplea la ecuacion (14.8.8) para obtener 


g = f-0.95181 
1 1 —1.9623 J 


-0.2493 

0.3077 


(d) 


que se sustituyen junto con fif, de la ecuacion (b.l) en la ecuacion (14.8.8) y resulta 


f 0.6862 1, . ,^r -0.20291 fm . \ 0.3459 1, 0.2029 1 fm 

{ 1.4147 }' l(r + | 0.0766 Jy k + { -0.4268 r 2(0 + { -0.0766 }y k 

donde h n (t) y h n (t) estan dadas por la ecuacion (14.8.4) y (14.8.5), respectivamente. 
Los vectores af t y /3f, satisfacen la ecuacion (14.8.9): 


m . 

j h 2 (t) (e) 


0.2029 


+ 


-0.2029 

0.0766 


I] 


/3 ' +/3 2 v k LI -0.0766 

A r g fm rr-0.95181 f 0.202911 

X>„[a„ 2 Sn(3 n \ k [{ _!, 96 23 ) 2fl | -0.0766 )J 


(f) 


/ m 

+ w 2 J-r 


f f —0.2493 1 . 1 -0.2029 11 _ r-1 1 
|_| 0.3077 | M 0.0766 } J { -1 } 


(g) 


lo cual puede verificarse al sustituir co l y o) 2 a partir de la ecuacion (f) del ejemplo 14.2. 



Figura E14.7 Funciones de respuesta al impulso unitario para un sistema con amortiguamiento no 
clasico. 
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14.9 RESPUESTA SISMICA 


Los desplazamientos (relativos al terreno) del sistema en el tiempo t, debidos a la acelera- 
cion arbitraria del terreno ti g (t) estan dados por la integral de convolucion presentada en la 
ecuacion (14.4.1): 


u(0 



ti g (r)h(t 


r) dr 


(14.9.1) 


en la que h(f) se sustituye a partir de la ecuacion (14.8.7) para obtener 

N 

u(0 = [a g n oj n D n (t) + 13 g n D n (t )] (14.9.2) 

n =1 

donde 


y 

D n (t) = 

/ u g (r) h n ( t — r)dr 

Jo 

r> 

(14.9.3) 


Dn(t) = 

1 tig (r) h n (f — r) dr 

Jo 

(14.9.4) 


Las funciones de respuesta al impulso unitario h„(t) y h n (t) para el n-esimo modo del 
sistema de 1GDL. se presentaron en las ecuaciones (14.8.4) y (14.8.5), respectivamente. 

En las ecuaciones (14.9.2) y (14.9.3), D n (t) representa la respuesta de deformacion 
del n-esimo modo del sistema de 1GDL, un sistema de 1GDL con las propiedades de vi¬ 
bracion (frecuencia natural a>„ y fraccion de amortiguamiento f„) del n-esimo modo del 
sistema de VGDL, a la aceleracion del terreno «,,(/); D n (t) se presento en la seccion 13.1.3 
y tambien aparecio en la respuesta de los sistemas con amortiguamiento clasico (seccion 
14.4). La cantidad D n (t) representa la respuesta correspondiente de velocidad relativa del 
n-esimo modo del sistema de 1GDL. que se presento en la seccion 6.12. Estas respuestas 
del sistema de 1GDL. D n (t) y D n (t), suelen calcularse mediante uno de los metodos nume- 
ricos que se presentaron en el capitulo 5 y no por la evaluacion numerica de las integrales 
de convolucion de las ecuaciones (14.9.3) y (14.9.4), debido a que este ultimo enfoque es 
numericamente ineficiente. 

La respuesta de un sistema de VGDL con amortiguamiento no clasico se ha expresado 
como una combinacion lineal de N pares de terminos; el n-esimo par representa la solucion 
del n-esimo modo, asociada con el n-esimo par de valores caracteristicos k n y k n y con sus 
vectores caracteristicos asociados i/f„ y 'ip n . La primera parte en ese n-esimo par representa un 
movimiento en la forma modificada a® con su variacion temporal definida por D n (t), mientras 
que la segunda parte representa un movimiento en la forma modificada /l® con su variacion 
temporal definida por Las formas modificadas a® y /l® son, obviamente, las funciones 

de los modos naturales de vibracion del sistema, como resulta evidente por las ecuacio¬ 
nes (14.8.2) y (14.8.8), que son independientes de U g (t) y satisfacen la ecuacion (14.8.9). 

/En que se diferencia la respuesta de los sistemas con amortiguamiento no clasico 
de la respuesta de los sistemas con amortiguamiento clasico? Tanto D„(t) como D„ (t) apa- 
recen en la ecuacion (14.9.2), que define la respuesta stsmica de los sistemas con amorti¬ 
guamiento no clasico; sin embargo, solo D n (t) entra en la ecuacion (14.4.2), el resultado 
correspondiente a los sistemas con amortiguamiento clasico. Para estos sistemas la forma 
modificada </>„ asociada con la contribucion del 77 -esimo modo de vibracion no varta con el 
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tiempo (ecuacion 14.4.2), pero si lo hace en el caso de los sistemas con amortiguamiento 
no clasico (ecuacion (14.9.2). 

Una vez que se han calculado los desplazamientos u(f), las fuerzas internas en la 
estructura pueden determinarse como se describio con anterioridad para los sistemas con 
amortiguamiento clasico. Las fuerzas en los amortiguadores viscosos (que en ocasiones for- 
man parte de un sistema de amortiguamiento suplementario) pueden determinarse a partir 
de las propiedades de los amortiguadores y de it(f). A1 diferenciar la ecuacion (14.9.2), se 
obtiene una ecuacion formal para estas velocidades que involucran a D n (t) y D n (t). Ambas 
cantidades se calculan en el proceso de evaluation numerica de D n (t), utilizando uno de los 
metodos numericos presentados en el capitulo 5. 

Ejemplo 14.8 

Deduzca las ecuaciones para los desplazamientos de nivel del marco de cortante de la figura 
E10.12.la con c = *Jkm /200, un sistema con amortiguamiento clasico, sometido a la acelera- 
cion del terreno Para resolver el problema, utilice la teorfa de los sistemas con amortigua¬ 
miento no clasico desarrollada en la seccion 14.9. 

Solucion A1 sustituir las a s n y P s n determinadas en el ejemplo 14.6 en la ecuacion (14.9.2), se 
obtienen las ecuaciones para los desplazamientos de nivel: 

Observe que este resultado es identico al obtenido en el ejemplo 13.3 mediante los metodos clasicos. 


Ejemplo 14.9 

Deduzca las ecuaciones para los desplazamientos de nivel del marco de cortante del ejemplo 
14.7 sometido a la aceleracion del terreno u g (t). 


Solucion Al sustituir las a.% y fi';[ determinadas en el ejemplo 14.7 en la ecuacion (14.9.2), se 
obtiene la ecuacion para los desplazamientos de nivel: 


u (f) = 


0.6862 

1.4147 



-0.2029 

0.0766 


Di(t) + 


0.3459 

-0.4268 


}l>2(0 + { 


0.2029 

-0.0766 


DiU) 


donde D n (t) y D n (t) representan las respuestas de deformacion y de velocidad relativa del 
n-esimo modo del sistema de 1GDL; vea las ecuaciones (14.9.3) y (14.9.4). 


Ejemplo 14.10 

Determine la respuesta de desplazamiento del marco de cortante de dos niveles de la figura E 14.2a 
con c = \Jkm , in = 100 kips/g y k = 2jr 2 m, debida al movimiento del terreno de El Centro. 

Solucion La ecuacion que describe la respuesta de desplazamiento de este sistema, que se 
dedujo en el ejemplo 14.9, contiene a D n {t) y D n ( t ), las respuestas de deformacion y velocidad 
relativa del n-esimo modo del sistema de 1GDL (ecuaciones 14.9.3 y 14.9.4). Las frecuencias 
naturales a> n y las fracciones de amortiguamiento de los dos sistemas modales de 1GDL 
estan dadas en terminos de m y k por las ecuaciones (f) y (g) del ejemplo 14.2. 

Si se sustituye m = 0.2591 kip-s 2 /pulg y k = 5.1138 kips/pulg, resulta 


a> 1 

= 3.203 rad/s 

(02 

= 6.163 rad/s 

(a) 

Ti 

= 1.962 s 

t 2 

= 1.020 s 

(b) 

ft 

= 0.1186 

?2 

= 0.1186 

(c) 
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■Q 

o 
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Tiempo, s 


"v^/\AA AAaa^v~w\/vw 

u 821.414 



Figura E14.10a Respuestas de deformacion D n (t) y de velocidad relativa D n (t) de los sistemas 
modales de 1GDL. 


toX) 

3 

Oh 

=f 


W) 

3 

Oh 

=f 


2.975 


A/VW\A- 


1.207 




3.051 


5 10 

Tiempo, s 


15 



Tiempo, s 


Figura E14.10b Desplazamientos de nivel: contribuciones modales, u hl (t) y u 2n {t), y respuestas 
totales, Ui(t) y u 2 (t). 


Los valores numericos de D„(t) y D„(t) del «-esimo modo del sistema de 1GDL con el perio- 
do natural T n y la fraccion de amortiguamiento para el terreno de El Centro, se determinan 
mediante el metodo de aceleracion lineal (capitulo 5) con el fin de obtener valores discretos de 
D„ y D n en cada At. Estos calculos se llevaron a cabo para los dos sistemas modales de 1GDL 
con las propiedades dadas por las ecuaciones (b) y (c), y los resultados se grafican en la figura. 
E14.10a. 

A1 sustituir estos valores numericos de D„(t ) y D„(t) en la ecuacion (a) del ejemplo 
14.9, se obtienen los valores numericos de los desplazamientos de nivel; las contribucio¬ 
nes modales individuales se combinan para obtener la respuesta total mostrada en la figura 
E14.10b. 


14.10 SISTEMAS CON VALORES CARACTERISTICOS DE VALOR REAL 

El desarrollo anterior condujo a la solucion completa para el analisis slsmico de los sistemas 
con amortiguamiento no clasico, en el que todos los valores caracterfsticos 7,„ y los vecto- 
res caracterfsticos asociados tienen valores complejos; las fracciones de amortiguamiento 
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modal para estos modos son menores que la unidad. En general, un sistema con amorti- 
guamiento (clasico o no clasico) puede tener un numero par de valores caracteristicos nega¬ 
tives con valor real, cada uno asociado a un vector caracteristico de valor real; las fracciones 
de amortiguamiento modal para estos modos son mayores que la unidad. A continuacion 
se presenta la extension del analisis anterior para determinar la respuesta sfsmica de tales 
modos sobreamortiguados, aunque se espera que estas respuestas modales sean pequenas, 
esta extension se incluye con el fin de completar el estudio. 

14.10.1 Vibracion libre 

Considere un par de valores caracteristicos con valor real k„ y /.,, de tal forma que 7,,.| > 
y los vectores caracteristicos reales asociados \[r n y \j/ r , determinados mediante la resolucion 
del problema de valor caracteristico de la ecuacion (A14.2.8). Este par de valores carac¬ 
teristicos se expresa en una forma motivada por los valores caracteristicos de un sistema 
sobreamortiguado de 1GDL (apendice A14.6) como 

k n "b t^riD ^-r ^nD (14.10.1) 


donde* 





~ 1 


(14.10.2) 


y y Kn son cantidades con valores reales y positivos que pueden determinarse a partir de 
los valores caracteristicos conocidos /,„ y A, de la siguiente manera. 

Si se multiplican las ecuaciones (14.10.1a) y (14.10.1b) y se usa la ecuacion (14.10.2), 
resulta 

oj n = sjKK (14.10.3) 

A1 sumar las ecuaciones (14.10.1a) y (14.10.1b), se obtiene 




A. I A. y 
1 CO n 


I 

2 '\j jl A y 


(14.10.4) 


Por ultimo, si se resta la ecuacion (14.10.1b) de (14.10.1a), resulta 


^nD 



(14.10.5) 


El movimiento representado por una combinacion lineal de dos vectores caracteristi¬ 
cos \l/„ y i//,. con valores reales esta dado por 

u„(0 = B n i\) n e Kt + B r i\) r e Xrt (14.10.6) 


^Esta terminologla se utiliza para mantener consistencia con la seccion 14.7, aunque el sistema vuelve a 
su posicion de equilibrio sin oscilar (seccion 2.2.1). 

^Observe que la notacion co nD representa aqui una cantidad diferente de la considerada en la ecuacion 
(14.5.6). 
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donde B n y B,. en este caso son constantes con valores reales (a diferencia de la ecuacion 
14.7.1, en la que estas constantes teman valores complejos) que pueden determinarse a 
partir de la ecuacion (14.7.4). A1 sustituir la ecuacion (14.10.1) y al expresar las funciones 
exponenciales en terminos de funciones hiperbolicas, la ecuacion (14.10.6) puede reescri- 
birse como (vea el apendice A 14.7) 

u„(f) = cosh co nD t - 7 , senh co nD t] (14.10.7) 

donde 

A. = Br'&r + B n ^ n (14.10.8) 

7 n = B r 1p r - Bn'lpn (14.10.9) 

Observe la similitud entre las soluciones modales asociadas con un par de valores caracterfsti- 
cos de valor real (ecuacion 14.10.7) y con un par conjugado complejo de valores caracterfsticos 
de valor complejo (ecuacion 14.7.6), con la unica diferencia de que en el primer caso aparecen 
funciones hiperbolicas, en contraste con las funciones trigonometricas del segundo caso. 


Ejemplo 14.11 

Determine las caracterfsticas de vibration libre del sistema mostrado en la figura E14.1 la, un 
marco de dos niveles idealizado como un edificio de cortante con un amortiguador en el segun¬ 
do nivel, con c = 2*]km. Demuestre que los vectores caracterfsticos satisfacen las propiedades 
de ortogonalidad. 



(a) (b) 

Figura E14.ll (a) Sistema con amortiguamiento no clasico, (b) partes real e imaginaria del vector 
caracteristico t/q; y vectores caracterfsticos con valores reales i/r 2 y i/A- 


Solution Las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez del sistema son 


m 


1" 2 m 

c = 

c 

_C 1 

k =r 3 f 

-k- 

L AW . 


. —C 

C J 

V-k 

k _ 


(a) 


El problema de valor caracteristico que debe resolverse esta definido por la ecuacion 
(A14.2.8), que se repite aquf por conveniencia: 

XaK + bfit = 0 (b) 

donde las matrices a y b, definidas en la ecuacion (A14.2.5), para este sistema son 

'0 0 2 m 0 

0 0 0 m 

2m 0 c —c 

0 m —c c 


a = 


r° mi 
Lm c J 


(c) 
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b = 



0 

k 


— 2m 0 0 0 

0 —m 0 0 

0 0 3k -k 

0 0 -k k 


(d) 


El problema de valor caracterfstico puede resolverse en forma numerica utilizando un algo- 
ritmo apropiado, por ejemplo, la funcion de Matlab eig(b, —a), que resulta en los valores 
caracteristicos 


X\ 



(-0.0501 


0.79550 


(e.l) 



(e.2) 


Observe que dos de los valores caracteristicos del sistema son un par conjugado complejo, 
mientras que otros dos tienen valores reales y negativos, con N > \k 2 \. 

A partir de los valores caracteristicos y Li, a> l y f, pueden determinarse utilizando la 
ecuacion (14.5.6): 


mi = |Xi| = 0.7971 



_ Re(A.!) 


0.0629 


(f) 


A1 sustituir los valores caracteristicos X 2 y X 3 en las ecuaciones (14.10.3) y (14.10.4), se 
obtiene 


a>2 


-^X 2 X 3 = 1.2546. 




k 2 + k 3 

2u> 2 


1.1556 


(g) 


A partir del valor caracterfstico en la ecuacion (e.l), la frecuencia correspondiente co w del 
sistema amortiguado se determina mediante la ecuacion (14.5.5): 


cow = Im(A.i) = 0.7955 


00 


Sin embargo, a> 2D debe determinarse a partir de la ecuacion (14.10.5): 


_ X 2 - X 3 
m 2 d --— 



(i) 


La solution del problema de valor caracterfstico (ecuacion b) proporciona tambien los 
vectores caracteristicos de 4 X 1, pero solo los componentes tercero y cuarto (vea la ecuacion 
A14.2.7) son relevantes y se muestran a continuation: 



0.7923 + 0.2787; 
1 



-0.1717 

1 



-0.4129 

1 


0 ) 


Observe que \[r l tiene valores complejos y que i fr 2 y ^3 tienen valores reales (figura E14.1 lb). 

Para verificar que los vectores caracteristicos i/q y t/c 2 son ortogonales se calculan los 
terminos individuales en el lado izquierdo de las ecuaciones (14.6.1) y (14.6.2): 


V’fm V> 2 


V’fkV’ 2 


V’f cV’2 


| 0.7923 +0.2787; j 7 |“ 2m 
| 0.7923 +0.2787; 3 k 

| 0.7923 +0.2787; j r |- c 



-0.1717 j 
| -0.1717 j 
| -0.1717 j 


m (0.7279 - 0.0957;) 

= k (-0.0287 - 0.4222;') 

= sfhn (0.4868 -0.6531;') 
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A1 sustituir estos terminos individuales en el lado izquierdo de las ecuaciones (14.6.1) y 
(14.6.2), se obtiene 

(Aj + X 2 ) ij}\mip 2 + V’f ct />2 = Vkm (-0.7733 + 0.79551) (0.7279 - 0.09571) 

+-Jk^i (0.4868 - 0.65311) = 0 

— mip2 = k (“0.0287 — 0.42221) 

- k( 0.0362 - 0.57531) (0.7279 - 0.09571) = 0 


Lo anterior verifica que los vectores caracterfsticos y ifr 2 calculados para el sistema son 
ortogonales; mediante calculos similares es posible mostrar que otros pares de vectores carac¬ 
terfsticos tambien son ortogonales. 

Ademas, se reescriben las ecuaciones (h) e (i) para facilitar una observacion interesante: 


(oi D = 0.9743 



o) 2D = 0.8900. 



(k) 


Si el segundo entrepiso fuera rfgido, el sistema de la figura El4.11a se reducirfa a un sistema 
de 1GDL con la frecuencia de vibracion natural = «J2k/3m. Tenga en cuenta que las frecuen- 
cias del sistema amortiguado (ecuacion k) estan cerca de esta frecuencia de referenda debido 
a que la fraccion de amortiguamiento es tan grande que el amortiguador proporciona una gran 
resistencia a la deformacion en el segundo nivel. 


Ejemplo 14.12 

Determine la respuesta a la vibracion libre del marco de cortante de dos niveles de la figura 
E14.11a con c = 2 *Jkm, debida a los desplazamientos iniciales u(0) = (— j 2) T . 

Solucion Los vectores del desplazamiento y la velocidad iniciales son 

u(0) = { 1 } “(°) = j o ) 


Si se sustituyen en la ecuacion (14.7.3), junto con los valores de m, c, X n y ijr n determinados en 
el ejemplo 14.11, resulta 


X\ijjJ mu(0) + xpl cu(0) + V’T mu(0) 

Sj = —^-- l - - ——2 -- = -0.2747 - 0.2440/ 

2Ait/)j m-t/q + et/q 


(b.l) 


^V^nurfO) + V^cu(0) + r/’JmiKO) 

B 2 — --- j, - Tf. - = 3.5317 

2 X 2^2 mi/>2 + V»2 C V>2 

k 3 t/jJmu( 0 ) + ^ r cu(0) + r/>Jmu(0) 

B 3 = ^- = -0.9824 

27.3 t/jg ltl-03 + l/jj Ct/>3 


(b.2) 


(b.3) 


Si se usan la B u de la ecuacion (b) y la del ejemplo 14.11, y y 1 se determinan a partir de 
la ecuacion (14.7.5), y /Ji y Yi de las ecuaciones (14.10.8) y (14.10.9) de la siguiente manera: 


A-****,-1^1 

*--<“■*>-|=S) 

(c.l) 


72 = B 2 -i!>2 - B 3 ip 3 = | 4^2 J 

(c. 2 ) 
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La respuesta a la vibracion libre esta dada por 

u(f) = UiO) + u 2 (0 (d) 

donde ufir) se determina al sustituir y y l de la ecuacion (c.l) en el termino n = 1 del lado 
derecho de la ecuacion (14.7.5): 


, x —o 0629o)ir 1" f -0.2992 I | -0.5397 1 

Ul(?)=e ' Ll —0.5493 J cosa>1D? — { —0.4880 J 


sen CL)\])t 


(e) 


y u 2 (t) se determina mediante la sustitucion de /3 2 y y 2 de la ecuacion (c.2) en la ecuacion 
(14.10.7): 


»>« - | - j - ‘;“ 2 ») senh^,] 


Si se sustituyen las ecuaciones (e) y (f) en la ecuacion (d), resulta la respuesta total u(0- 


14.10.2 Respuesta al impulso unitario 


Recuerde que la aceleracion del terreno de impulso unitario ii g (t) = S(t) imparte al sistema 
las velocidades iniciales u(0)= — l pero no hay desplazamientos iniciales, es decir, u(0) = 0 
(seccion 14.3). Para estas condiciones iniciales, las constantes R" H estan dadas por la ecua¬ 
cion (14.8.1), y la ecuacion (14.10.7) puede expresarse en una forma analoga al termino del 
n-esiruo modo en la ecuacion (14.8.3): 

u„(i) = coshc<W ~ 7,? senhm„ D r] (14.10.10) 

donde 

/ 3* = B*i/, r + B*il> n (14.10.11) 

7* = Bf'i/ir - B%i/>„ (14.10.12) 


De la misma forma que en la seccion 14.8, es preferible expresar la ecuacion (14.10.10) 
en terminos de la funcion de respuesta al impulso unitario h n (t) para la deformacion de un 
sistema sobreamortiguado de 1GDL con la frecuencia natural no amortiguada a>„ debnida 
por la ecuacion (14.10.3), y la fraccion de amortiguamiento por la ecuacion (14.10.4), 
respectivamente (vea el apendice A14.6): 

h„(t) = -senhcu nD t (14.10.13) 

U>nD 

y su primera derivada 


M0 = -e Kn01nt cosh 0 J„ D - S n co n h n (t) 


(14.10.14) 


que puede escribirse como 

— e Sncont CO sb o) nD = h„(t ) + t; n co n h n (t ) (14.10.15) 


Ahora, las funciones hiperbolicas que multiplican a los vectores ftl y yl en la ecuacion 
(14.10.10) se sustituyen por las expresiones correspondientes obtenidas de las ecuaciones 
(14.10.13) y (14.10.15), en terminos de h n (t) y h n (t) con el fin obtener el vector de respuesta 
al impulso unitario para los desplazamientos u„(f): 

M0 = -[a g n co n h n (t) + /3®M0] 


(14.10.16) 
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donde 

* g n = KnPi ~ yjtf ~ 1 In (14.10.17) 

Los vectores ftf, y yf, estan dados por las ecuaciones (14.10.11) y (14.10.12), en las que las 
Bf, estan definidas por la ecuacion (14.8.1). Observe que la forma de la ecuacion (14.10.16) 
es identica a la ecuacion (14.8.7), pero la ecuacion (14.10.17) es una version modificada de 
la ecuacion (14.8.8). 


Ejemplo 14.13 

Determine la respuesta del marco de cortante de dos niveles de la figura El4.11a con c = 2 ~Jkm, 
debida a la aceleracion del terreno de impulso unitario, u g (t) = 8(t). 

Solucion Las Bf t se determinan al sustituir m,cyf„a partir del ejemplo 14.11 en la ecuacion 
(14.8.1): 


—ipj nu 

= (0.2232 +0.73111) 

(a. 1) 

mij>i +ip\Cipi 


m 

= —0.5408y — 

(a.2) 

2 A. 2 i/>Jmi /!2 + ipl cip 2 

—ip^mL 

/ m 

= 0.0945y — 

(a.3) 

m -03 + c.tpT, 


Si se usan la Bf, en la ecuacion (a) y la \// n en la ecuacion (i) del ejemplo 14.10, /if y yf se de¬ 
terminan a partir de la ecuacion (14.8.2), y /If y yf de las ecuaciones (14.10.11) y (14.10.12) 
de la siguiente manera: 


/3f = Re(25fV>i) = { o 4463 7? = ) 

7 f = B ^ 2 - B &3 = { _ q 5353 l/f (b.2) 


$ = B*i/>2+B 


: , _ I 0.0539 1 
{ -0.4463 | 


La respuesta del sistema esta dada por 

up) = Uip) + u 2 (0 


(c) 


donde u^t) se determina mediante la sustitucion de /If y yf a partir de la ecuacion (b.l) en el 
termino n = 1 del lado derecho de la ecuacion (14.8.3): 


uip) = e 




r r f —0.0539 1 1 1.2828 ) 

[1 0.4463 | COSW1 ^- | 1.4621 | 


sen &>]£)/ 


(d) 


y u 2 p) se determina mediante la sustitucion de /If y yf a partir de la ecuacion (b.2) en la ecua¬ 
cion (14.10.10): 


u 2 p) = e 


— Q>21 


rr 0.0539 ) u 
Lt -0.4463 ) cosh ®^- 


-0.1319 

0.6353 


| senha>2 D fJ J-j- 


(e) 


Al sustituir las ecuaciones (d) y (e) en la ecuacion (c), se obtiene la respuesta total up). Los 
terminos individuales (ecuaciones d y e) y la respuesta total se grafican en la figura E14.13; 
tenga en cuenta que u 2 p) se grafica en una escala diferente de la de u^f). 








Uiy/k/m Uln^fh] 
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Figura E14.13 Desplazamientos de nivel de un sistema con amortiguamiento no clasico, debidos 
a la aceleracion del ten'eno de impulso unitario: contribuciones modales u ln (t) y u 2 „(t), y respuestas 
totales y u 2 (t). 


La respuesta tambien puede expresarse en terminos de las funciones de respuesta al im¬ 
pulso unitario h n (t). Para este proposito, las ecuaciones (14.8.8) y (14.10.17) dan 



La respuesta del sistema puede determinarse a partir de 


u(0 = u Kr) + u 2 (t) 


(g) 


El primer termino U|(f) se determina al sustituir otf de la ecuacion (f.l) y /If de la ecuacion (b.l) 
en el termino n = 1 del lado derecho de la ecuacion (14.8.7): 


ui 



1.0231 

1.1407 



0.0539 

-0.4463 



00 


donde h x {f) y h\(t) estan dadas por las ecuaciones (14.8.4) y (14.8.5), respectivamente. El se- 
gundo termino u 2 (f) en la ecuacion (g) se determina al sustituir a\ de la ecuacion (f.2) y /if de 
la ecuacion (b.2) en la ecuacion (14.10.16): 


, , f -0.17391, , N , f 

U2(f) = ! 1.1088 r (0 + 1 


-0.0539 

0.4463 



(i) 


donde h 2 (t) y hi(t) estan dadas por las ecuaciones (14.10.13) y (14.10.14), respectivamente. 
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Los vectores /I* y yf, satisfacen la ecuacion (14.8.9): 



La ecuacion (k) puede verificarse al sustituir co l y u> 2 a partir del ejemplo 14.11. 


14.10.3 Respuesta sismica 


Para un sistema sometido a una aceleracion arbitraria ii g {t) del terreno, la respuesta asociada 
a una combination lineal de dos vectores caracterfsticos con valores reales \j/ n y \j/ r , y los 
valores caracterfsticos con valores reales asociados A.,, y X n se sigue describiendo mediante 
el n-esimo termino de la sumatoria de la ecuacion (14.9.2). Lo anterior es evidente si h(t) 
en la ecuacion (14.9.1) se sustituye por h„(t), definida en la ecuacion (14.10.16). Dadas las 
ecuaciones (14.9.3) y (14.9.4), D n (t) y D n (t) representan las respuestas de deformacion y 
de velocidad relativa de un sistema sobreamortiguado de 1GDL con la frecuencia natural 
no amortiguada a> n , definida por la ecuacion (14.10.3), y la fraction de amortiguamiento 
de la ecuacion (14.10.4); por su parte, los vectores a® y /0® estan dados por las ecuaciones 
(14.10.17) y (14.10.11), respectivamente. Tenga en cuenta que las respuestas D n (t) y D n (t) 
del sistema de 1GDL suelen calcularse mediante uno de los metodos numericos presenta- 
dos en el capitulo 5 y no por medio de la evaluation de las integrales de convolution de las 
ecuaciones (14.9.3) y (14.9.4). 


Ejemplo 14.14 

Deduzca las ecuaciones para los desplazamientos de nivel del marco de cortante de la figura 
E14.1 la con c= 2 ~Jkm, sometido a la aceleracion del terreno U g (t). 


Solution Al sustituir las af t y [f; t determinadas en el ejemplo 14.13 en la ecuacion (14.9.2), se 
obtienen las ecuaciones para los desplazamientos de nivel: 


urf) = 



0.0539 

-0.4463 


m ■ 


-0.1739 

1.1088 


)d 2 o) + j 


-0.0539 

0.4463 


D 2 (0 


donde D n (t) y D n ( t ) representan las respuestas de deformacion y de velocidad relativa del n-esi- 
mo modo del sistema de 1GDL; vea las ecuaciones (14.9.3) y (14.9.4). Recuerde que en estas 
ecuaciones, h^t) y h\{t) estan dadas por la ecuacion (14.8.4) y (14.8.5), respectivamente, mien- 
tras que h 2 (t) y hi{t) estan dadas por la ecuacion (14.10.13) y (14.10.14), respectivamente. 


14.11 ANALISIS DEL ESPECTRO DE RESPUESTA 

En la parte B del capitulo 13 se presento el procedimiento del analisis del espectro de res¬ 
puesta para los sistemas con amortiguamiento clasico, a fin de estimar la respuesta maxima 
directamente del espectro de respuesta sismico (o de diseno). Los investigadores tambien 
han desarrollado procedimientos del analisis del espectro de respuesta para los sistemas 


Seccion 14.12 Resumen 
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con amortiguamiento no clasico. La razon para no incluirlos aquf es la siguiente: estos pro- 
cedimientos requieren dos espectros de respuesta: (1) el espectro de respuesta de pseudo- 
aceleracion (o pseudo-velocidad o deformacion), que fue necesario para los procedimientos 
de analisis del espectro de respuesta presentados en el capitulo 13, y (2) el espectro de 
respuesta de velocidad relativa. Como este ultimo no esta disponible o no se especifica 
como parte de los criterios de diseno estructural, con frecuencia se aproxima mediante el 
espectro de respuesta de pseudo-velocidad. Como se menciono en la seccion 6.12, esta 
aproximacion solo es valida en un intervalo limitado de periodos de vibration y fracciones 
de amortiguamiento. 

14.12 RESUMEN 

El analisis precedente de la respuesta sismica de un sistema de N grados de libertad con 
amortiguamiento no clasico y matrices de masa, rigidez y amortiguamiento conocidas m, 
k y c, a la aceleracion del terreno iijt) se resume a continuation como una secuencia de 
pasos: 

1. Calcule los valores caracterfsticos /,„ y los vectores caracteristicos \j/ n asociados al 
resolver el problema de valor caracteristico (ecuacion A 14.2.8). 

2. Determine las frecuencias naturales amortiguada y pseudo-amortiguada, co nD y a>„, asi 
como la fraction de amortiguamiento modal p n , a partir de las ecuaciones (14.5.5) y 
(14.5.6) para un par conjugado complejo de valores caracteristicos, X„ y t. n , o con base 
en las ecuaciones (14.10.3) a (14.10.5) para un par de valores caracteristicos con valor 
real, X n y X r . 

3. Determine las constantes con valores complejos B;i (ecuacion 14.8.1). 

4. Determine /J®, yf, y a® de la siguiente manera: para un par conjugado complejo de 
valores caracteristicos /.„ y calcule el producto de valor complejo 2 B\ijr n , despues 
determine /3® y y® a partir de la ecuacion (14.8.2) y a® de la ecuacion (14.8.8). Para un 
par de valores caracteristicos reales X n y X n calcule f3f„ y® ya*a partir de las ecuacio¬ 
nes (14.10.11), (14.10.12) y (14.10.17), respectivamente. 

5. Calcule la respuesta de deformacion D„{t) y la respuesta de velocidad relativa D„(t) 
del n-esimo modo del sistema de 1GDL con las co„ y determinadas en el paso 2, a la 
aceleracion prescrita del terreno iijt) por medio de uno de los metodos numericos en 
el tiempo paso a paso (capitulo 5). 

6. Calcule los desplazamientos u(f) a partir de la ecuacion (14.9.2), utilizando las af y 
apropiadas para cada termino de la sumatoria; vea el paso 4. 

El analisis de los sistemas con amortiguamiento no clasico difiere del de los sistemas 
con amortiguamiento clasico (seccion 13.2.4) en dos formas principales: 

1. El problema de valor caracteristico que debe resolverse (ecuacion A14.2.8) ahora es 
de orden 2N. 

2. Ademas de la deformacion D„(f) del n-esimo modo del sistema de 1GDL, ahora se 
requiere su velocidad relativa D n (t). Sin embargo, en una evaluation numerica por 
pasos de la respuesta de un sistema de 1GDL (capitulo 5), por lo general D„(t) se 
calcula durante el proceso de obtencion de D n (t). 
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APENDICE 14: DEDUCCIONES 


A14.1 Constantes de valor complejo: vibracion libre de los sistemas 
con amortiguamiento clasico 


Los desplazamientos dados por la ecuacion (14.2.3) se repiten aqui por conveniencia: 


N 


N 


u(r) = Y ( B r4> r e Kt + B r cj) r e Kt \ = 2^^ Re(B, <fi r e > ' rt ) 

r= 1 r=l 

Estos desplazamientos pueden diferenciarse para obtener la respuesta de velocidad: 


N 

ti(r) = (x, B, <fi, e Xrt + X, B, 4> r e Xrt ^J 

r = 1 


Si se establece t = 0 en las ecuaciones (A14.1.1) y (A14.1.2), resulta 
N N 

u(0) = Y { B > + B ' )<!>, U(0) = Y ('■' R > + l rBr)<t>r 


(A14.1.1) 


(A14.1.2) 


(A14.1.3) 


r = 1 


r = 1 


Con los desplazamientos iniciales u(0) y las velocidades iniciales u(0) conocidos, cada una de estas 
dos ecuaciones representa N ecuaciones algebraicas en las 2/V incognitas Re(S,.) e Im(S r ). Si se multi- 
plican antes ambos lados de las ecuaciones (A14.1.3a) y (A14.1.3b) por flm y se utiliza la propiedad 
de ortogonalidad de los modos (ecuacion 10.4.1), se obtiene 


0[mu(O) = («„ + B n )(t>Zm(t) n 
que puede escribirse como 

B n + B n = q n ( 0) 


^mii(O) = (k n B„ + X n B n )4>' n m4> n (A14.1.4) 


X n B n +X n B n = q n ( 0) (A14.1.5) 


donde se ha utilizado la ecuacion (10.8.5), que define el desplazamiento inicial q n ( 0) y la velocidad 
inicial q n ( 0) de la coordenada modal q n it). Las dos ecuaciones (A14.1.5) se resuelven para determi- 
nar las partes real e imaginaria de B n : 


Re(£„) 


q,i (0) 

2 


Im(S„) 


qn(fX) + t; n a> n q n (0) 

2a>„D 


las cuales conducen a la ecuacion (14.2.4) para la constante B„ de valor complejo. 


(A14.1.6) 
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A14.2 Ecuaciones de movimiento de primer orden 
y el problema de valor caracteristico 


La ecuacion (14.1) se escribe en forma aumentada: 

mu — mu = 0 (A14.2.1) 


mu + cu + ku = —m Lu g (t) (A14.2.2) 

Los dos conjuntos anteriores de ecuaciones pueden combinarse para obtener una formulation estado- 
espacio de las ecuaciones de movimiento: 

au + bu = e(f) (A14.2.3) 

en la que u y e(f) son vectores de 2 N elementos definidos como 


u = 




° 1 

— m LUg(t) J 


(A14.2.4) 


y a y b son matrices cuadradas de orden 2 N dadas por 


■ 0 

ml 

b = 

—m 

,°1 

_ m 

c J 


0 

kj 


(A14.2.5) 


Por lo tanto, el sistema de A ecuaciones diferenciales de segundo orden (ecuacion 14.1), se redujo a 
un sistema de 2N ecuaciones diferenciales de primer orden (A14.2.3). 

La solution de la forma homogenea de la ecuacion (A14.2.3) tiene la forma 

u(r) = ne u (A14.2.6) 


donde X es un valor caracteristico y k es el vector caracteristico asociado de 2 N elementos. Los N 
elementos inferiores de k representan los desplazamientos modales i/r deseados y los N elementos 
superiores representan las correspondientes velocidades modales X\/r, es decir, 


n = 



(A14.2.7) 


Si se sustituye la ecuacion (A14.2.6) en la forma homogenea de la ecuacion (A14.2.3), es decir, la 
ecuacion que controla la vibration libre de los sistemas con amortiguamiento no clasico, conduce al 
problema de valor caracteristico: 

X&k + bw = 0 (A14.2.8) 


Las 2 N ralces de X tienen valores reales y negativos o bien se presentan en pares conjugados 
complejos con partes reales negativas (o iguales a cero); este ultimo hecho puede demostrarse de la 
siguiente manera: si X„ y /c„ son un par de valor caracterfstico-vector caracteristico, estos satisfacen 

(X„a + b)K n = 0 (A14.2.9) 

Si se toma el conjugado de ambos lados y se tiene en cuenta que a y b tienen valores reales, es decir, 
a = a y b = b, resulta 

(X,,a + b)K„=0 (A14.2.10) 

lo que implica que X„ y k„ tambien satisfacen la ecuacion (A14.2.8) y, por lo tanto, representan un 
par valor caracteristico-vector caracteristico. 


tEn matematicas, flsica, ingenieria electrica y teorfa del control existen otras versiones populares del 
analisis estado-espacio que son matematicamente equivalentes a la que aqui se presenta. 
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A14.3 Ortogonalidad de los modos 

Dado que a y b en la ecuacion (A14.2.3) son matrices simetricas de valor real, los vectores carac- 
terfsticos K n y /c r correspondientes a cualquier par de valores caracterfsticos distintos X n y X r pueden 
mostrarse para satisfacer las relaciones de ortogonalidad 

nf,aK r = 0 nfjbK, = 0 (A14.3.1) 

Estas relaciones tambien son validas para un par conjugado complejo K n y k n puesto que los valores 
caracterfsticos asociados X n y X n son diferentes. Si se sustituyen las ecuaciones (A14.2.5) y (A14.2.7) 
en la ecuacion (A14.3.1), se llega a las relaciones de ortogonalidad expresadas por las ecuaciones 
(14.6.1) y (14.6.2). 

Caso especial. Para un sistema con amortiguamiento clasico xjj n = ip n = <p n , co n = co°, 

Xn = -Kn< + iofj 1 - K 2 (A14.3.2) 

y el problema de valor caracterfstico es 

k<£„ = (o/rfmcPn (A14.3.3) 

A1 especificar la ecuacion (14.5.3) para el n-esimo par de valor caracterfstico y vector caracterfstico, 
y al sustituir i (r n por 0„, se obtiene 

Xlm <j) n + X n c ((> n + k 4> n = 0 (A14.3.4) 

Si se sustituye la ecuacion (A14.3.3) para el ultimo termino del lado izquierdo de la ecuacion (A14.3.4), 
se combina con el primer termino y se hace uso de la ecuacion (A14.3.2), se obtiene la relation 

c 4> r = 2t; r a>"m4> r (A14.3.5) 

donde el subfndice n se ha sustituido por r. Al multiplicar antes ambos lados de la ecuacion (A14.3.5) 
por y al reconocer que i/c , — 4>m resulta 

V’Jct/’r = 4>n c 4>r = 2f r £o ) °<^m</> r (A14.3.6) 

Si se hace uso de la ecuacion (A14.3.6), la primera condition de ortogonalidad dada por la ecuacion 
(14.6.1) se reduce a 

4>lm(p r =0 (A14.3.7) 

Ademas, la sustitucion de la ecuacion (A14.3.7) en la ecuacion (14.6.2) conduce a la segunda condi¬ 
tion de ortogonalidad: 

4>f t k(f> r = 0 (A14.3.8) 

Las ecuaciones (A14.3.7) y (A14.3.8) son las relaciones de ortogonalidad conocidas para los sistemas 
con amortiguamiento clasico que se presentaron en la section 10.4. 


A14.4 Constantes de valor complejo: vibracion libre de los sistemas 
con amortiguamiento no clasico 

El vector u puede expandirse en terminos de los 2 N vectores caracterfsticos 

IN 

u(r) = ^K„^„(r) = Kq(t) (A14.4.1)f 

n = 1 

tA Aparece en q n y q para distinguirlas de las coordenadas modales para sistemas con amortiguamiento 
clasico, que se introdujeron en la section 10.7. 
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donde k = [k\ k 2 los q n son multiplicadores escalares y q =< q\ qi ■ ■ ■ q2N >T ■ 

Los q n deben determinarse para las condiciones iniciales prescritas. La sustitucion de la ecuacion 
(A14.4.1) en la forma homogenea de la ecuacion (A14.2.3) da 

a«:q + bttq = 0 

A1 multiplicar antes cada termino por k t , se obtiene 

(K T aK)q + (n T bn)q = 0 

Debido a las relaciones de ortogonalidad de la ecuacion (14.3.1), las dos matrices de coeficientes son 
matrices diagonales, lo que resulta en un conjunto de 2N ecuaciones desacopladas que controlan a 
q n (t): 

n.nqn A B nn q n — 0 (A14.4.2) 

donde 

A nn = K^a/c„ B nn = n' n bK n (A14.4.3) 

A1 multiplicar antes la ecuacion (A14.2.9) por k t „ da B nn = —k„A„ n , que se sustituye en la ecuacion 
(A14.4.2) para obtener 

q„ ~ Kq n = 0 (A14.4.4) 

que es la ecuacion que controla a q n ( t ) asociada con el vector caracterfstico k„ (y el valor caracte- 
rfstico /,„). Existe una ecuacion acompanante para el vector caracterfstico conjugado complejo k n . 
Puede demostrarse que 

A nn = klak n B nn = k^bk,, (A14.4.5) 

y B nn = —k n A, m . A partir de estas relaciones es posible demostrar que la ecuacion acompanante es 

q„ ~ >-nq„ = 0 (A14.4.6) 

Las soluciones generales de las ecuaciones (A14.4.4) y (A14.4.6) son 

q n (t) = B n e'" 1 q n {t) = B n e Kt (A14.4.7) 

respectivamente, donde las constantes B n y B n deben determinarse a partir de los desplazamientos y 
las velocidades iniciales prescritos que dan comienzo a la vibration libre. Por lo tanto, la respuesta 
asociada con el par de vectores caracterfsticos /c„ y k n esta dada por los dos terminos correspondientes 
en la sumatoria de la ecuacion (A14.4.1): 

u„(0 = B n K„e Kl + B n k n e Kt (A14.4.8) 


donde las N ecuaciones inferiores son iguales a la ecuacion (14.7.1), lo cual se hace evidente despues 
de sustituir las ecuaciones (A14.2.4a) y (A14.2.7). A1 combinar estas contribuciones a la respuesta 
para los N pares de vectores caracterfsticos, se obtiene la solution completa de la forma homogenea 
de la ecuacion (A14.2.3): 


u(?) 


N N 

B r K, r e k ’ 1 + y ^ B,-k r e^ rt 

r—\ r—1 



(A14.4.9) 


Las constantes de valor complejo B n deben determinarse a partir de las condiciones iniciales 


u(0) 



(A14.4.10) 
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donde u(0) y u(0) son los vectores de desplazamiento y velocidad iniciales, respectivamente. Si se 
especifica la ecuacion (A14.4.9) para t = 0, resulta 

N N 


u(0) = B r n r + ' S ^ B,K r 


r =1 r =1 

A1 multiplicar antes ambos lados de la ecuacion (A14.4.11) por a, se obtiene 

N N 

AtJau(O) = 8,^1 an, + B r K^ak r 

r =1 r —1 


(A14.4.11) 


(A14.4.12) 


Debido a la condicion de ortogonalidad de la ecuacion (A14.3.1a), todos los terminos de ambas su- 
matorias desaparecen excepto el termino r = n en la primera suma; por lo tanto, 

M^au(0) = (K,faK„)S„ 


Los productos de matriciales de ambos lados de esta ecuacion son escalares. Por lo tanto, 

K^au(0) 


Bn — 


kT, an,. 


(A14.4.13) 


que, mediante la sustitucion de las ecuaciones (A14.2.5), (A14.2.7) y (A14.4.10), se reduce a la 
ecuacion (14.7.4). 


Caso especial: sistemas con amortiguamiento clasico. Para los sistemas con amor¬ 
tiguamiento clasico, = (p n , u> n = u>° n , X n esta dada por la ecuacion (A14.3.2), la ecuacion (A14.3.5) 
se multiplica antes por 4> T r y el submdice r se sustituye por n para obtener 

4>J t c4> n = 2^ n co°4>lm4> n (A14.4.14) 

y la siguiente version generalizada de la ecuacion (A14.3.6) es valida: 

4>f, cu(0) = 2?„ w° n ^)Jmu(O) (A14.4.15) 

A1 hacer uso de estos resultados y de las ecuaciones (A14.3.2) y (A14.3.6), la ecuacion (14.7.4) se 
reduce a la ecuacion (14.2.4). 


A14.5 Deduccion de la ecuacion (14.8.9) 


Si se diferencia la ecuacion (14.8.3), resulta el vector de velocidad u(f) que se especifica para t = 0 
con el fin de obtener 


N 

u(°) = ^2 ~ Mn + ^ 1 _ 7 « 

71 = 1 


(A14.5.1) 


A1 expresar el segundo termino del lado derecho en terminos de af t y utilizando la ecuacion 
(14.8.8), se obtiene 


N 

u(0) = J 2 0J n [a„ - 2f„/3f] (A14.5.2) 

72 = 1 

Si se impone la condicion inicial u(0) = -ten esta ecuacion, se llega a la ecuacion (14.8.9b). 
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A14.6 Sistema de 1GDL sobreamortiguado 


La ecuacion caracterfstica de la deduccion 2.2 (capftulo 2) se reescribe para la fraction de amorti- 
guamiento £ > 1 como 


7-1,2 — 

(A14.6.1) 

donde 


K 2 — 1 

(A14.6.2) 

La solution de la ecuacion (2.2.1b) es 


u(t) = a\e + a 2 e^ 2t 

(A14.6.3) 

que despues de sustituir la ecuacion (A14.6.1) se convierte en 


u(t) = + a 2 e ~ WDt ) 

(A14.6.4) 


Las constantes de integration a l y a 2 se determinan al imponer el requisito de que u{t ) debe satisfacer 
el desplazamiento inicial dado y que la velocidad inicial en t = 0. 

Una aceleracion del terreno de impulso unitario ii g (t) = S(t ) aplicada en el momento t = 0 
imparte al sistema la velocidad inicial m( 0) = — 1 y el desplazamiento inicial m( 0) = 0. Para estas 
condiciones iniciales, las constantes son 

1 1 

«l = - a 2 = - (A14.6.5) 

2o>d 2o) i) 

Al sustituir la ecuacion (A14.6.5) en la ecuacion (A14.6.4), se llega a la respuesta a la vibration libre 
resultante: 

u{t) = -— e~ (a) "‘(e (0Dt - e~ WD ') (A14.6.6) 

2 cod v 

Las funciones exponenciales dentro de los parentesis estan relacionadas con funciones hiperbolicas 
de la siguiente manera: 

e m D t _ CO sh(u D t + senhwot e~ a>Dt = coshw^t — senhw^f (A14.6.7) 
Si se sustituyen estas relaciones en la ecuacion (A14.6.6), resulta 

h(t) = - e~ t,Wnt senh u>ot (A14.6.8) 

u>D 

donde h(t) indica la respuesta al impulso unitario de un sistema de 1GDL sobreamortiguado. 

Si se interpreta la w„ segun lo indica la ecuacion (14.10.3) y se cambia la notation de u> D a a> nD 
(ecuacion 14.10.2), y de f a (ecuacion 14.10.4), la ecuacion (A14.6.8) puede reescribirse como la 
ecuacion (14.10.13). 

A14.7 Deduccion de la ecuacion (14.10.7) 

Al sustituir la ecuacion (14.10.1) en la ecuacion (14.10.6) se llega a 

u n (t) = e~ U(a ’‘‘(B n il> n e co " Dt + (A14.7.1) 

Las funciones exponenciales dentro de los parentesis estan relacionadas con funciones hiperbolicas 
de la siguiente manera: 

e m nD t _ cos i \o nD t + senho)„of e ~^nDt _ co sho) nD t — senh co n Dt (A14.7.2) 
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Si se sustituyen estas relaciones en la ecuacion (A14.7.1) y se unen los terminos que contengan cosh 
w nD t y aquellos en los que aparece senh w nD t, resulta 

u n (t) = e~^ a ’ nt [iB r 'ip r + B n ip„) cosha > nD t ~ (B r ip r - B n ij) n ) senhw, i£ >f] (A14.7.3) 

Con y Yn definidos por las ecuaciones (14.10.8) y (14.10.9), la ecuacion (A14.7.3) es equivalente 
a la ecuacion (14.10.7). 


PROBLEMAS 

14.1 Determine las frecuencias naturales, los rnodos naturales y las fracciones de amortiguamiento 
modal para el marco de cortante de dos niveles con amortiguamiento de la figura P9.5. La ma- 
triz de amortiguamiento de Rayleigh proporciona una fraction de amortiguamiento del 5% en 
ambos modos. Utilice la teorfa de los sistemas con amortiguamiento no clasico, desarrollada 
en la section 14.5, con el fin de resolver este problema para un sistema con amortiguamiento 
clasico. Verifique que los vectores caracterfsticos son ortogonales. Verifique que los resultados 
coincidan con la solution del problema 10.6 mediante el analisis modal clasico. 

14.2 Determine las frecuencias naturales, los modos naturales y las fracciones de amortiguamiento 
modal para el marco de cortante de dos niveles de la figura P9.5, el cual tiene un amortiguador 
solo en el primer entrepiso con una fraction de amortiguamiento Ci = OAs/km, donde k = 
24 El/h? es la rigidez del nivel; exprese las frecuencias en terminos de m y k. Demuestre que 
los modos naturales satisfacen las propiedades de ortogonalidad. 

14.3 Determine la respuesta a la vibration fibre del marco de cortante de dos niveles del problema 

14.1, un sistema con amortiguamiento clasico, debida a los desplazamientos iniciales de la fi¬ 
gura P10.8a. Para resolver este problema utilice la teorfa de los sistemas con amortiguamiento 
no clasico desarrollada en la section 14.7. Verifique que los resultados coincidan con la solu¬ 
tion del problema 10.9 mediante el analisis modal clasico. 

14.4 Determine la respuesta a la vibration fibre del marco de cortante de dos niveles del problema 

14.2, debida a los desplazamientos iniciales de la figura P10.8a. 

14.5 Determine la respuesta del marco de cortante de dos niveles del sistema del problema 14.1, un 
sistema con amortiguamiento clasico, debida a la aceleracion del terreno de impulso unitario, 
ii g (t ) = S(t). Para resolver este problema utilice la teorfa de los sistemas con amortiguamiento 
no clasico desarrollada en la section 14.8. Compare el resultado con la solution dada por las 
ecuaciones (14.3.6) y (14.3.7) para los sistemas con amortiguamiento clasico. 

14.6 Determine la respuesta a la vibration fibre del marco de cortante de dos niveles del problema 
14.2 debida a la aceleracion del terreno de impulso unitario, ii g (f) = S(t). Verifique la satisfac¬ 
tion de la ecuacion (14.8.9). 

14.7 Para el marco de cortante de dos niveles del problema 14.1, un sistema con amortiguamiento 
clasico, excitado por el movimiento horizontal del terreno u s {t), determine la respuesta de des- 
plazamiento de los niveles en terminos de D n (t). Para resolver este problema utilice la teorfa 
de los sistemas con amortiguamiento no clasico desarrollada en la section 14.9. Compare el 
resultado con el que se determino en el problema 13.1. 

14.8 Para el marco de cortante de dos niveles del problema 14.2, excitado por el movimiento hori¬ 
zontal del terreno ti g (t), determine la respuesta de desplazamiento de los niveles en terminos de 
D„(t) y D n (t). 

14.9 Determine las frecuencias naturales, los modos naturales y las fracciones de amortiguamiento 
modal para el marco de dos niveles de la figura P9.5, con amortiguadores c\ = 0.6 \fkm en el 
primer entrepiso y C 2 = 1.2 ~Jkm en el segundo entrepiso, donde k = 24£7//i 3 es la rigidez de 
entrepiso; exprese las frecuencias en terminos de m y k. Demuestre que los modos naturales 
satisfacen las propiedades de ortogonalidad. 
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14.10 Determine la respuesta a la vibracion libre del marco de cortante de dos niveles del problema 
14.9 debida a los desplazamientos iniciales de la figura P10.8a. 

14.11 Determine la respuesta a la vibracion libre del marco de cortante de dos niveles del problema 
14.9 debida a la aceleracion del terreno de impulso unitario, ii g (t) = 8(f). Verifique la satisfac- 
cion de la ecuacion (14.8.9). 

14.12 Para el marco de cortante de dos niveles del problema 14.9, excitado por el movimiento hori¬ 
zontal del terreno ii g (t), determine la respuesta de desplazamiento de los niveles en terminos de 
D„(t) y D n (t). 

14.13 Considere un edificio de un solo nivel con una masa m, rigidez lateral k y coeficiente de amorti- 
guamiento c (figura 20.2. la). En una base fija este sistema de 1GDL tiene la frecuencia natural 
u>f, el periodo natural 7} = 0.4 s y la fraccion de amortiguamiento fy = 2%; se eligio el subin- 
dice/en lugar de n para enfatizar que estas son las propiedades de la estructura sobre una base 
fija. Como se muestra en la figura 20.1.1b, este edificio de un nivel esta montado sobre una losa 
de base con masa m h = 2m/3, que a su vez se apoya en un sistema de aislamiento de la base 
con una rigidez lateral k b y un amortiguamiento viscoso lineal c b . El sistema de aislamiento se 
caracteriza por dos parametros: 



que estan dados: T b = 2.0 s, t^ b = 10%. 

Determine la respuesta de este sistema con amortiguamiento no clasico al movimiento del 

terreno de El Centro mediante tres metodos: 

1. La resolucion de las ecuaciones acopladas de movimiento. 

2. El uso de la teorfa desarrollada en las secciones 14.5 a 14.9. Compruebe que estos resulta- 
dos coincidan con los del metodo 1. 

3. El analisis modal del sistema, aproximandolo como clasico amortiguado al despreciar los 
terminos fuera de la diagonal en C, la matriz de amortiguamiento en las coordenadas moda- 
les (vea la ecuacion 10.9.5). 
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Metodo en el dominio de 
la frecuencia para el analisis 
de respuesta 


AVANCE 

En este apendice se presenta el metodo en el dominio de la frecuencia para el analisis de 
la respuesta de los sistemas lineales a excitaciones que varfan con el tiempo de manera ar- 
bitraria (una alternativa al metodo del dominio en el tiempo simbolizado por la integral de 
Duhamel, seccion 4.2). Se inicia con la definicion de la funcion compleja de la respuesta 
en frecuencia, que contiene las respuestas de estado estacionario a las fuerzas sinusoidales 
y cosenoidales deducidas en la seccion 3.2 mediante metodos clasicos. Esta funcion, junto 
con la forma compleja de la serie de Fourier, proporciona un enfoque alternative (respec- 
to a la seccion 3.13) para determinar la respuesta a una excitacion periodica. Cuando la 
excitacion no es periodica, esta representada por la integral de Fourier que involucra a 
la transformada de Fourier de la excitacion. El producto de esta transformada y la funcion 
compleja de la respuesta en frecuencia proporciona la transformada de Fourier directa de la 
respuesta; entonces, la transformada de Fourier inversa proporciona la respuesta como una 
funcion del tiempo. Lo anterior se conoce como el metodo en el dominio de la frecuencia 
para el analisis de la respuesta dinamica. 

Las transformadas de Fourier directa e inversa deben evaluarse en forma numerica 
para los problemas practicos relacionados con excitaciones que varfan con el tiempo de 
manera arbitraria. Este enfoque numerico conduce al metodo de la transformada discreta 
de Fourier (DFT por sus siglas en ingles), que es el tema tratado en el resto del apendice. 
Despues de definir las transformadas discretas de Fourier directa e inversa, se desarrolla un 
metodo general para la evaluacion numerica de la respuesta, un metodo que se convirtio en 
una realidad practica con la publication del algoritmo de Cooley-Tukey para la transforma¬ 
da rdpida de Fourier en 1965. Posteriormente, se analizan los errores en la solucion de la 
transformada discreta de Fourier (que representa la respuesta en estado estacionario a una 
extension periodica de la excitacion arbitraria) con el objetivo de comprender los requisitos 
para que la solucion sea precisa. Por ultimo, se desarrolla una solucion mejorada de la trans- 
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formada discreta de Fourier para determinar la respuesta “exacta” a partir de la respuesta de 
estado estacionario mediante la superposicion de una solucion correctiva. 


A.1 FUNCION COMPLEJA DE LA RESPUESTA EN FRECUENCIA 
A.1.1 Sistema de 1GDL con amortiguamiento viscoso 

Considere un sistema de 1GDL con amortiguamiento viscoso que se somete a la fuerza 
externa pit). La ecuacion de movimiento para el sistema es 


mu + cm + ku = p(t) 


(A. 1.1) 


La solucion particular de esta ecuacion diferencial para una fuerza armonica se presento 
en las ecuaciones (3.2.3), (3.2.4) y (3.2.26). Esta solucion, conocida como la respuesta de 
estado estacionario, se repite aquf por conveniencia. El desplazamiento (o deformacion) ii(t) 
debido a la fuerza externa pit) = p a sen cot es 


uit) = 


Po [1 - (<w/&>„) 2 ] sen cot — [2f (&>/&>„)] cos cot 

k [\-{co/oo n y] 2 + m{co/co n )f 

y el desplazamiento debido a pit) = p a cos cot es 

Po [1 - (cu/cu,,) 2 ] coscot + [It;{co /m n )] sen cot 

k [1 -{co/m n y-] 2 + [2t;{co/co n )? 

Ahora considere la fuerza externa: 

pit) = \e lwt o pit) = 1 (cos cut + i sen cot) 

donde i = V”l. La ecuacion (A. 1.4) es una representacion compacta de las fuerzas sinu 
-soidales y cosenoidales. La respuesta de estado estacionario del sistema sera el movimiento 
armonico en la frecuencia de excitacion, co, que puede expresarse como 

uit) = Huicoy 101 (A. 1.5) 

donde H u ico) aun debe determinarse. Para hacerlo, se diferencia la ecuacion (A. 1.5) con el 
fin de obtener 


(A. 1.2) 


(A. 1.3) 


(A. 1.4) 


uit) = icoH u ioo)e iwt Hit) = -co 2 H u ico)e imt 
y las ecuaciones (A. 1.5) y (A. 1.6) se sustituyen en la ecuacion (A.l.l): 

H u ico)e lo)t i~co 2 m + icoc + k) = e Icot 

A1 cancelar el termino e‘"‘‘ en ambos lados de esta ecuacion se obtiene 

1 


(A. 1.6) 


que puede expresarse como 


H u (eo) = - 


H u ico) = 


1 


—co 2 m + icoc + k 


k[ 1 — (<w/«„) 2 ] + i [2;icojcon )] 


(A. 1.7) 
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donde u>„ = \/k/m . y £ = c/2mco n . Recuerde del capitulo 2 que co n es la frecuencia natural 
de vibration y £ es la fraction de amortiguamiento del sistema. 

La ecuacion (A. 1.7) contiene las respuestas de estado estacionario a las dos fuerzas 
armonicas p(t ) = p 0 sen cot y pit) = p a cos cot. definidas por las ecuaciones (A. 1.2) y (A. 1.3). 
Para demostrar este hecho, la ecuacion (A. 1.7) se sustituye en la ecuacion (A. 1.5), que se 
maneja para entonces obtener (vea la deduction A.l) 

u(t) = u c (t) + iu s {t) (A. 1.8) 

donde 


u c (t) 


1 [l — (co/co n ) 2 ~\ coscot + [It; (&>/&>„)] sen cut 
k [ 1 -(« M ) 2 ] 2 + [ 2 C ( cuM )] 2 


(A.1.9) 


u s (t ) 


1 [l — (ftj/a<„) 2 ] sen cot — [2f (co/co n )] coscot 
k [l-{co/co n Y] 2 +m{co/a) n )f 


(A. 1.10) 


Observe que las ecuaciones (A.1.9) y (A. 1.10) son identicas a las ecuaciones (A. 1.3) y 
(A.1.2), respectivamente, especificadas para p a = 1. Esto implica que (1) la parte real de la 
ecuacion (A. 1.5) es la respuesta a p{t) = 1 cos cot, la parte real de la fuerza p(t) = le mt , y 
que (2) la parte imaginaria de la ecuacion (A. 1.5) es la respuesta a p(t) = 1 sen cot, la parte 
imaginaria de la fuerza p(t) = I e""'. Esto demuestra la afirmacion al initio de este parrafo. 

Observe que las ecuaciones (A. 1.5) y (A. 1.7) son una presentation mas compacta 
de la respuesta a la excitation armonica, en relation con las ecuaciones (A. 1.2) y (A. 1.3). 
Tambien note que la deduction de la ecuacion (A. 1.7) presentada con anterioridad es mas 
sencilla que la deduction de las ecuaciones (A. 1.2) y (A. 1.3), que se presento en la seccion 
3.2. Sin embargo, para deducir la funcion compleja de la respuesta en frecuencia se requiere 
algebra compleja, mientras que los metodos clasicos proporcionan las soluciones particula- 
res (ecuaciones A. 1.2 y A. 1.3) de la ecuacion diferencial (A. 1.1). 

La funcion H u (co) se conoce como la. funcion compleja de la respuesta en frecuencia. 
Describe la respuesta de estado estacionario del sistema a la fuerza definida por la ecuacion 
(A. 1.4a), una fuerza armonica de amplitud unitaria (es decir, p B = 1). H u {co) esta definida 
por la ecuacion (A. 1.7) y es una funcion con valores complejos de la frecuencia de excita¬ 
tion y de los parametros del sistema k, co n y f 

El valor absoluto de esta funcion con valores complejos es 

I H u {co)\ _ 1 

: / 7 == (A.i.ii) 

{ st)o VC 1 ~ + [2?(«M)] 2 

donde ( u st ) 0 = p 0 /k = l/k. La ecuacion (A. 1.11) es equivalente a la ecuacion (3.2.11) para 
la amplitud de la respuesta de estado estacionario del sistema a una excitation armonica, 
que se representa en la figura 3.2.6. Las partes real e imaginaria de Hfco), indicadas me- 
diante Re(-) e Im(-), respectivamente, se relacionan de la siguiente manera: 

-lm[H u (co)] _ 2t;{oo/co n ) 


Re[//„(«)] 1 ~{co/con) 1 


(A.l.12) 
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Esta ecuacion es equivalente a la ecuacion (3.2.12) para el angulo de fase o el retardo de 
fase de la respuesta, que se grafica en la figura 3.2.6. Por lo tanto, es evidente que la funcion 
compleja de la respuesta en frecuencia define la amplitud y el angulo de fase de la respuesta. 

El subindice u en //„(«), que se define mediante la ecuacion (A. 1.7), indica que esta 
funcion describe la deformation n; las funciones complejas de la respuesta en frecuencia 
pueden obtenerse de manera similar para otras cantidades de respuesta (velocidad u, acele- 
racion u. fuerza elastica restauradora/ s = ku, etcetera). Despues, el subindice u se descar- 
tara por conveniencia de la notation. 

Deduction A.l 

Si se sustituye la ecuacion (A.l.7) en la ecuacion (A.1.5), resulta 


1 

u(t) = 71 


1 


(a) 


k [l - (<y/<y«) 2 ] + i [ 2 f (co/co„)] 

A1 multiplicar el numerador y el denominador por [1 - (tu/cu,,) 2 ] - i[2f(ft)/<w„)], el conjugado 
complejo del denominador, y al utilizar la ecuacion (A. 1.4) se obtiene 


u(t) = - 


1 [l - («/«„) 2 ] - i [2f («/«„)] 

[l - («/&>„) 2 ] + [2 t;(a>/a>n)] 2 


(cos cot + i sen cot) 


(b) 


Si se multiplican las dos partes del numerador y se unen los terminos reales e imaginarios por 
separado, resultan las ecuaciones (A. 1.8) a (A. 1.10). 

A.1.2 Sistema de 1GDL con amortiguamiento independiente 
de la frecuencia 

La ecuacion que controla el movimiento armonico (en la frecuencia co) de un sistema de 
1GDL con amortiguamiento lineal independiente de la frecuencia, presentada en un princi- 
pio como la ecuacion (3.10.3), es 


rjk 

mu + —u + ku = pit) 
co 


(A.l.13) 


La respuesta de estado estacionario del sistema a la funcion de excitation armonica pit) = 
le' wt tambien esta dada por la ecuacion (A. 1.5). Al sustituir las ecuaciones (A. 1.5) y (A. 1. 6 a) 
en la ecuacion (A. 1.13) se llega a 

mu + k{\ + ir])u = p(t) (A. 1.14) 

El termino complejo k( I + irj)u representa la union de las fuerzas elasticas y de amortigua¬ 
miento; k( I + it]) se conoce con frecuencia como la rigidez compleja del sistema. 

Si se sustituyen las ecuaciones (A.1.5) y (A.1.6b) en la ecuacion (A.1.14), resulta 

H u ico)e ,wt [~co 2 m + kil + ir 7 )] = e ,wt 

Al cancelar el termino e ,a>t en ambos lados de esta ecuacion se obtiene 

H„(o» = 


—a> 2 m + ^(1 + irf) 


que puede expresarse como 


H u ico) = | 


k [1 - (&>/«, : ) 2 ] + it] 


(A. 1.15) 
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En el capitulo 3 se desarrollo un procedimiento para determinar la respuesta de estado es- 
tacionario de un sistema de 1GDL a una fuerza periodica. La excitacion se separo en sus 
componentes armonicos (seno y coseno) utilizando la serie de Fourier (seccion 3.12). A con¬ 
tinuation, la respuesta a cada componente de la fuerza se escribio adaptando las ecuaciones 
(A. 1.2) y (A. 1.3). Por ultimo, estas respuestas a los terminos individuales de la serie de Fou¬ 
rier se combinaron para determinar la respuesta de un sistema lineal a una excitacion periodica 
(seccion 3.13). La funcion compleja de la respuesta en frecuencia proporciona un enfoque 
alternative para determinar la respuesta a una excitacion periodica. Para definir este metodo 
primero se desarrollara una forma alternativa de la serie de Fourier. 

A.2.1 Serie compleja de Fourier 

Una excitacion p(t) que es periodica con periodo T 0 puede separarse en sus componentes 
armonicos utilizando la serie compleja de Fourier: 

oo 

pit) = Y, V°'“ of) (A.2.1) 

i=- 00 

donde el primer armonico o armonico fundamental en la excitacion tiene la frecuencia 

In 

a> 0 = — (A.2.2) 

ro 

y ojj = ja> 0 es la frecuencia circular del j-esimo armonico. Los coeficientes de Fourier P, 
pueden expresarse en terminos de pit) debido a que las funciones exponenciales son orto- 
gonales (vea la deduction A.2): 

1 r T ° 

Pj = - / P it)e- ,{jaot) dt y=0, ±1, ±2, ... (A.2.3) 

ro Jo 

El coeficiente de valor complejo Pj define la amplitud y la fase del /-esimo armonico. Obser¬ 
ve que la serie compleja de Fourier, ecuaciones (A.2.1) y (A.2.3), es compacta en compara- 
cion con la forma tradicional de la serie de Fourier, ecuaciones (3.12.1) a (3.12.5). Tambien 
note que la funcion de tiempo se indica con una letra minuscula, y que los coeficientes de 
Fourier de la funcion se indican con la misma letra en mayusculas. 

La ecuacion (A.2.3) indica que 

P-j = Pj (A.2.4) 

donde la barra superior indica el complejo conjugado, y 

Po = ^f°p(t)dt (A.2.5) 

^0 Jo 

En otras palabras, P 0 es el valor promedio de pit). 

A pesar de que la fuerza aplicada pit) tiene valores reales, cada termino del lado dere- 
cho de la ecuacion (A.2.1) es un producto de un coeficiente de valor complejo y una funcion 
exponencial de valor complejo. Sin embargo, puede demostrarse (1) que la suma de cada 
par de los terminos /-esimo y -y'-esimo tiene valores reales a causa de la ecuacion (A.2.4), 
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y (2) que el termino j = 0 se simplifica como P 0 , el cual tiene valor real (ecuacion A.2.5). 
Por lo tanto, la suma de todos los terminos adopta valores reales, como deberfa ser para una 
pit) de valores reales. 

De manera alternativa, las ecuaciones (A.2.1) y (A.2.3) pueden deducirse a partir de 
la forma convencional de la serie de Fourier, como lo representan las ecuaciones (3.12.1) 
a (3.12.5). Esto se consigue usando el teorema de De Moivre, que relaciona las funciones 
seno y coseno con las funciones exponenciales de exponente complejo: 

sen.r = — (e'* ~ e ~' x ) cosx = - (e‘ x + e~ ,x ) (A.2.6) 

donde x = jo\f. A1 sustituir la ecuacion (A.2.6) en el /-esimo termino de la serie del seno y 
el j-esimo termino de la serie del coseno en la ecuacion (3.12.1), la suma de los dos terminos 
puede expresarse como Estos son dos terminos de la serie de la 

ecuacion (A.2.1), lo que indica que es equivalente a la ecuacion (3.12.1). 

A.2.2 Respuesta de estado estacionario 

La respuesta de un sistema lineal a una fuerza periodica puede determinarse mediante la com¬ 
bination de las respuestas a los terminos de excitacion individuales en la serie de Fourier de 
la ecuacion (A.2.1). Para determinar estas respuestas individuales, recuerde que la respuesta 
a p{t) = I e mt esta dada por la ecuacion (A. 1.5), donde Hfco) se define mediante la ecuacion 
(A. 1.7). Por lo tanto, la respuesta lif t) del sistema a una fuerza aplicada igual al /-esimo ter¬ 
mino en la serie de —Fourier pj (?) = P j e ' <jm " l> — se obtiene al reemplazar co por jco 0 en las 
ecuaciones (A. 1.5) y (A. 1.7), y al multi pi icar la ecuacion (A. 1.5) por P p lo que conduce a 

ujit) = U je iUaot) (A.2.7) 

donde 

Uj = H (j(D 0 )Pj (A.2.8) 

Si se suman estas respuestas debidas a todos los terminos de excitacion de la ecuacion 
(A.2.1), resulta la respuesta total: 

oo 

u(t) = J2 mjoJo)Pje‘ UmQt) (A.2.9) 

j=- 00 

donde los coeficientes de Fourier Pj estan definidos por la ecuacion (A.2.3) y la funcion 
compleja de la respuesta en frecuencia por la ecuacion (A. 1.7) o (A. 1.15). Observe que la 
ecuacion (A.2.9) es una presentation mas compacta de la respuesta a la excitacion periodica 
en comparacion con la forma tradicional, ecuacion (3.13.6). 

El procedimiento simbolizado por la ecuacion (A.2.9) se conoce como el metodo en el 
dominio de la frecuencia para el analisis de la respuesta estructural a una excitacion periodi¬ 
ca; este se muestra de manera esquematica en la figura A.2.1. La excitacion pit) se transforma 
del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia, donde esta descrita por los coeficientes 
de Fourier Pj (ecuacion A.2.3). La respuesta al /-esimo armonico se define mediante la ecua¬ 
cion (A.2.8) en el dominio de la frecuencia. Al sumar las respuestas a todas las excitaciones 
armonicas se obtiene la respuesta nit) en el dominio del tiempo (ecuacion A.2.9). 
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Dominio Dominio de 

del tiempo la frecuencia 



Ecuacion (A.2.3) 

^ P. 


Ecuacion (A.2.9) 

n l 

J i (®) 





Ecuacion 

(A.2.8) 


Figura A.2.1 Solucion de la respuesta a una excitacion periodica mediante 
la transformation al dominio de la frecuencia. 


Deduction A.2 

Si se multiplican ambos lados de la ecuacion (A.2.1) por e ~'(' 1M o ! > y se integra sobre un perio- 
do, de 0 a T 0 , resulta 


L 


To 


p(t)e 


-i(na>ot) dt = 


00 „ T 

C 1 0 

Z'if ■ 

Jo 


e ~i(n(Oot) g i (jcoot) df 


Para evaluar P ; se observa que 
-T 0 


f e ~i(na>ot) e i(jaiot) _ |0 j n 

Jo l T o J= n 


(a) 


(b) 


Asi, todos los terminos en el lado derecho de la ecuacion (a) son iguales a cero, con exception 
del n-esimo termino, lo que conduce a 

i r T ° 

P n — — / p{t)e~ ,(na,0,) dt (c) 

T o Jo 

que es identica a la ecuacion (A.2.3), excepto por un fndice que es distinto (n en vez de j). 


Ejemplo A.l 

Resuelva el ejemplo 3.8 mediante el metodo en el dominio de la frecuencia. 
Solucion a. Determine los coeficientes de Fourier. 


Pj = 


f ° P(t)e- iija,0,) dt 

T o Jo 

i r fTo/- C To 

— \Po e-Pi'^dt + (-Po) I e~ Hja,ot) dt 

T ° L Jo Jto/2 


~Po 


ijoJoTo 


,-<0'<woO I r °/ 2 _ I T ° 

lo e lzb /2 


(a) 


Para evaluar los terminos exponenciales se observa que a> 0 T 0 = 2n a partir de la ecuacion 
(A.2.2). Por lo tanto. 


e ~i(j(o 0 To/2) _ g-i'C/tr) = 


H-! 


J par 
j impar 


(b) 


e ~ij<OoT 0 _ e -i(2jir) _ j 


(c) 
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Usando las ecuaciones (b) y (c), la ecuacion (a) se convierte en 
Pj = [2e~ i(j7T) - 1 - e~ i( - 2jn) ] 

o 


0 


pj = 


2 poi_ 

jn 


J par 

j impar 


b. Determine la respuesta. 


Uj = H(jcoo)Pj 


(d) 


(e) 


donde Pj esta dada por la ecuacion (d) y H(jw 0 ) para un sistema no amortiguado esta dada por 
la ecuacion (A. 1.7), especificada para f = 0 y m = ja> 0 : 


1 1 

H(jco 0 ) = -- 


(f) 


kl -Pf 

donde /J) = jco 0 /a> n . A1 sustituir las ecuaciones (d) y (f) en la ecuacion (e), se obtiene 

2 p 0 i 1 1 

U j = —^-n- --j (g) 

Ttk J l - pj 

para los valores impares de j; Uj = 0, para los valores pares de j. Si se sustituye la ecuacion 
(g) en la ecuacion (A.2.7), resulta la respuesta en el dominio del tiempo: 


2 E 


u(t) = Ost)o — - i~ 


1 1 


J O'0)0 0 


n j I /if 

] impar r ] 


(h) 


Resulta interesante comparar esta solution con la obtenida anteriormente mediante la 
serie de Fourier clasica. A1 especificar la ecuacion (f) del ejemplo 3.8 para los sistemas no 
amortiguados, se obtiene 


u{t) 


4 —> 1 1 

(«st)o— > . - 7 senycoot 

7r j i _ ai 

7=1,3,5 


(i) 


Se observa que los coeficientes de valor complejo de la ecuacion (h) tienen una amplitud que 
es la mitad de la amplitud de los coeficientes de valor real en la ecuacion (i). La contribution 
de los terminos -j en la serie compleja de Fourier representan la diferencia. 


A.3 RESPUESTA A UNA EXCITACION ARBITRARIA 
A.3.1 Integral de Fourier 

En la section anterior se vio que una excitation periodica puede representarse mediante una 
serie de Fourier como en las ecuaciones (3.12.1) y (A.2.1). Cuando la excitation p{t) no es 
periodica, puede representarse por medio de la integral de Fourier: 

P(t) = [ P(co)e Iwt dm 

27r J- a, 


(A.3.1) 
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donde 

/ oo 

p(t)e~ ,mt dt (A.3.2) 

-oo 

La ecuacion (A.3.2) representa la transformada de Fourier (tambien conocida como la 
transformada directa de Fourier) de la funcion de dempo pit), y la ecuacion (A.3.1) es 
la transformada inversa de Fourier de la funcion de frecuencia Pico). Las dos ecuaciones 
en conjunto se denominan un par de transformadas de Fourier. Observe que la funcion de 
tiempo se indica con una letra minuscula, y la transformada de Fourier de la funcion con la 
misma letra en mayusculas. 

En la ecuacion (A.3.1), pit) se ha expresado como la superposicion de funciones ar¬ 
monicas [P(co)/2n\e ,a,t , donde el coeficiente de valor complejo P(o>) para una pit) dada 
se determina a partir de la ecuacion (A.3.2). En la superposicion se incluye un numero infinite 
de funciones armonicas con frecuencias variables continuas. En contraste, una funcion pe¬ 
riodica se representa como la superposicion de un numero infinite de funciones armonicas 

con frecuencias discretas jco 0 ,j = 0, ±1, ±2,_Las ecuaciones (A.3.1) y (A.3.2) pueden 

deducirse iniciando desde las ecuaciones de la serie de Fourier (A.2.1) y (A.2.3), y dejando 
que el periodo T 0 tienda al infinite. 

A.3.2 Respuesta a una excitacion arbitraria 

La respuesta de un sistema lineal a la excitacion pit) puede determinarse mediante la com¬ 
bination de las respuestas a los terminos de excitacion armonica individuales en la integral 
de Fourier de la ecuacion (A.3.1). La respuesta del sistema a la excitacion P(co)e ,a ’ 1 esta dada 
por F[{m)P{cL>)e uot . La superposicion de las respuestas a todos los terminos armonicos de la 
ecuacion (A.3.1) proporciona la respuesta total: 

u(t) — — / U(w)e ,wt dco (A.3.3) 

2n J -oo 

donde 

U(co) = H(w)P(w) (A.3.4) 

Esto se conoce como el metodo en el dominio de la frecuencia para el analisis de la res¬ 
puesta estructural a una excitacion arbitraria. La ecuacion (A.3.3) es la transformada inversa 
de Fourier de U(co), el producto de la funcion compleja de la respuesta en frecuencia y la 
transformada de Fourier de la excitacion. 

De acuerdo con la ecuacion (A.3.2), resulta claro que la integration directa es ade- 
cuada para determinar la transformada directa de Fourier. Por el contrario, para evaluar 
la transformada inversa de Fourier de la ecuacion (A.3.3) es necesario una integracion de 
contorno en el piano complejo. Este proceso de integracion no se describe aquf porque no 
suele ser analiticamente factible para los problemas de dinamica estructural que se plantean 
en la practica de la ingenierfa. 

A.4 RELACION ENTRE LA RESPUESTA COMPLEJA EN LA FRECUENCIA 
Y LA RESPUESTA AL IMPULSO UNITARIO 

En este punto se presenta una breve explication para desarrollar la relacion entre la funcion 
compleja de la respuesta en frecuencia H(co), que se presento en las secciones anteriores. 
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y la funcion de respuesta al impulso unitario hit), que se definio en el capitulo 4. H(a>) 
describe la respuesta del sistema en el dominio de la frecuencia a una excitacion armonica 
unitaria. hit) describe la respuesta del sistema en el dominio del tiempo a una excitacion 
impulsiva unitaria, pit) = hit). Por ejemplo, para un sistema de 1GDL con amortiguamiento 
viscoso, Hico) esta dada por la ecuacion (A. 1.7) y h(t) por la ecuacion (4.1.7), la cual se 
especifica para r = 0 y se repite aqui por conveniencia: 


hit) 


- e sen coot 

mco D 


(A.4.1) 


Se demostrara que Hico) y hit) forman un par de transformadas de Fourier. Para ello 
se utilizara el procedimiento del analisis en el dominio de la frecuencia (seccion A.3) con 
el fin de determinar la respuesta a una excitacion impulsiva unitaria pit) = hit). Al sustituir 
esta p{t) en la ecuacion (A.3.2) se obtiene la transformada de Fourier del impulso unitario: 


Pico) 



8(t)e~ il0t dt = 1 


(A.4.2) 


Si se sustituye Pico) = 1 en las ecuaciones (A.3.4) y (A.3.3), resulta 

i r 

h{t) = — Hico)e ,a>t dco (A.4.3) 

2n J -oo 


Al comparar este resultado con las definiciones de la transformada de Fourier, ecuacion 
(A.3.2), y la transformada inversa de Fourier, ecuacion (A.3.1), resulta claro que hit) es la 
transformada inversa de Fourier de Hico) y que H(a>) es la transformada de Fourier de hit): 


Hico) 



hit)e~ iQ,t dt 


(A.4.4) 


Observe que la eleccion del simbolo h para representar la respuesta al impulso unitario y H 
para indicar la respuesta en frecuencia compleja se ajusta a las notaciones seleccionadas con 
anterioridad para un par de transformadas de Fourier. 


A.5 METODOS DE LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER 

El analisis en el dominio de la frecuencia para la respuesta dinamica de las estructuras, 
desarrollado en el punto A.3, requiere la determinacion tanto de la transformada de Fourier 
de pit), ecuacion (A.3.2), como de la transformada inversa de Fourier de t/(o>), ecuacion 
(A.3.3). La evaluacion analitica de estas transformadas directa e inversa de Fourier solo 
es posible para las excitaciones descritas mediante funciones simples aplicadas a sistemas 
estructurales sencillos. Estas integrales deben evaluarse de manera numerica para las exci¬ 
taciones que varian con el tiempo de manera arbitraria, para los sistemas de vibracion com- 
plejos o para las situaciones donde la respuesta compleja en la frecuencia (o la respuesta al 
impulso unitario) se describe en forma numerica. La evaluacion numerica requiere truncar 
estas integrales de intervalo infinito en un intervalo finito, por lo que dicha evaluacion es 
equivalente a aproximar la excitacion que varia con el tiempo de manera arbitraria, pit), 
mediante una funcion periodica. Estas ideas se desarrollan a continuacion. 
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A.5.1 Discretizacion de la excitacion 

El sistema se excita mediante una fuerza pit) de duracion t d , como se muestra en la figura 
A.5.1. El objetivo aquf es determinar el desplazamiento resultante u(t) del sistema, que se 
supone en estado inicial de reposo. Como la respuesta maxima del sistema (o el maximo 
absoluto) puede alcanzarse despues de terminada la excitacion, el analisis debe llevarse a 
cabo sobre una duracion de tiempo T 0 que es mas largo que t d . Si el pico se produce despues 
de que la excitacion ha terminado, este se alcanzara en el primer medio ciclo de la vibracion 
libre, porque el movimiento se reducira en los ciclos subsecuentes, debido al amortigua- 
miento. Por lo tanto, se debe elegir 

r,)>t rf + y (A.5.1) 


p 



Figura A.5.1 Excitacion p(t ) y su version 
discretizada. 


La funcion de excitacion pit) a lo largo del tiempo de duracion T 0 se muestrea en N 
instantes de tiempo con deltas iguales, numerados desde 0 hasta N - 1 (figura A.5.1). El 
intervalo de muestreo se indica mediante Af; por lo tanto, 

T 0 = N At (A.5.2) 

Entonces, la funcion de excitacion pit) esta definida por un conjunto de valores discretos p n 
= p(t n ) = p(n At), que se muestran como la serie de puntos de la figura A.5.1. 

El delta de muestreo At debe ser suficientemente corto en comparacion con los perio- 
dos de los armonicos significativos en la excitacion y con el periodo natural T n del sistema. 
El primer requisito asegura una representation exacta de la excitacion y del componente de 
vibracion forzada de la respuesta, y el segundo requisito asegura una representation precisa 
del componente de vibracion libre de la respuesta. El segundo requisito tambien asegura la 
representation exacta de la respuesta de los sistemas de 1GDL ligeramente amortiguados 
a excitaciones con una frecuencia de banda amplia, como la mayorfa de los movimientos 
del terreno registrados durante los sismos; recuerde que el periodo dominante de dicha res¬ 
puesta es T n (figura 6.4.1). 
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A.5.2 Representation de excitaciones con series de Fourier 

Considere una extension periodica de la excitacion pit), con su periodo definido como T 0 
(ecuacion A.5.1), la cual se muestra de manera esquematica en la figura A.5.2, y sustituya 
pit) por un vector p„ que describe la funcion de fuerza discretizada. A partir de la serie com- 
pleja de Fourier para la funcion pit) (ecuacion A.2.1), el vector /;„ puede expresarse (vea la 
deduccion A.3) como una superposition de N funciones armonicas: 

N -1 N -1 

Pn = Pje iU<a ° ,n) = Pje‘ (l7Tnj/N) (A.5.3) 

;=o 7=0 

en el que co 0 = 2n/T 0 , la frecuencia del primer armonico o armonico fundamental en la 
extension periodica de pit): coj = ja> 0 es la frecuencia circular del y-esimo armonico; y P, es 
un coeficiente de valor complejo que define la amplitud y la fase del j-esimo armonico. A 
partir de la ecuacion (A.2.3), que define P y para la funcion pit), el P t asociado con el vector 
p n puede expresarse como (vea la deduccion A.3) 

1 N -1 1 N -1 

Pj = yY] Pne~ iU(O0,n) At = - pne-^M (A.5.4) 

Las ecuaciones (A.5.3) y (A.5.4) definen un par de transformadas discretas de Fourier, el 
arreglo P j es la transformada discreta de Fourier de la secuencia de excitacion p n , y el vector 
p n es la transformada discreta inversa de la secuencia P r Estas ecuaciones pueden interpre- 
tarse como aproximaciones numericas de las ecuaciones (A.2.1) y (A.2.3). 


P 



Figura A.5.2 Extension periodica de pit). 

Las transformadas continua y discreta de Fourier difieren de manera importante. 
Mientras que la transformada continua (ecuacion A.3.1) es una representacion verdadera 
de la funcion de excitacion, la transformada discreta (ecuacion A.5.3) representa solo una 
version periodica de la funcion. La implication de esta distincion se discutira mas adelante. 

Observe que en las ecuaciones (A.5.3) solo se consideran las frecuencias positivas; 
por lo tanto, esta se denomina una expansion de Fourier de un solo lado. En contraste, la 
ecuacion (A.2.1) original es una expansion de Fourier de dos lados que contiene frecuencias 
positivas y negativas. Asf como las frecuencias negativas no tienen ninguna significancia 
ffsica en la expansion de dos lados, las frecuencias correspondientes a N/2 < j < N - 1 no 
tienen ninguna significancia ffsica; son las contrapartes de las frecuencias negativas. Si la 
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sumatoriaen la ecuacion (A.2.1) se truncara para ir desde j =-N/2 hasta N/2, o> se extende- 
ria desde -co N / 2 hasta co N/2 . Por lo tanto, co N/ 2 tambien define la frecuencia del armonico con 
frecuencia mayor incluido en la ecuacion (A.5.3). Esta frecuencia, que tambien se indica 
mediante cn mix , se conoce como la frecuencia de Nyquist y esta dada por 

N 7t 

^max "^"^0 ~/\f (A.5.5) 

donde la frecuencia u> 0 del armonico fundamental o primer armonico se define en la ecua¬ 
cion (A.2.2) que, junto con la ecuacion (A.5.2), proporciona la segunda mitad de la ecuacion 
(A.5.5). Los periodos mas corto y mas largo de los armonicos incluidos en la expansion de 
Fourier se determinan a partir de las ecuaciones (A.5.5) y (A.2.2) como 2At y T 0 , respec- 
tivamente. Recuerde que en la expansion de Fourier de dos lados y P , eran complejos 
conjugados entre si (ecuacion A.2.4). Por consiguiente, en la expansion de un solo lado, 
los valores de Pj a ambos lados de co N n son complejos conjugados entre si: 

Pj = P N -j y < j < N - 1 (A.5.6) 


A.5.3 Funcion compleja de la respuesta en frecuencia 


Esta funcion H(co) se calcula a partir de las ecuaciones (A. 1.7) o (A. 1.15) para cada co = coj, 
y este valor se indica mediante H r Una expansion de Fourier de dos lados incluye tanto las 
frecuencias positivas como las negativas ru ; y -coj (ecuacion A.2.1) y H 7 es el complejo con- 
jugado de H-, esta afirmacion puede probarse con facilidad a partir de la ecuacion (A. 1.7). 
En una expansion de Fourier de un solo lado se incluyen solo las frecuencias positivas 
(ecuacion A.5.3); las frecuencias correspondientes a N/2 <j < N-l son las contrapartes de 
las frecuencias negativas. Por lo tanto, los valores de H j a cada lado de j = N/2 deben ser 
complejos conjugados entre si. Los valores Hj pueden determinarse a partir de la ecuacion 
(A. 1.7) con la siguiente interpretacion de cof. 


\ jcoo o < j < N/2 

[ ~(N - j)oj() N/2 < j <N - 1 


(A.5.7) 


A.5.4 Calculo de la respuesta 

En el metodo transformada discreta de Fourier primero se calcula la respuesta a cada com- 
ponente armonico de la excitacion en el dominio de la frecuencia. Como se ve en la ecua¬ 
cion (A.2.8), esto requiere el calculo de los productos 

Uj = HjPj 0 < j <= N - 1 (A.5.8) 

Entonces, la respuesta u n = u(t n ) en los instantes de tiempo discretos t n = n At se calcula a 
partir de una version truncada de la ecuacion (A.2.9): 

N-l N-l 

Un = J2 = J2 u je i(2nnjiN) 


(A.5.9) 
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La ecuacion (A.5.9) corresponde a la ecuacion (A.5.3), lo que indica que la secuencia u n 
representa la transformada discreta inversa de la secuencia U r Esto se llama la solution 
clasica de la transformada discreta de Fourier. 

A.5.5 Transformada rapida de Fourier 

El metodo de la transformada discreta de Fourier para determinar la respuesta dinamica 
de un sistema requiere el calculo de la transformada discreta de la secuencia p„ (ecuacion 
A.5.4) y de la transformada discreta inversa de la secuencia U- s (ecuacion A.5.9). Estos 
calculos se convirtieron en una realidad practica con la publication del algoritmo de Coo- 
ley-Tukey para la transformada rapida de Fourier (FFT, por sus siglas en ingles) en 1965. 
Esta no representa un nuevo tipo de transformada, sino que es un algoritmo bastante eficien- 
te y preciso para calcular las transformadas discretas dicecta e inversa. El algoritmo original 
requerfa que el numero de puntos, N, fuera una potencia entera de 2, pero se ha generalizado 
para permitir la consideration de un valor arbitrario de N. 

Es importante reconocer que el esfuerzo de calculo requerido se reduce mucho me- 
diante el uso del algoritmo de la transformada rapida de Fourier. Una medida de la cantidad 
de calculos involucrados en la ecuacion (A.5.4) o (A.5.9) es el numero de productos de 
cantidades con valor complejo. Resulta claro que hay N sumas, cada una de las cuales re¬ 
quiere A productos complejos, o que se necesitan N 2 productos para calcular todos los P j o 
u n . El numero de productos complejos para el algoritmo original de la transformada rapida 
de Fourier esta dado por (A/2)log 2 N. Por ejemplo, si N = 2 10 = 1024, el algoritmo de la 
transformada rapida requiere 0.5% del esfuerzo necesario para el calculo estandar. 

A.5.6 Resumen 

El procedimiento de la transformada discreta de Fourier clasico para el analisis de la res¬ 
puesta de un sistema de 1GDL (controlado por la ecuacion A. 1.1) puede resumirse como 
una secuencia de pasos: 

1. Defina una extension periodica de la excitation pit) con su periodo definido como 
T 0 (ecuacion (A.5.1) y discretice pit) por medio de un arreglo p n = p(t n ) = pin At), 
donde n = 0, 1, 2, ..., N- 1. 

2. Calcule P f , la transformada discreta de Fourier de p„. de acuerdo con la ecuacion 
(A.5.4);; = 0, 1,2, ...,1V-1. 

3. Determine la funcion de la respuesta en frecuencia Hj = donde PKoj) esta 

definida por la ecuacion (A. 1.7), y coj por la ecuacion (A.5.7). 

4. Calcule U s que esta definida por la ecuacion (A.5.8). 

5. Calcule la transformada discreta inversa del vector Uj a partir de la ecuacion (A.5.9) 
para obtener la respuesta u n = u(t n ) en los instantes de tiempo discretos t„ = nAt. 

Deduction A.3 

La extension periodica de pit) con el periodo T 0 esta representada por la serie de Fourier de la 
ecuacion (A.2.1), con los coeficientes de Fourier definidos por la ecuacion (A.2.3). A1 truncar 
la serie para incluir solo un numero finito de funciones armonicas, se obtiene 

M 

Pit) = J2 Pje iUc ° ot) (a) 

j — —M 
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La frecuencia del armonico mayor incluido en la ecuacion (a) es Mu> 0 . 

La integral de la ecuacion (A.2.3) se evalua en forma numerica mediante la regia tra¬ 
pezoidal aplicada a los valores del integrando en los instantes de tiempo discretos t n = nAt, 
donde n = 0, 1, 2, N: 


At 

Pj ~ T~o 


:Poe 


—r O*o to) 


N-l 

+ ^2 P" e 

n = 1 


<0*ot n ) 


i 

+ ~PNe 


-i(jai a t N ) 


(b) 


donde t 0 = 0 At = 0, f„ = n At, y t N = N At. El primer termino se reduce a p 0 /2 y el ultimo 
termino a p N / 2 porque ambos exponenciales pueden establecerse iguales en la unidad. Como la 
secuencia p„ es periodica con periodo N, p 0 = p N , y si se reconoce que T 0 = N At, la ecuacion 
(b) puede reescribirse como 


N-l 


1 V—\ 

Pj ~ N ^ 


P„e 


-i(jmtn) 


77=0 


(c) 


Ahora los terminos exponenciales en las ecuaciones (a) y (c) se reescriben reconociendo que 
a> 0 = 2jt/T 0 , T 0 = N Aty t„ = n At; asf 


jo)Qt„ = j 


2 JT 

N At 


n At 


2 nnj 
N 


(d) 


Recuerde que j es el ntimero de frecuencia del armonico y n es el numero del paso de tiempo. 
A1 sustituir la ecuacion (d) en las ecuaciones (a) y (c), se obtiene 

M 

Pn= J2 Pje i(2nni,N) (e) 

j — ~M 


N-l 


p j = „Y,p" e ~ i(27inj/N) 


n=0 


(f) 


Suponga que se seleccionan los enteros positivos grandes M y N de. manera que 2 M + 
1 — N (es decir, el numero de frecuencias es igual al numero de pasos de tiempo). Entonces, la 
secuencia Pj tambien es periodica con periodo N y la sumatoria de la ecuacion (e) en el inter- 
valo desde j = —M hasta j — M puede reescribirse como una sumatoria en el intervalo de/ = 0 
a At - 1, la cual se presenta sin la demostracion correspondiente: 

p n = J2Pje i(2llnj/N) (g) 

7=o 

Lo anterior completa la deduccion de las ecuaciones (A.5.3) y (A.5.4). 


A.6 ERRORES POSIBLES EN LA SOLUCION CON LA TRANSFORMADA 
DISCRETA DE FOURIER CLASICA 

Debe quedar claro que, por lo general, la solucion de la transformada discreta de Fourier 
clasica dada por la ecuacion (A.5.9) no representa la respuesta deseada del sistema a la 
excitacion que se muestra en la figura A.5.1. En cambio, representa la respuesta de esta- 
do estacionario del sistema a una extension periodica de la excitacion (figura A.5.2). En 
esta seccion se examinan los errores en la solucion de la transformada discreta de Fourier 
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clasica, con el objetivo de comprender los requisitos para que la solucion sea precisa. La 
solucion de la transformada de Fourier clasica sera cada vez mas precisa a medida que 
la duration t, de la vibration libre, que se muestra en la figura A.5.2, se vuelva mas larga. 
Esta afirmacion deberfa ser obvia porque una t f mas larga implica un periodo T 0 mas largo 
de la extension periodica de la excitation, lo que es mejor porque una excitation arbitraria 
(no periodica) puede interpretarse como una excitation periodica con un periodo infinita- 
mente largo. Sin embargo, con el fin de identificar los factores que influyen en la t f necesaria 
para obtener una solucion precisa, se presentan resultados numericos. 

Se desea determinar la respuesta dinamica de un sistema de 1GDL con amortigua- 
miento viscoso, que inicia desde las condiciones de reposo hasta un ciclo completo de una 
fuerza sinusoidal, p(t) = p„ sen a>„ y se muestra en la figura A.6.1. Como se menciono 
en la section A.5.1, la respuesta dinamica del sistema debe determinarse en el tiempo de 
duration T 0 = t d + T„/2 o en un tiempo mas largo (por lo tanto, el menor tf = TJ 2). Sin 
embargo, tambien se presentaran las soluciones de la transformada discreta de Fourier con 
tf mas largos a fin de demostrar la sensibilidad de estas soluciones a la election de tf. Con 
un ?| Seleccionado, la extension periodica de la excitation se muestra a lo largo de un perio¬ 
do en los intervalos At = t d / 40, y la respuesta se evalua en los mismos intervalos. Por lo 
tanto, la frecuencia circular del armonico con frecuencia mayor en la representation de la 
serie de Fourier de la funcion de excitation (ecuacion A.5.3) sera a) m . lx = 40n/t d (a partir 
de la ecuacion A.5.5) y el periodo asociado es t d /20. Todas las transformadas discretas de 
Fourier en estas soluciones que se presentaran se calcularon mediante las rutinas de la trans¬ 
formada rapida de Fourier en MATLAB. 



Figura A.6.1 


En las figuras A.6.2 y A.6.3 se muestra la extension periodica de la excitation y la 
respuesta de desplazamiento del sistema, calculadas mediante el metodo de la transformada 
discreta de Fourier clasico utilizando dos valores diferentes de tf. La duration t d de la fuerza 
y el periodo de vibration natural T n del sistema se eligen de manera que t d /T n = 0.5; la frac¬ 
tion de amortiguamiento £ del sistema es del 5%. La escala de tiempo en las graficas de la 
historia de la respuesta se normaliza con respecto a t d , y el desplazamiento u(t) se normaliza 
con respecto a (w st ) 0 = p a /k, el desplazamiento estatico debido al valor maximo de la fuerza 
aplicada. Los resultados demuestran que la solucion de la transformada discreta de Fourier 
depende de la duration t, de la vibration libre. A partir de la figura A.6.2, resulta claro que 
tf = 4.75T,,, que implica que T 0 = 10.5c, no proporciona un numero suficientemente grande 
de ciclos de vibration libre (durante t > t d ) para que el sistema se detenga, dejando un des¬ 
plazamiento y una velocidad significativos al final del periodo T 0 , lo cual viola las condicio¬ 
nes iniciales de reposo. Por lo tanto, no puede esperarse que la solucion con la transformada 
discreta de Fourier sea precisa. En la figura A.6.3 se demuestra que tf = 9.15T n , que implica 
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FiguraA.6.2 (a) Extension periodica de p(t) con t t -= 4.75 T„ (es decir, T 0 = 10.5/^); 
(b) respuesta determinada por el metodo de la transformada discreta de Fourier cla- 
sico; t d /T n = 0.5; f = 5%. 



Figura A.6.3 (a) Extension periodica de p(t) con If = 9.75 T„ (es decir, T 0 = 20.5 t d )\ 

(b) respuesta determinada por el metodo de la transformada discreta de Fourier cla- 
sico; t d /T n = 0.5; f = 5%. 
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t/t J tit, 

a d 


Figura A.6.4 Comparacion de las soluciones con la transformada discreta de Fourier 
(DFT) utilizando diferentes valores de tf con la respuesta exacta; t d /T n = 0.5; f = 5%. 

To = 20.5 t d , proporciona un niimero adecuado de ciclos de vibracion libre del sistema para 
que su movimiento se reduzca hasta un valor pequeno al final del periodo T, h satisfaciendo 
asf las condiciones iniciales de reposo. Por lo tanto, se espera que la solucion con la trans¬ 
formada discreta de Fourier sea exacta. 

Estas suposiciones se confirman con los resultados presentados en la figura A.6.4, 
donde la solucion exacta se compara con las soluciones de la transformada discreta de Fou¬ 
rier usando diferentes valores de tf. La solucion exacta se obtiene resolviendo la ecuacion de 
movimiento mediante los metodos desarrollados en la section 4.8. Aunque la respuesta se 
determino por el metodo de la transformada discreta de Fourier para el periodo de la funcion 
de excitation extendida T 0 = td + tf, solo se grafica su parte initial en la duration deseada 
t d + TJ2. Los resultados muestran con claridad que a menos que la tf sea bastante larga, la 
solucion de la transformada discreta de Fourier puede diferir bastante de la solucion exacta. 
Para el ejemplo considerado con t d /T n = 0.5 y f = 5%, los errores en la figura A.6.4 son 
notables incluso para tf = I ()T n , pero se vuelven insignificantes para tf = 20 T n . 

La duration tf de la vibracion libre necesaria para obtener una solucion con la transfor¬ 
mada discreta de Fourier exacta esta controlada por el numero de ciclos requeridos para que 
la vibracion libre decaiga hasta tener valores de la velocidad y el desplazamiento cercanos 
a cero. Para que el movimiento de los sistemas ligeramente amortiguados decaiga lo sufi- 
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Figura A.6.5 Comparacion de las soluciones con la transformada discreta de Fourier 
(DFT) utilizando diferentes valores de tf con la respuesta exacta; t d /T„ = 0.5; ( = 1%. 

ciente, se requieren mas ciclos (vea la figura 2.2.4). Esto implica que si se elige t f corno un 
multiplo fijo de T n , se espera que el error en la solucion con la transformada discreta de Fou¬ 
rier sea mas grande para los sistemas ligeramente amortiguados. En la figura A.6.5 se repre- 
sentan las soluciones con la transformada discreta de Fourier y exacta para los sistemas con 
f = 1% con varias opciones diferentes de tf. A1 comparar la figura A.6.5 con la figura A.6.4, 
se demuestra que para cada valor de t f /T n , la solucion con la transformada discreta de Fou¬ 
rier es menos precisa para los sistemas con 1% de amortiguamiento en comparacion con los 
sistemas que tienen 5% de amortiguamiento. Por lo tanto, para evitar errores en la solucion 
con la transformada discreta de Fourier por debajo de un limite de tolerancia seleccionado, 
se requeririan t f mas largas para los sistemas con menos amortiguamiento. 

A.7 SOLUCION CON LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER 
MEJORADA 

En la seccion A.6 se demostro que la solucion con la transformada discreta de Fourier 
puede errar mucho, a menos que la duration tf de la vibracion libre incluida en la exten¬ 
sion periodica de la excitation sea bastante larga. t f debe seleccionarse como un multiplo 
del periodo de vibracion natural T„ del sistema. Este multiplo depende de la fraction de 
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amortiguamiento del sistema y de la precision deseada en la solucion con la transformada 
discrtea de Fourier. Por lo tanto, los calculos en la transformada discreta de Fourier deben 
aplicarse para una extension periodica de la excitation con un periodo T 0 mas largo que la 
duration t d + TJ 2 sobre la que se desea obtener la respuesta; T 0 debe ser mucho mas largo 
que t d + T„/2 para los sistemas ligeramente amortiguados, en especial para los sistemas 
con periodo de vibration largo. Por ejemplo, considere un sistema con T n = 10 s y f = 5%, 
para el que se requiere t f = 20 T n a fin de alcanzar una precision suficiente en la solucion 
de la transformada discrtea de Fourier clasica. Si la duration de la excitation, t d , es 30 s, la 
respuesta debe calcularse para T 0 = t d + 20 T n = 30 + 20(10) = 230 s, aunque en realidad 
se necesite la respuesta solo para t d + TJ 2 = 35 s. Se han desarrollado procedimientos me- 
jorados para evitar el esfuerzo de calculo adicional, y en apariencia innecesario, requerido 
en la solucion con la transformada discrteta de Fourier clasica. 

En el metodo mejorado el periodo de la extension periodica de la excitation es igual a 
la duration en la que realmente se desea conocer la respuesta del sistema (es decir, T 0 = t d 
+ TJ 2); la respuesta de estado estacionario u(t) durante este periodo se calcula mediante el 
metodo con la transformada discreta de Fourier clasico;' y la respuesta “exacta” u(t) se obtie- 
ne a partir de la respuesta de estado estacionario al superponer una solucion correctiva u(t): 

u{t) = u{t ) + v(t) (A.7.1) 


Suponga que se determina la respuesta u(t) de un sistema a una determinada funcion de 
excitation p(t), iniciando con w(0) = 0 y ii(0) = 0. Sin embargo, como se muestra en la 
figura A.6.2, la solucion con la transformada de Fourier clasica no satisface esas condicio- 
nes iniciales. Dado que la excitation durante el periodo T 0 tanto para la solucion con la 
transformada discreta de Fourier como para la respuesta exacta es la misma, la diferencia 
en las dos soluciones que se muestran en la figura A.6.4 debe surgir de las diferencias en los 
estados iniciales de los dos movimientos. Por lo tanto, la solucion correctiva es tan solo la 
solucion de vibration libre, lo que garantiza que el desplazamiento initial y la velocidad del 
movimiento deseados se ajusten a las condiciones iniciales prescritas. Si el desplazamiento 
y la velocidad iniciales asociados con la solucion con la transformada discreta de Fourier 
son u ( 0) y m( 0), que suelen ser distintos de cero, la solucion correctiva es la respuesta de 
vibration libre debida al desplazamiento inicial w(0) y a la velocidad inicial w(0). Esta so¬ 
lucion correctiva para los sistemas con amortiguamiento viscoso esta dada por la ecuacion. 
(2.2.4) con los cambios apropiados en la notation: 


v(t) = e 




I —u{0) — C«„h(0) \ 

—u( 0) cos co D t + - I sen a> D t 

\ / 


(A.7.2) 


donde 


% — (o n 




(A.7.3) 


Este procedimiento mejorado se ilustra mediante su aplicacion para determinar la 
respuesta de un sistema de 1GDL con f = 5% sometido al ciclo de fuerza sinusoidal con 
duration t d considerado anteriormente (figura A.6.1). Se supone que el sistema esta en un 
principio en reposo y su periodo natural T„ = tj 1.4. La respuesta se evalua para una du¬ 
ration T 0 = t d + TJ 2 = 1.47; + 0.57; = 1.97;. El delta de muestreo se elige como antes. 
At = tj 40. En la figura A.7.1 se muestra el desplazamiento de estado estacionario u(t), 
obtenido mediante el procedimiento con la transformada discreta de Fourier clasico. 

partir de este punto, la solucion de la transformada discreta de Fourier clasica se indica mediante u(t) para 
distinguirla de la solucion “exacta” u{t). 
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Figura A.7.1 Respuesta de estado estacionario (70), solucion correctiva v(t ), y res- 
puesta “exacta” »(?); t d IT n = 1.4 (es decir, T 0 = 1.9 T n )\ y f = 5%. (Adaptada de 
Veletsos y Ventura, 1985). 


El valor inicial de este desplazamiento es 0(0) = 2.486(« s[ )„ y la velocidad initial f 
es u{ 0) = — 1.761&>„(n st ) 0 . Si se sustituyen estos valores de 0(0) y 0(0) en la ecuacion 
(A.7.2), resulta la solucion correctiva v(t) mostrada en la figura A.7.1. La respuesta “exac¬ 
ta” deseada, que se determina mediante la combination de u(t) y v(t) de acuerdo con la 
ecuacion (A.7.1), tambien se muestra en la figura A.7.1. Es en esencia identica a la solucion 
analitica obtenida mediante la resolution de la ecuacion diferencial del movimiento por los 
metodos de la seccion 4.8. 

A.8 SISTEMAS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD 

El procedimiento con la transfromada discreta de Fourier mejorado puede extenderse con 
facilidad para determinar la respuesta de los sistemas de varios grados de libertad para los que 
es aplicable el metodo de superposition modal clasico. Como se muestra en los capitulos 12 
y 13, las ecuaciones de movimiento para los sistemas con amortiguamiento clasico pueden 
transformarse en un conjunto de ecuaciones no acopladas en coordenadas modales, tantas 
ecuaciones como el numero de grados de libertad en el sistema. Cada ecuacion modal tiene 
la misma forma que la ecuacion que controla el movimiento de un sistema de 1GDL. Por lo 
tanto, cada ecuacion modal puede resolverse mediante el metodo con la transformada discreta 
de Fourier clasico y combinarse con la solucion correctiva descrita en la seccion A.7 para 
determinar las respuestas modales en forma precisa. Por lo tanto, el metodo en el dominio de 


{ La velocidad inicial esta dada por 


4 7T 
7b 


N/2 

TnMUj) 

j =0 


(A.7.4) 


en la que Im(CA) indica la parte imaginaria de Us. La ecuacion (A.7.4) se obtiene al diferenciar la ecuacion (A.5.9), 
haciendo uso de los siguientes hechos: jco 0 = 2jzj/T 0 y los valores de Uj para j = N/2 + 1, N/2 + 2, ..., N - 1 son los 
conjugados complejos de aquellos para j = N/2 - 1, N/2 - 2, ..., 1, respectivamente. 
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la frecuencia puede utilizarse para determinar las respuestas modales (paso 3 a de la section 
12.5), pero los pasos restantes del procedimiento del analisis modal permanecen sin cambio. 

Los investigadores tambien han desarrollado procedimientos con la transformada dis- 
creta de Fourier para el analisis de sistemas con amortiguamiento no clasico, ya sean con 
parametros constantes o dependientes de la frecuencia. La ultima situation se plantea en el 
analisis dinamico de estructuras, incluyendo los efectos de la interaccion suelo-estructura o 
de la interaccion fluido-estructura. 
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Notacion 


Todos los sfmbolos utilizados en este libro se definen la primera vez que aparecen. Para la 
conveniencia del lector, este apendice (dividido en cuatro partes para seguir la organization 
del texto) contiene los significados principales de las notaciones utilizadas comunmente. Se 
advierte que algunos sfmbolos indican mas de una cantidad, pero el significado resultara 
claro cuando se lea en su contexto. 


Abreviaturas 

1GDL 

un solo grado de libertad 

AER 

analisis del espectro de respuesta 

AHR 

analisis de la historia de la res¬ 
puesta 

AHRMD 

analisis de la historia de la 
respuesta modal desacoplada 

APM 

analisis pushover modal 

CM 

centra de la masa 

CQC 

combination cuadratica completa 

EC 

Eurocodigo 8 

FDT 

transformada discreta de Fourier 

FFT 

transformada rapida de Fourier 

GDL 

grado de libertad 

Acentos 


( ) factor de contribution modal para ( ) 
( ) valor desplazado de ( ) 



IBC 

Codigo Internacional de 
Construction 

NBCC 

Codigo National de Construc¬ 
tion de Canada 

PDN 

procedimiento dinamico no lineal 

PEN 

procedimiento estatico no lineal 

RCDF 

Codigo de Construcciones del 
Distrito Federal 

SRSS 

rafz cuadrada de la suma de los 
cuadrados 

UBC 

Codigo Uniforme de Construc¬ 
tion 

VGDL 

varios grados de libertad 


k condensada k 
( ) aproximacion a ( ) 

( ) generalizada ( ) 
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Prefijos 

S, S incremento en un paso de tiempo 
extendido 

Subindices 

A aceleracion 

b base; viga; sistema de aislamiento 

de la base 

c columna; solution complementaria 

cr crftico 

d duration 

D amortiguamiento; amortiguado; 

desplazamiento 
e excentrico; elemento 

ef efectivo 

eq equivalente 

/ sistema de base fija 

F friction 

g terreno 

i numero de pasos de tiempo; ntimero 

maximo 

i,j numero de entrepiso; numero de 

nivel; GDL; numero de marco 

Superindices 

s cuasi-estatico 

st estatico 

PARTE I: CAPITULOS 1-8 
Simbolos romanos 


a 

vea la tabla 5.3.1 

a,\, a 2 

constantes arbitrarias 


vea la tabla 5.4.2 o 5.7.1 

a i 

coeficientes de los cosenos 

de Fourier 

a y 

fylm 

«o 

coeficiente de Fourier 

A 

constante de integration; cons¬ 
tante arbitraria; coeficiente en la 
ecuacion (5.2.5); ordenada del 
espectro de pseudo-aceleracion 


<$(■) (-)virtual 

A. A incremento en un paso de tiempo 


I inertia; entrada 

K cinetica 

in valor maximo para los sistemas 

inelasticos; maximo 
n natural, numero de modo 

o valor maximo 

p solution particular 

sec secante 

st estatico 

S resorte (elastico o inelastico); 

deformation 

T tangente; transmitido 

V velocidad 

x, y. 9 direcciones o componentes 
y ceder 

Y cedencia 


t total 


A' coeficiente en la ecuacion (5.2.5) 

A(t) pseudo-aceleracion 

A y u>lu y 

b vea la tabla 5.3.1; constante 

de valor complejo 

bj coeficientes de los senos de Fourier 

B constante de integration; constante 

arbitraria; coeficiente en la ecua¬ 
cion (5.2.5) 

B' coeficiente en la ecuacion (5.2.5) 

B j, By constantes arbitrarias 


Parte I: Capitulos 1-8 

c coeficiente de amortiguamiento 

c amortiguamiento generalizado 

c cr coeficiente de amortiguamiento 

crftico 

C constante arbitraria; coeficiente en 

la ecuacion (5.2.5) 

C' coeficiente en la ecuacion (5.2.5) 

D constante arbitraria; coeficiente en 

la ecuacion (5.2.5); ordenada del 
espectro de deformacion 
D' coeficiente en la ecuacion (5.2.5) 

D y ordenada del espectro de 

deformacion de cedencia 
e excentricidad de masa en rotacion 

E modulo de elasticidad 

E d energta disipada por 

amortiguamiento 

E F energta disipada por friccion 

Ej energta de entrada 

E k energta cinetica 

E Ko energta cinetica maxima 

E s energta de deformacion 

E So energta de deformacion maxima 

E y energta disipada por cedencia 

EI(x) rigidez a la flexion 

/ frecuencia de excitacion (Hz) 

f D fuerza de amortiguamiento 

/ 7 fuerza de inercia 

//( x, t ) fuerzas de inercia distribuidas 

fjj fuerza de inercia en el grado de 

libertad j 

fj a valor maximo de la fuerza en el 

y-esimo nivel 

/„ frecuencia natural (no 

amortiguada)(Hz) 
f a (x ) valor maximo de/^yc, r) 

f s fuerza restauradora elastica o 

inelastica; fuerza estatica 
equivalente 

(/jV fs despues de j ciclos de iteration 

(fs)i vea la ecuacion (5.7.10) 

(fs)i valor d ef s en el tiempo i 

fs(u) definida por la ecuacion (7.3.3) 

fso, fo valor maximo de f s (t) 

f T fuerza transmitida 

f y resistencia a la cedencia 
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fy 

resistencia a la cedencia 

normalizada 

F 

fuerza de friccion 

g 

aceleracion debida a la gravedad 

h 

altura de un marco de un nivel; 
altura del nivel 

h(t ) 

respuesta al impulso unitario 

H(co) 

respuesta compleja en la 
frecuencia 

i 

numero de pasos de tiempo 

I 

segundo momento de area 

1 

magnitud del impulso 

h 

I para una viga 

Ic 

/ para una columna 

Io 

momento de inercia alrededor 

de O 

k 

rigidez o constante del resorte 

k 

matriz de rigidez 

k 

vea la ecuacion (5.3.5) o (5.4.11) 

k 

rigidez generalizada 

kj 

( k,)r 

ki 

definida en la ecuacion (5.7.6) 

k J 

rigidez del y-csimo entrepiso 

k T 

rigidez tangente 

kj 

definida en la ecuacion (5.7.8) 

k (i) 

rigidez tangente en u® 

L 

ancho del marco, longitud 
de viga o torre 

L 

vea las ecuaciones (8.3.12) y 
(8.4.12) 

L 9 

definida en la ecuacion (8.4.18) 

m(x) 

masa por unidad de longitud 

m 

masa 

m 

matriz de masa 

m 

masa generalizada 

m e 

masa giratoria excentrica 

m i 

masa en el y-esimo grado 
de libertad o en el y-esimo nivel 

M(x, t) 

momentos flexionantes en un 
sistema de masa distribuida 

M a ,M b 

momentos flexionantes en los 
nodos ay b 

M b 

momento de volteo en la base 

M bo 

valor maximo de M b (t) 

M i0 

valor maximo del momento de 
volteo en el i-esimo nivel 
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M a (x) 

valor maximo de Mix, t) 

N 

fuerza normal entre superficies 
deslizantes; numero de grados 
de libertad 

P 

fuerza externa 

Pico) 

transformada de Fourier de pit) 

Pit) 

fuerza externa generalizada 

Pef 

fuerza sismica efectiva 

iPef)o 

valor maximo de p e f(0 

Pi 

valor de pit) en el tiempo i 

Pi 

vea la ecuacion (5.3.6), (5.4.12) 
o (5.6.3) 

Po 

amplitud de pit) 

r(t) 

cualquier cantidad de respuesta 

r a 

max |r(r)|, la respuesta maxima 
z 

R a 

factor de amplification dinamica 
de aceleracion 

Rj 

factor de amplification dinamica 
de deformation (o desplaza- 
miento) 

R(j) 

fuerza residual al final del 
/-csimo ciclo de iteration 

rU) 

vea la ecuacion (5.7.15) 

R v 

factor de amplification dinamica 
de velocidad 

Ry 

factor de reduction de la cedencia 

t 

tiempo 

t’ 

tiempo variable 

td 

duration de una fuerza de 
impulso 

h 

tiempo en el /-csimo pico en 
vibration fibre; tiempo al final 
del z'-esimo paso de tiempo 

to 

tiempo cuando //(?) es maximo 

tr 

tiempo de elevation 

T a , T b , T c , 

periodos que definen las 

T d , T e , T f 

regiones espectrales 

T d 

periodo natural (amortiguado) 

T„ 

periodo natural (no amortiguado) 

To 

periodo de excitation periodica 

TR 

transmisibilidad 

u 

desplazamiento; deformation; 
desplazamiento relativo al terreno 

u 1 

desplazamiento total 

u 

vector de desplazamientos Uj 

u (i co) 

transformada de Fourier de nit) 


u( 0) 

desplazamiento inicial 

ui 0) 

velocidad inicial 

tta, U b 

desplazamientos de los nodos ay b 

U c 

solution complementaria 

Up 

F/k 

u g 

desplazamiento del terreno 
(o de un apoyo) 

a g 

aceleracion del terreno (o de un 
apoyo) 

U go 

desplazamiento maximo del terreno 

Ugo 

velocidad maxima del terreno 

Ugo 

aceleracion maxima del terreno 

u g6 

rotation del terreno respecto a un 
eje vertical 

Ui 

desplazamiento en el z'-esimo pico; 
desplazamiento en el tiempo i 


u despues de j iteraciones 

« W i 

Uj despues de j iteraciones 

Ui 

velocidad en el instante i 

Ui 

aceleracion en el z'-esimo pico; ace¬ 
leracion en el instante z 

u i 

desplazamiento relativo del 

7 '-esimo nivel 

Ujit ) 

respuesta a pit) = p Q cos jco 0 t 

u)it) 

respuesta a pit) = po sen ju>Qt 

u f . 

J 

desplazamiento total del j'-esimo nivel 

Ujo 

valor pico o maximo de up) 

Ujo 

valor maximo de iij it) 

Mm 

max | zz(t)| para un sistema inelastico 

t 

u m 

j mm[z/(f)]| 
z 

u m 

max[zz(t)] 

t 

U 0 

valor pico o maximo de u(t) 

u 0 

valor maximo de it it) 

Uoix ) 

valor pico o maximo de m(x, t) 

Uoix) 

valor maximo de u 0 ix,t) 

u’o 

valor maximo de u'it) 

u'o 

valor maximo de U'it) 

Up 

solution particular; deformation 
permanente 

u sl {t) 

deformation estatica debida a pit) 

Mo 

deformation estatica debida a p 0 

Uxi Uy 

desplazamientos en x y y 

Uy 

deformation de cedencia 

uoit) 

respuesta a pit) = oq 

Ug 

rotation alrededor de un eje vertical 
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V 

velocidad 


cortante en el y-esimo entrepiso 

V 

ordenada del espectro 

Vjo 

valor maximo de Vj(t) 


de pseudo-velocidad 

V 0 (x) 

valor maximo de V(x, t) 

V(x, t) 

fuerzas cortantes en un sistema 

V y 

(0„Uy 


de masa distribuida 

w 

peso 

V a ,V b 

fuerzas cortantes en los nodos ay b 

x,y 

coordenadas cartesianas 

v b 

cortante basal 

z 

desplazamiento generalizado 

v bo 

valor maximo de V b (?) 

Zo 

valor maximo de z(t) 

Vbo 

valor maximo de V*(f) 

1 

vector de unos 

Si'mbolos griegos 



a A , a D , 

a v factores de amplificacion 

( 

fraction de amortiguamiento 


espectral 


numerica 

P 

parametro en el metodo 

("eq 

fraction de amortiguamiento 


de Newmark 


viscoso equivalente 

Pj 

MMi 

V 

coeficiente de amortiguamiento 

r 

parametro en el metodo 


independiente de la frecuencia 


de Newmark 

e 

aceleracion rotacional 

X 

constante en e Xt 

9 b 

rotaciones en los nodos ay b 

f 

L/m 


rotation del terreno alrededor 

8 

decremento logarftmico 


de un eje horizontal 

«(•) 

funcion delta de Dirac 

k(x) 

curvatura 

s st 

mg/k 


coeficiente de friction; factor 

8 u(x ) 

desplazamientos virtuales 


de ductilidad 

8 u 

vector de desplazamiento virtual 

p 

relation de rigidez entre la viga y la 

8 iij 

desplazamiento virtual u. 


columna; coeficiente en ±pe~‘= al ' ,t 

8 W E 

trabajo virtual externo 

a 

desviacion estandar 

8 W, 

trabajo virtual interno 

X 

variable de tiempo ficticia 

8 z 

desplazamiento virtual 

<t> 

angulo de fase 

8 k(x) 

curvatura virtual 

f(x) 

funcion de forma 

A J 

distorsion en el j-6 simo entrepiso 


vector de forma 

At 

paso de tiempo 


y-esimo elemento de \j/ 

A tj 

paso de tiempo i 

a> 

frecuencia de excitation (rad/s) 

A mW 

cambio en u en el ciclo 

o>d 

frecuencia natural (amortiguada) 


de iteracion 


(rad/s) 

£ 

duration de una fuerza impulsiva 

m n 

frecuencia natural (no amortiguada) 

Er, £„, £ 

: w valores de tolerancia en la 


(rad/s) 


ecuacion (5.7.8) 

®o 

2tt/T 0 

( 

fraction de amortiguamiento 




PARTE II: CAPITULOS 9-18 
Si'mbolos romanos 

a e matriz de transformation de elementos a x , a y , a z componentes x, y y z de la 

a in definida por la ecuacion (14.4.11) aceleracion del terreno 

ai coeficientes en la serie de Caughey 
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componentes principales de la 

f in 

valor maximo de f ,-„(f) 


aceleracion del terreno 

find) 

fuerzas estaticas equivalentes: 

a b a 2> a 3 

vea la tabla 16.2.2 o 16.3.3 


marco i, modo n 

a cr a yi 

matrices de transformacion 

fjn 

y'-esimo elemento de f„; valor 

(l 0 , fl l 

coeficientes de amortiguamiento 

maximo d efj n it) 


de Rayleigh 

fjn(t ) 

fuerza estatica equivalente: grado 

yf 

operador de ensamble directo 


de libertad j, modo n 

A n 

ordenada del espectro de pseudo- 

fjyn 

y'-esimo elemento de f yn 


aceleracion A(T ,„ £„) 

fj&n 

y'-esimo elemento de f ftl 

A„(t) 

pseudo-aceleracion del n-esimo 

fn 

n-esima frecuencia natural, Hz 


modo de un sistema de 1GDL 

fn(.X, 0 

fuerzas estaticas equivalentes, 

A n i(t) 

A n (t) debida a ii g i(t) 


modo n 

B n , B n 

par de constantes conjugadas 

fn 

valor maximo de f„(f) 


complejas 

fn(0 

fuerzas estaticas equivalentes, 

B S n 

vea la ecuacion (14.3.2) 


modo n 

c 

matriz de amortiguamiento 

fno(X ) 

valor maximo de/,( x ^ 0 

c 

definida por la ecuacion (15.3.4) 

f s 

fuerzas restauradoras elasticas 

c a 

coeficiente de influencia del 

f?(u) 

fuerzas restauradoras inelasticas 

amortiguamiento 

fsA 

fuerza lateral sobre el marco A 

c i 

coeficiente de amortiguamiento 

i Sg , f s? (r) fuerzas estaticas equivalentes en 


del y'-esimo nivel 


los grados de libertad del apoyo 

c„ 

matriz de amortiguamiento del 

fsj 

fuerza restauradora elastica o 


n-esimo modo 


inelastica en el grado de libertad j 

c 

matriz diagonal de C n 

f vn 

valor maximo de f y „(0 

C„ 

amortiguamiento generalizado 

fvn(0 

fuerzas laterales estaticas equiva¬ 


para el n-esimo modo 


lentes, modo n 

r 

'-'nr 

elemento de C 

f 9n 

valor maximo de f ft ,(0 

D„(t) 

deformacion del n-esimo modo 


pares de torsion estaticos equiva¬ 


de un sistema de 1GDL 


lentes, modo n 

D n (t) 

respuesta de velocidad relativa. 

h 

altura de un marco de un nivel; 


n-esimo modo de un sistema 


altura de entrepiso 


de 1GDL 

\ 

altura del y'-esimo nivel 

D„i(t) 

D n (t) debida a ii g i(t) 

K 

altura modal efectiva, modo n 

Dno 

valor maximo de /)„(/) 

hit) 

funcion de respuesta al impulso 

ej 

error en la respuesta estatica; norma 


unitario 


de error de la ecuacion (15.5.3) 

h(0 

vector de funciones de respuesta 

E 

modulo de elasticidad 


al impulso unitario 

El 

rigidez a la flexion 

Kit ) 

hit) para la deformacion del 

f 

matriz de flexibilidad 


n-esimo modo de un sistema 

f D’ f/j(0 

fuerzas de amortiguamiento 


de 1GDL 

fDj 

fuerza de amortiguamiento en el 

/ 

segundo momento de area 


grado de libertad j 

I 

matriz identidad 

fij 

coeficiente de influencia de la 

h 

7 para una viga 


flexibilidad 

Ic 

7 para una columna 

f/ 

fuerzas de inercia 

10 

matriz diagonal: Ijj = 7 0j 

/« 

fuerza de inercia en el grado 

1 0j 

momento de inercia del y'-esimo 

de libertad j 

nivel alrededor de 0 
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I* 0n definido por la ecuacion 

(13.3.10) 

J numero de vectores de Ritz 

k matriz de rigidez 

k k - /.im 

k definida por la ecuacion 

(15.3.4) ; matriz de kjj en la 
ecuacion (18.1.4) 

k,i matriz de rigidez del marco A 

en el grado de libertad global 
k,, matriz de rigidez elemental en 

los grados de libertad globales 
del elemento 

k vea la tabla 16.3.1, ecuacion 

(16.3.5) 

k, matriz de rigidez elemental 

en las coordenadas locales 
del elemento 

kg g /-esima columna de k. gg 

k, matriz de rigidez del marco i 

en el grado de libertad global 
k; vea las tablas 16.3.1 y 16.3.3 

kjj coeficiente de influencia de la 

rigidez 

kj rigidez del y-esimo entrepiso 

kfr matriz de rigidez condensada 

ky matriz de rigidez tangente; vea 

la tabla 16.3.3 

k xi , k y i rigidez lateral del marco i en 
las direcciones x y y 

k xi , k yi matriz de rigidez lateral del 

marco i en las direcciones x y y 
k y rigidez lateral del marco A 

k;ty, k cfl , k„ v , submatrices de k 

matriz diagonal de K n 
vea las tablas 16.2.1 y 16.2.2 
rigidez generalizada, modo n 
L longitud de la viga; longitud 

del elemento finito 

L h n vea la ecuacion (13.2.3) o 

(17.6.2) 

L? n vea la ecuacion (13.2.9b) o 

(17.6.17) 

L„i definida por la ecuacion 

(13.5.3) 


m 

ill 

lit 


m(x) 

m ( 


nip 


M 

M(x,t) 

M b 

Mbn(0 

M bn (t) 

Kn 


Kn 


Mj 

M st 

in 

M„ 

M* 

N 

N d 

N e 

N„ 


O 

P 

P 

P 


masa de un sistema de 1GDL 
matriz de masa 
definida por la ecuacion 
(15.3.4); matriz de m (/ - en la 
ecuacion (18.1.4) 
masa por unidad de longitud 
matriz de masa elemental en 
los grados de libertad globales 
del elemento 

matriz de masa elemental en 
las coordenadas locales del 
elemento 

coeficiente de influencia de la 
masa 

masa en el j-6 simo grado de 
libertad o y-esimo nivel 
matriz de masa para el grado 
de libertad u, 
matriz diagonal de Mj 
momento flexionante en un 
sistema de masa distribuida 
momento flexionante en la 
base 

Mbit) debido al modo n 
M b (t) debido al modo n 
n-esima respuesta estatica 
modal Mb 

n-esima respuesta estatica 
modal M b 

momento de volteo del i-esimo 
nivel 

n-esima respuesta estatica 
modal Mj 

masa generalizada, modo n 
masa modal efectiva, modo n 
numero de grado de libertad 
numero de modos que respon- 
den dinamicamente 
numero de elementos finitos 
Numero de desplazamientos 
del terreno (o del apoyo) 
matriz nula 
fuerza externa 
fuerzas externas 
vector de pi en la ecuacion 
(18.2.6) 
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p(k) polinomio en k 

p e vector de fuerza elemental en los 

grados de libertad globales del 
elemento 

p e vector de fuerza elemental en las 

coordenadas locales del elemento 
p cf fuerza sfsmica efectiva 

p ef vector de fuerza sfsmica efectiva 

p fuerzas en los apoyos 

p s ? (r) fuerzas cuasi-estaticas en los 

apoyos 

Pj fuerza externa en el /-csimo gra- 

do de libertad o el y-esimo nivel 
p a valor maximo de p(t) 

p, fuerzas externas en el grado 
de libertad u, 

P(0 <S> T p(t) 

P(r) vector de P n (t) 

P, definida en la tabla 16.2.1 

P n (t) fuerza generalizada, modo n 

q vector de coordenadas modales 

q, coordenadas modales en el 
instante i 

q n {t) n-esima coordenada modal 

r radio de giro 

r(t) cualquier cantidad de respuesta 

r a (t), r b (t ) cantidades de respuesta 
r ao , r bo valores maximos de r a (t), r b (t) 

r an > r h n n-esimas respuestas modales 

estaticas r a y r b 

r a proyeccion de la trayectoria de la 

respuesta en la direccion a 
r an o , r bno valores maximos de r an (t), r bn (t) 
r aho termino cruzado entre las res¬ 

puestas r a y r h en la ecuacion 
(13.10.4) 

r as , r bs respuestas r a , r b debidas a las 

cargas estaticas iniciales 
r cr respuesta crftica; mayor valor 

de r(9) 

r n valor maximo de r n (t) 

r n n-esimo factor de contribucion 

modal 

r n (t) rit) debido al modo n 

r no valor maximo de r n (t) 

r„ valor maximo de rit) 

r st respuesta estatica a las fuerzas s 


r st 
' n 

r x , r y , r z 

^xy 

/r-esima respuesta estatica modal 
respuesta maxima r debida a 
los componentes x,yyz del 
movimiento del terreno 

termino cruzado entre las 
contribuciones de la respuesta 
modal ar x y r y 


Rdn 

factor de amplificacion dinamica 
del w-esimo modo de un sistema 

R O') 

vector de fuerza residual despues 
del /'-csimo ciclo de iteracion 

s? S a , Si 

distribuciones espaciales de p(?) 

s jn 

y-esimo elemento de s„ 

s jyn 

y-esimo elemento de s v „ 

S jOn 

y-esimo elemento de s Bn 

S „ 

definido por la ecuacion (12.8.4) 
o(13.1.6) 

sjx) 

definido por la ecuacion (17.6.4) 

Syn> 

subvectores de s„ 

t 

variable de tiempo 

td 

duracion de una fuerza de pulso 

T b 

par de torsion en la base 

Tbn 

valor maximo de T bn (t) 

'T’St 

1 bn 

/z-esima respuesta estatica modal 

T b 

Tbn(t ) 

T, 

T b {t) debido al modo n 

par de torsion del i-esimo nivel 

T in it) 

Tj{t) debido al modo n 

TP St 

1 bn 

n-esima respuesta estatica modal 

T 

T 

± n 

1 i 

n-esimo periodo natural (no 
amortiguado) 

U 

desplazamiento o deformacion 

u 

vector de desplazamiento 

u (fi 

u despues de j ciclos de iteracion 

ii i 

velocidades en el tiempo i 

ii, 

aceleraciones en el tiempo i 

U nit) 

u(f) debido al par de modos de 


i/r„, i jr n ; u(t) debido al modo 0„ 

U 5 

desplazamientos cuasi-estaticos 

u' 

desplazamientos totales 

U A 

desplazamiento en el marco A 

U* 

desplazamientos laterales en x 

U xn(0 

u T (t) debido al modo n 

U e 

desplazamientos elementales en 
los grados de libertad globales del 
elemento 
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u g 

desplazamiento del terreno 
(o del apoyo) 

u * 

vector de desplazamiento del 
terreno (o del apoyo) 

u g 

aceleracion del terreno (o del 
apoyo) 

u gi 

1-6 simo desplazamiento del 
apoyo 

UgX’ Ugy, 

ii g Q componentes en x, y y 6 de la 
aceleracion del terreno 

Uj 

desplazamiento en el grado de 
libertad i 

U / 

desplazamientos laterales del 
marco i ; desplazamientos en el 
tiempo i 

u in 

u, debido al modo n 

U i 

valor maximo de lif t) 

u j(t) 

desplazamiento relativo en el 
grado de libertad j o el nivel j 

u s . 

J 

desplazamiento cuasi-estatico 
en el grado de libertad j 

u j 

desplazamiento total en el 
grado de libertad j o el nivel j 

Ujn 

valor maximo de Uj n (t) 

u st 

jn 

H-esima respuesta estatica 
modal Uj 

Mjnif) 

ujit ) debido al modo n 

U jx ’ u jy 

desplazamientos del CM del 
nivel j a lo largo de los ejes xy y 

Ujyn 

valor maximo de Uj yn (t) 

u je 

rotation del nivel j alrededor 
del CM 

Uj6n 

valor maximo de Ujg„(t) 

u „ 

valor maximo de u„(t) 

u st 

n 

n-esima respuesta estatica 
modal u 

U n (X, t ) 

u(x, t) debido al modo n 

Unix) 

w-esima respuesta estatica 
modal u(x) 


grado de libertad dinamico 

Mxf My 

desplazamientos del CM en x y y 

Simbolos griegos 


a direction arbitraria en el espacio de 
respuesta; fraction utilizada en la 
ecuacion (13.11.13) 


Utx, 

componentes en x, y y 9 de la 
aceleracion total 

U> 

desplazamientos laterales en v 

Uy„(() 

Uy(f) debido al modo n 

Uo 

grado de libertad con masa cero 

U5n 

n-esimo factor de contribution 
modal para m 5 

Ug 

rotation alrededor del CM 

Uf ) 

rotaciones de nivel 

UftXO 

u fl (0 debido al modo n 

Vix,t) 

fuerza cortante transversal en 

un sistema de masa distribuida 

v b 

valor maximo de 14 (f) 

v b 

cortante basal 

Vbit) 

cortante basal 

K 

14 debida a las fuerzas s 

Vbn 

valor maximo de V b „(t) 

Vbn 

n-esimo factor de contribution 
modal para Vj 

Vbnit) 

14 (f) debida al modo n 

Vbn (0 

Vbit ) debida al modo n 

Kn 

n-esima respuesta estatica 
modal 14 

K 

n-esima respuesta estatica 
modal Vb 

Vbo 

V, 

valor maximo de 14 (f) 
valor maximo de V,(f) 

Viit) 

cortante en el i-esimo entrepiso 

yst 

in 

n-esima respuesta estatica 
modal Vi 

x,y 

coordenadas cartesianas 

Xi, y t 

definen la ubicacion del marco i 

X; 

vector de iteration 

y« 

vector caracterfstico de A; defi- 
nido por la ecuacion (14.4.10) 

z 

vector coordenadas 
generalizadas 


coordenadas generalizadas 

Zn 

vector caracterfstico 

0 

vector de ceros 

1 

vector de unos 


ofi n definida en las ecuaciones (14.8.8) y 
(14.10.17) 

P parametro en el metodo de Newmark 
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Pin 

a>i/co n 

h 

vector de influencia para u g/ 

Pn 

vea las ecuaciones (14.2.7), 

K 

constante de esfuerzo cortante 


(14.7.5) y (14.10.8) 

>4X) 

cociente de Rayleigh 

PI 

vea las ecuaciones (14.3.4), 

A.W 

estimacion del valor caracteristico 


(14.8.2) y (14.10.10) 

X 

valor caracteristico 

Y 

parametro en el metodo de 

Xn , X n 

par complejo conjugado de valores 


Newmark; factor de intensidad 


caracterfsticos 


del movimiento del terreno 

X 

X —fi 

Yn 

vea las ecuaciones (14.2.7), 

X n 

n-csimo valor caracteristico 


(14.7.5) y (14.10.9) 

A 

relacion de masa del amortiguador 

Yn 

vea las ecuaciones (14.3.4), 


de masa resonante; cambio del 


(14.8.2) y (14.10.12) 


espectro de valor caracteristico 

r„ 

vea la ecuacion (12.8.3) o 

Ay 

elemento de pt definido en la ecua¬ 


(13.2.3) 


cion (13.11.1) 

Q 

definido por la ecuacion 

A 

matriz de covarianza 


(13.5.3) 

Pin 

coeficiente de correlacion cruzada 

8u(x ) 

desplazamiento virtual u(x) 


para los modos i y n 

8nj 

desplazamiento virtual iij 

4>jn 

7 -esimo elemento de (p n 

8W e 

trabajo virtual externo 

4>jyn . 4>j0n 

_/'-esimos elementos de <j> yn y 

8W, 

trabajo virtual interno 

4>n(x) 

n-csimo modo natural de vibracion 

SO) 

funcion delta de Dirac 

4>n(x) 

aproximacion a cf> n (x) 

A J 

valor maximo de A j(t) 

<Pn 

aproximacion a <p n 

A/0 

deformacion o distorsion del 

<t>n 

/i-csimo modo natural de vibra¬ 


7 -esimo entrepiso 


cion; parte de i/r„ con valor real 

X 

vector de coordenadas genera- 

4> 4>en 

subvectores de 4> n 


lizadas en la ecuacion (15.3.5) 

«I> 

matriz modal 

Xn 

parte con valor imaginario de i/r„ 

* 

vector caracteristico con valo¬ 

At 

paso de tiempo 


res complejos, vea la ecuacion 

Au« 

cambio en u, y-esimo ciclo 


(14.5.3) 


de iteracion 

^ n 

n-csimo vector caracteristico 

A j n {t) 

A j(t) debido al modo n 


(valores complejos) 

A Jn 

valor maximo de A ; „(r) 

Ip 

(iAi i/2 ■■■ ifj) 

e R ! £ h> e w 

tolerancias en la ecuacion 

^ (x) 

(VriOO ifi(x) ■■■ fN(x)) 


(16.3.8) 

fix ) 

funcion de prueba, de Ritz o de 

4 , 4 , 4 

tolerancias en la ecuacion 


forma; funcion de interpolacion 


(16.3.9) 


del elemento finito 

E in 

definido por la ecuacion 

fo{x) 

funcion de interpolacion de una 


(13.7.7a) 


viga 

Kn 

fraccion de amortiguamiento 

ifj 

vector de forma o vector de Ritz 


para el n-esimo modo 

fn 

definido por la ecuacion (14.4.12) 

4 

definida por la ecuacion 

CO 

frecuencia de excitacion 


(13.7.7b) 

(O n 

«-esima frecuencia natural (no 

e 

angulo de incidencia 


amortiguada) (rad/s) 

e cr 

angulo critico de incidencia 

K 

cl>„ de una viga considerando los 

° g 

rotacion del terreno alrededor 


efectos de la inercia rotacional y la 


de un eje horizontal 


fuerza cortante 

L 

vector de influencia, matriz de 


aproximacion a u> n 


influencia 

n 2 

matriz espectral 
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PARTE III: CAPITULOS 19-23 
Si'mbolos romanos 


A 

ordenada del espectro de pseudo- 

q 

factor de comportamiento sismico, EC 


aceleracion 

q' 

factor de reduccion sismica, EC 

An 

A/g maxima, RCDF 

Q 

factor de comportamiento sismico. 

A y 

A para un sistema en cedencia 


RCDF 

c 

coeficiente de amortiguamiento del 

Q' 

factor de reduccion sismica, RCDF 


sistema de base fija 

R 

factor de modificacion de la 

Cb 

coeficiente de amortiguamiento del 


respuesta, IBC 


sistema de aislamiento 

r 

coeficiente en C e , RCDF 

c f 

matriz de amortiguamiento del 

R d 

factor de modificacion de la fuerza. 


sistema de base fija 


NBCC 

C 

coeficiente dependiente del periodo, 

Ro 

factor de modificacion de la fuerza 


IBC 


relacionado con la sobrerresistencia, 

C e 

coeficiente sismico elastico 


NBCC 

c s 

coeficiente sismico 

s,? 

definida por la ecuacion (20.7.2) 

ej 

error en la respuesta estatica 

T b 

periodo de aislamiento 


(ecuacion 19.7.1) 

T b ,T c 

. periodos que definen la region espec- 

EI b 

rigidez a la flexion en vigas 


tral de A constante 

EI C 

rigidez a la flexion en columnas 

Tf 

periodo natural del sistema de base fija 

fjn 

fuerza lateral: nivel j, modo n 

T n 

periodo natural del sistema de 1GDL; 

fy 

resistencia a la cedencia de diseno 


77-esimo periodo natural del sistema 

Fj 

fuerza lateral de codigo en el nivel j 


de VGDL 

Fsn 

definida por la ecuacion (20.6.12) 

F nf 

77-esimo periodo natural del sistema 

F, 

fuerza lateral adicional en el nivel 


de base fija 


superior, NBCC 

u b 

deformacion del aislador 

h 

altura de entrepiso 

14 bn 

u b debido al modo n 

h J 

altura del y-esimc nivel 

„ St 
U bn 

77 -esima respuesta estatica modal u b 

I 

factor de importancia, IBC y NBCC 

Uj 

desplazamiento del i-csimo nivel 

.]. J, 

factores de reduccion para los 


debido a las fuerzas Fj (j = 1, 2,..., AO 


momentos de volteo 

u jm 

max | uj (r)| para un sistema inelastico 

k 

rigidez lateral del sistema de base fija 

u rn 

desplazamiento del techo, 77 -esimo 

k b 

rigidez lateral del sistema de 


modo 


aislamiento 

U y 

desplazamiento de cedencia 

k f 

matriz de rigidez del sistema de base 

v b 

cortante basal 


fija 

v£ l \ 

Vp) dos partes de V b , RCDF 

k i 

rigidez del y-esimo entrepiso 



L b 

longitud de vigas 

Vby 

valor de resistencia a la cedencia de V b 

4 

longitud de columnas 

Vby 

valor normalizado de V by 

m 

masa concentrada del sistema de base 

Vj 

cortante en el 7 -esimo entrepiso 


fija 

Vjy 

resistencia a la cedencia del y-esimo 

m b 

masa de una losa en la base 


entrepiso 

m< 

matriz de masa del sistema de base fija 

w 

peso de un sistema de 1GDL 

M v 

factor de los modos superiores. 

Wi 

peso en el i-esimo nivel 


NBCC 

W 

peso total del edificio; carga muerta to¬ 

OS 

factor de sobrerresistencia, EC 


tal y porcion aplicable de otras cargas 
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Notacion Apendice B 


Simbolos griegos 


01, /3 

coeficientes en el ajuste del error por 

P 

factor de ductilidad 


mmimos cuadrados de la curva 14-7j 

<Pn 

n-esimo modo natural de vibration 

A; 

deformacion o distorsion del /-csiino 


del sistema lineal correspondiente 


entrepiso 

<Pnf 

n-esimo modo del sistema de base 


valor maximo de A 7 (t) para un siste- 


fija 


ma inelastico 

4>rn 

elemento de techo de 

K 

fraccion de amortiguamiento 

0)f 

frecuencia natural del sistema de base 

4 

f del sistema de aislamiento con 


fija 


construction rlgida 

(O n 

n-esima frecuencia natural de vibra¬ 

O’ 

f para el sistema de base fija 


tion del sistema lineal correspondiente 

w 

f para el ?!-esimo rnodo del sistema 




de base fija 



APENDICE A 



Simbolos romanos 



c 

coeficiente de amortiguamiento 

P(co) 

transformada de Fourier de p(t) 

hit ) 

respuesta al impulso unitario 

Pj 

coeficiente de Fourier (con valor 

Hj 

H(a)jY, vea la ecuacion (A.5.7) 


complejo) para pit) 

H(aj) 

respuesta compleja en la frecuencia 

Pj 

complejo conjugado de Pj 

H u {w) 

respuesta compleja en la frecuencia 

td 

duration de la excitation 


para u(t) 


duration de la vibration fibre 

k 

rigidez 

Pn 

periodo natural (no amortiguado) 

m 

masa 

To 

periodo de extension periodica de pit) 

M 

numero de armonicos en una serie 

u 

desplazamiento; deformacion 


truncada 

u(t) 

respuesta “exacta” 

N 

numero de instantes de tiempo con 

u{t) 

respuesta de estado estacionario me- 


espacios iguales 


diante el metodo de la transformada 

P 

fuerza externa 


discreta de Fourier 

Pn 

P(t n ) = P(n At) 

(^st)o 

deformacion estatica debida a p„ 

Po 

amplitud de p{t) 

Uj 

vea la ecuacion (A.2.8) o (A.5.8) 

Simbolos griegos 



Pi 

ja>o/a>n 

(0 D 

frecuencia natural (amortiguada) 

«(■) 

funcion delta de Dirac 


(rad/s) 

5 f 

intervalo de muestreo 

(Oj 

jot 0 


fraccion de amortiguamiento 

^max 

frecuencia de Nyquist; vea la 

*) 

coeficiente de amortiguamiento inde- 


ecuacion (A.5.5) 


pendiente de la frecuencia 

(0„ 

frecuencia natural (no amortiguada) 

v(t) 

solution correctiva 


(rad/s) 

CO 

frecuencia de la excitation (rad/s) 

(Oq 

2jr/7’o 



Respuestas a problemas 
seleccionados 


Capitulo 1 


1.1 k e = k\ + kj', mil + k e u = p{t) 
(k\ + 


1.3 k, = 


k\ + + &3 


; mil + k e u = p(?) 


3 g /3 g 

!.5 9 + -| 9 = 0;«. = ^f 

m R~ - nd 4 G 

i.8 —e +- e = o 

2 32L 

w 3 El 

1.10 — ii -\ - —u = 0 

[k^ £(48£7/L 3 ) 

1.12 &>„ = ,/ — k e = -- 

Vm £ + 48£7/L 3 

/ 120 EI c \ 

1.15 mu + I ff “^ 3 “ ) M = 

/ E/ c \ 

1.16 mii + I 2-—^- 1 u = p(t ) 


1.17 


/ .. / ^A£\ 

iiijc + I V2- I u x = 0; miiy + I V2- )w y = 0 

A ) V h J 
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Apendice C 



Capi'tulo 2 


2.1 u) — 40 lb; k — 16.4 lb/pulg 

2.2 u(t) = 2cos(9.82/) 

2.4 u(t) = 0.565 sen(60.63 1) pulg 


2.5 u{t) = —— (1 — cos co n t) + 


k 



2.7 El = 8827 lb-ft 2 
2.11 71096 = 0.366/£ 

2.13 (a) T n = 0.353 s; (b) £ = 1.94% 

2.14 (a) c = 215.9 lb-s/pulg, ^ = 1500 lb/pulg 

(b) f = 0.908 

(c) a> D = 5.28 rad/s 

2.15 k = 175.5 lb/pulg; c = 0.107 lb-s/pulg 

2.16 co n = 21.98 rad/s; £ = 0.163; co D = 21.69 rad/s 

2.17 T d = 0.235 s, £ = 0.236% 

2.19 1.449 pulg, 1.149 pulg 

2.20 0.536 pulg; 8 ciclos 

Capi'tulo 3 

3.1 m = 6.43/g lb/g; k = 10.52 lb/pulg 

3.2 £ = 0.05 

3.3 £ = 0.0576 

3.5 u 0 = 2.035 x 10~ 3 pulg; ii 0 = 0.0052g 

3.10 £ = 9.82% 

3.11 £ = 1.14% 

3.12 (b) <5 st = 0.269 pulg 

3.13 474.8 lb 
3.15 11.6 kips/pulg 

3.17 Error = 0, 0.9, y 15% en / = 10, 20, y 30 Hz, respectivamente 
3.19 / < 20.25 Hz 

3.21 / > 2.575 Hz 
3.25 0.308 pulg 
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3.26 (a) p(t) = ^ 


4 Po ST' 

r 2 

7=1. 3, 5, 


7T- 


1 

cos j« 0 t 

r 


u(t) 1 4 “ 1 

Pj — jtoo/co n , y Pj ^ 1 

(c) Dos terminos son adecuados. 


Capitulo 4 


4.9 (a) 


«(0 

(^st)o 


= 1 




COS (Opt 


i/w 5 


: sen&i/jr 


(b) = 1 + expC-n^/yi - £ 2 ) 

(^st)o 

4.12 u a ~ 12.2 pulg; no — 6.1 pulg 

4.17 n c = 0.536 pulg; er = 18.9 ksi 

4.18 u a = 2.105 pulg; a = 37.2 ksi 
P, 


4.23 n Q 

4.24 


4 <n„fi 

— sen sen - 

k o) n 1 1 2 


U„ 47T t/ 

—— -—; error = 5.9% 

(n st ) 0 3 T n 


4.26 (a) V b = 15.08 kips, M h = 1206 kip-pie; (b) el incremento de la masa tiene el efecto 
de reducir la respuesta dinamica. 


Capitulo 5 

5.2 Compare los resultados numericos contra la solucion teorica de las tablas E5.la, b. 

5.4 Compare los resultados numericos contra la solucion teorica de la tabla E5.2. 

5.8 Compare los resultados numericos contra la solucion teorica de la tabla E5.3. 

5.9 Compare los resultados numericos contra la solucion teorica de las tablas E5.1a, b; 

los resultados numericos tienen un error grande, pero la solucion es estable. 

5.11 Compare los resultados numericos contra la solucion teorica de la tabla E5.4. 


Capitulo 6 


6.4 D = — ^2 t„ exp I — 


2jt 


v / W i 


: tan 


-iVw 3 


2jt (2j rV 

V = —D ; A = — ) D 

Tn \T„) 


6.10 u a = 1.91 pulg; a = 38.2 ksi 
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6.11 (a) u 0 = 14.1 pulg, Vbo = 56.2 kips 

(b) u a = 9.93 pulg, Vb 0 = 79.5 kips 

(c) u a = 14.1 pulg, Vbo = 112.4 kips 

6.14 (a) u 0 = 0.674 pulg, M = 40.65 kip-pie; (b) u a = 2.7 pulg, M = 81.30 kip-pie 

6.16 (a) u a = 0.316 pulg, M = 18.3 kip-pie 
(b) U 0 = 0.101 pulg, Prefuerzo = 3.53 kips 

6.17 u 0 = 1.3 pulg, M corto = 60.39 kip-pie, M largo = 15.1 kip-pie 

6.18 u a = 3.86 pulg; momentos flexionantes (kip-pie) en las columnas: 569 en la base y 
244 en la parte superior; momentos flexionantes (kip-pie) en la viga: 244 en am- 
bos extremos. 

6.19 uo = 11.1 pulg; momentos flexionantes (kip-pie) en las columnas: 0 en la base y 428 
en la parte superior; momentos flexionantes (kip-pie) en la viga: 428 en ambos extre¬ 
mos. 

6.20 u a = 0.76 pulg; esfuerzos en la base de la columna: esfuerzo flexionante debido al 
sismo = 19.06 ksi; esfuerzo axial debido a las fuerzas del sismo y la gravedad = 3.28 
ksi; esfuerzo total = 22.34 ksi. 

6.22 Desplazamientos en esquinas = 0.582 pulg, 0.388 pulg; par de torsion en la base = 
58.2 kip-pie; momentos flexionantes en la parte superior y la base de cada columna: 
My = 5.24 kip-pie, Mx = 2.33 kip-pie. 

6.23 (b) A(T„)/g = 0.5 para T n < ^ s; 12.28 T°- 916 para^ < 7„ < 2 s; 1.83 para 2< 7„ < 
0.623 s; 1.14 T~ l para0.623 < T n < 3.91 s; 4.467“ 2 para3.91<7„< 10 s; 
24.497,“ 2 74 para 10 < 7„ < 33 s; y 1.847,“ 2 para 7„ > 33 s 

Capitulo 7 


(a) 

T 

1 n 

= 0.502 

s. 


= 2% 

(b) 

no 





(c) 

T 

1 n 

= 0.502 

s, 


= 2% 

(d) 

fy 

= 0.323. 

,Ry 

= 

3.09 

M = 

l. 

44,3.11, 

y7.36 



7.6 A y (T„y g = 0.5 para7„ < ^s; 1.687,[ ) - 348 para^< T n < ^ s; 0.818 para 2 < 7„ ^ 
0.465 s; 0.3807,” 1 para0.465<7,, <3.91 s; 1.4877„“ 2 para 3.91 < T n < 10 s; 
8.167,, -2 74 para 10 < 7„ < 33 s; y 0.6147 ~ 2 para 7„ > 33 s 


M 


T„ = 0.02 s 

T n 

= 0.2 s 

T n 

= 2 s 

fy/w 

U m (pulg) 

fy/w 

Um (Pulg) fy/w 

U m (pulg) 

1 

0.50 

1.955 X 10“ 3 

1.355 

0.530 

0.448 

17.57 

2 

0.50 

3.910 X 10“ 3 

0.782 

0.612 

0.224 

17.57 

4 

0.50 

7.820 X 10“ 3 

0.512 

0.801 

0.112 

17.57 

8 

0.50 

15.640 X 10“ 3 

0.350 

1.095 

0.056 

17.57 


7.7 
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Capi'tulo 8 


_ _ 103 wL 2 _ ~ kL 2 9L 

8.2 (a) 1710 + c9 +k0 = p(t), m = -, c = c,k = -, p(t ) = — p(t) 

64 4 8 


12x 


e sen coot 


(b) co„y/T6kJT03m , £ = 8c/V 103£«zL 4 ; (c) u(x,t) = 

\ 03 m Leo i) 

■ ~ inL 3 cL 3 ~ £L 3 L 2 

8.4 (a) + c9 + kG = p(t)\ m = ——; c = —; p(t) = — p(t) 

12 12 12 6 

_ _ _ m 

8.5 z — deflexion vertical del extremo inferior del resorte; mi + c 'z + kz = p(t); m = —; 

c ~ k 2 

c= -;A: = -;p(0 = -tMO 

8.7 (a) V a (L/2) = 1426 kips, M 0 {L/2) = 0.2399 x 10 6 kip-pie, V bo = 1739 kips, 
Mto = 0.7368 x 10 6 kip-pie; (b) u a (L) = 25.1 pulg 

8.9 (a) V 0 (L/2) = 216 kips, M 0 (L/ 2) = 3.629 x 10 4 kip-pie, Vbo = 263 kips, 

Mbo = 11.15 x 10 4 kip-pie 
(b) u a (L) = 3.79 pulg 

8.10 U\ 0 = 0.519, u 2o = 0.830, n 3o = 0.934 pulg; V 3 „ = 41.2, V 2o = 114.4, V bo = 160.2 
kips; M 2o = 494, M\ a = 1867, M bo = 3789 kip-pie 

8.12 U \ 0 = 0.312, u 2o = 0.624, m 3o = 0.935 pulg; y 3o = 48.2, V 2o = 112.4, V lo = 144.5 
kips; M 2o 578, M\ 0 = 1927, M ho 3661 kip-pie 

8.15 Desplazamientos de piso (pulg) = 1.34, 2.39, 3.39, 3.98,4.28 
Cortantes por nivel (kips): 38.5, 110, 171, 214, 238 
Momentos de volteo en los pisos (kip-pie): 462, 1782, 3833, 6399, 9255. 

8.17 con = 0.126^EI/mL 3 

8.18 (b) w\ = -y/2.536 k/m, = {1 0.366 ) r ; co 2 = ^9.464k/m, ij/ 2 = ( 1 —1.366 ) T 

7r 4 £7/32L 3 


8.19 co 2 = 


- I —=---=r si i{/(x) = 1 — cos 

Vm[l + (7T 2 /16)(i?/L) 2 ] 2L 


1.657 El 

8.20 co„ = ——v — 

L- V m 

8.21 co n = 20.612 rad/s 

8.24 co n = 20.628 rad/s 

2 p 0 1 

8.25 u(L/2, t) = — — 

nm coz 


1 - 


CO~ 7T V 

„ - - -rCOS - 1 + 

.^2 — (-rri) / T ^2 | 


(: ttv/L ) 2 


col - (xv/Ly 


co- - (ttv/L)- 


COS (O n t 


u(L/2, t) = — L \2- 


nm cot, 


1 - 


co : 


col - ( Ttv/L) 2 _ 


t <L/v 

cos co n (t — td) 


(ttv/L)- 


col - (ttv/L)- 


COS (On t 


t >L/v 
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Capitulo 9 


mL 

~Y 


9.2 


9.4 


9.6 


9.9 m 


u i 

ii 2 


+ 


162 EI 
5 L 3 


-7 


-7 


M, 

m 2 


Jpi(01 

1 P2(t) J 


m 

'2 

r 

EI 

28 

-10' 

m = — 

6 

1 

2 

k= zJ 

-10 

4 


0.5 


Ml 

M 2 


El 

+ ~V 


37.15 -15.12 

-15.12 10.19 


U\ 

u 2 


Jpi(O) 

1 Pl(t) I 


1 


0.5 


9.11 m 


1 


1 


0.5 J 


I 

[“■ ] 

EI 


u :- 

CO 

1 ^ 

+ 

J 

n 3 

L 

I 

\ U J] 

EI ' 




J 

m 3 

L 


40.85 

-23.26 

5.11- 

? Ml | 

r pdt) 

-23.26 

31.09 

-14.25 

m 2 

= \ pi(t) 

5.11 

-14.25 

10.06. 

l m 3 J 

y P3(t) 



1 P i(0 ) 

= MO 
l PiU) i 


r 33.36 -14.91 1.94- 

15.96 -5.49 
L(sim) 3.92. 

9.13 u = ( M! m 2 m 3 ), donde M! es el desplazamiento horizontal de las masas y m 2 y n 3 son 
los desplazamientos verticales de las masas derecha e izquierda, respectivamente. 

mii + ku = p e f (?) 

28 
6 

-6 


m = m 


1 


1 


k = 


3£7 

10L 3 


6 

7 

3 


-6 

3 

7. 


• Pef (0 = -m iu g (t) 


i T = 


(1 

<0 

V2 


0 0) para u g (t) = u gx {t ) 

1 1} para M ? (t) = u gy (t) 

^) P ara = “«m(0 

(“A A ^)para u g {t) = u gbc {t) 

{—L L — L) para = u g g(t) 

9.15 mii + ku = p ef (t) 



- 2/3 

-1/6 

1/2- 


- 5 

-2 

2- 

m = m 

-1/6 

2/3 

-1/2 

,k = k 

-2 

5 

-2 


. 1/2 

-1/2 

1 . 


. 2 

-2 

6. 


[mif = 


, Pef (0 = -m I'uAt) 


m( 1/2 1/2 0) para el movimiento del terreno en la direccion x 

m( 1/2 —1/2 1) para el movimiento del terreno en la direccion x 

m (l/\/2 0 1/ \/5) para el movimiento del terreno en la direccion d-b 


9.16 mii + ku = p e f (?) 



-1 

0 

0 - 



-6 

0 

0 - 

m = mi 

0 

1 

6/2 

, k 

= k 

0 

6 

26 


.0 

6/2 

56 2 / 12. 



.0 

26 

76 2 /2_ 


[mi] = 


Pef (?) = -millAt) 


m( 1 0 0) para el movimiento del terreno en la direccion x 

m (0 1 6/2) para el movimiento del terreno en la direccion x 

m ( 1/V2 1/ V2 6/ 2 V2) para el movimiento del terreno 

en la direccion d-b 
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9.18 


mii + ku = — mi.M„(f) 



-i 

El 

"0.9283 

0.9088 

0.2345 - 

m = m 

i 

i. 


_ symm 

1.4294 

0.2985 

0.3234. 


(1 0 0) para el movimiento del terreno en la direccion x 

(0 1 0) para el movimiento del terreno en la direccion y 

(0 0 1) para el movimiento del terreno en la direccion z 

(i/V3)<i l 1} para el movimiento del terreno en la direccion a-d 


9.20 mu 

9.21 


6 El 


-u = 


-m 


< 1/2 1 / 2 ) 


L 3 

mii + ku = — mtu g (t) 


Ugl (0 1 

Ug2 (0 J 


u = 


Ml 

M2 


,U ? = 


_ I 


U g 2 


rn = m 


'1 

6 El 

" 176 

-48' 

1 

'266 

182 ' 

1 

’ k ~ 7L 3 

48 

176 . 

’ L ~ 448 

42 

-42 


9.22 mii + ku = —mtii„(t) 


_ I 


u = 


Ml 

M2 


,U„ = 


U g 2 


m = m 


'1 

6EI 

'128 

O' 


'0,5 

0.5' 

1/2 J 

’ k_ 7L 3 

0 

140 

, L — 

0.3 

-0.3 _ 


9.23 mii + ku = — miii g (f) 

U 1 = ( U x My Ug ) 


u T = (u s 


M gb 



-i 


1 

o 

o 

^1- 
1_ 

m = m 

i 

II 

a 

0 4 0 


b 2 / 6. 


.0 0 2b 2 . 


1 

l— — 

4 


,-l/b -l/b 1 /b 

9.25 mii + ku = -muig(t) 


1 

0 

l/b. 


,u, 


_ J «*i 

U g 2 


v 1 

M-gd ) 


m = 


3.624 

o 

II 

'0.9359 

0.7701' 


0.6035 

0.3965' 

1.812 

0.7701 

1.5088 

, L — 

-0.2143 

1.2143 


Capitulo 10 

10.3 (a) Mi(t) = 0.5 cosnjit + 0.5 cosc^t; M 2 <t) = 0.5 cos®it — 0.5 cos® 2 t 
10.6 (a) co\ = 3.150y / EI/mh\ co 2 = 9.052^/EI/mh\ 

<h = (l V2 ) T , <t> 2 = {l ~V2) T 
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10.7 (oi = \.91\fEI/mhfco 2 = 8.609 fEHmh i ,<p l = (0.919 1 > r , 

</) 2 = (-0.544 l) r 


10.8 (a) u\(t) = 1.207 cos u>\t — 0.207 cos co 2 t, u 2 (t) = 1.707 cos ant + 0.293 cos co 2 t 


10.10 coi = 2.401 f El/mh\co 2 = 7.193V EI/mh 3 

0i =(0.482 1 -0.490/ h - 0.490/ h - 0.304/ h - 0.304/ h) T 

02 = (-1.037 1 -0.241/A -0.241/A - 1.677/ h - 1.677/ h) T 

10.12 a> n = a n f EHmh 3 , a\ =2.241, 0:2 = 4.899, 013 = 7.14;0 1 =(0.314 0.686 l) r , 
02 = (-0.5 -0.5 l) r , 03 = (3.186 -2.186 1 f 


10.14 co n = a ny /EI/mh 3 , on = 1.423, a 2 =4.257, a 3 = 6.469; 0i = (0.7 0 .873 l) r , 
02 = (-0.549 -0.133 l) r , 03 = (1.301 -1.614 if 

1.2440 


2.4880 
0.935 1 


[ Wl(0 1 

1 f 

M 2 (0 

= 

l M 3 (0 J 

1 l 

r mi (o 1 

1 f 

1 m 2 (0 

= 

l m 3 (o J 

1 l 



-0.3333 


0.0893 1 

■ COS (D\t + ■ 

0 

0.3333 

■ cos co 2 t + • 

-0.1547 
. 0.1786! 


0.065 


10.16 (a) < u 2 (t) > = < 2.04 >coso>if + j —0.0448 loosest 


2.98 


0.0205 


10.23 (a) co„ = ( VnfEllmL 3 ; a„ = 0.5259, 1.6135, 1.7321, 


0! = j -1.9492 
l 1.9492 


02 — 


1.2826 

-1.2826 


[ Ml (t) j 


0.3969 


h-li 

0.6031 1 


(b) j u 2 (t ) > = < —0.7736 Icoswif + < 0.7736 >cosa> 2 f 


l u 3 (t) ) 


0.7736 


-0.7736 


10.24 = 5.96, 6.21, 10.90 rad/s 

0i = (0 2.0322 0.0033) 7 ', 02 = (2.071 0 0} r , 

03 = <0 -0.3988 0.0166) r 

10.28 (a) ton = <x,jEIImL 3 , ai = 0.4834, 0:2 = 0.4990, a 3 = 1.4827 


10.29-10.32 Compare contra los resultados exactos. 


Capitulo 11 


-0.824 -0.257 0 

11.1 c = (sym) 0.604 -0.110 , ? 2 = 0.0430 

0.229. 

0.848 -0.234 -0.023 

11.2,11.4 c = (sym) 0.628 -0.133 

0.252 
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Capi'tulo 12 

12.1 Mi(f) = (p 0 /k)(\.2QnC\ - 0.207C 2 ) sen cot, 

u 2 (t ) = (p o /A:)(1.707C 1 + 0.293 C 2 ) sencur, donde C„ = [l — (®/a>„) 2 ] 1 

p 0 /sencoit sen® 2 r\ 0.101 p 0 /senaur sen® 2 r 

12.4 ni(0 = — (-1-J,« 2 (0 = ———( 


925 


2m \ u> i 


®2 


®i 


®2 


12.5 (a) m x(/) = —(1 — 0.853cos®!? — 0.147cos® 2 f), u 2 (t) = 
k 

— (1 - 1.207 cos wit + 0.207 cos co 2 t) 
k 


„„ 2 UCi C 2 C 3 \ 2 /A P 2 P 3 \ 2 2 

12.9 m 3o -® po^— + — + — J + ^ + ,^-vuyo, 

donde p„ = 1.242 lb; K i = 131.16, AT 2 = 978.97, y 

A) 3 = 1826.80 kips/pulg; y C„ y V n son tal como se definieron en el ejemplo 12.5. 


12.16 


«*(?) 1 = | ) | L736 ( 1_cosl0 0 + I _\ [(-0.116)(1 -cos38.731); f^0.3s 


+ 


Mr) I = 11} [ 3 - 455cosl0 ( r _0 - 3) + 0.245 sen 10(r -0.3)] 

[-0.0483 cos 38.73(r - 0.3) + 0.09419 sen 38.73(r - 0.3)] ; t > 0.3 s 


2(0 } 

1 

-1 


12.18 Valores combinados de las fuerzas cortantes (en kips) y los momentos ilexionantes 
(en kip-pulg): 


V a = V b = 52.08; V c = V d = -58.16; V e = V f = 6.12 
M a =0; M b = M c = -2604; M d = M e = 306; M f = 0 


12.19 Uo 


0.133 

0.529 


pulg, ii 0 = 


83.125 


pulg/s 2 


330.63 

12.20 M bo = 948.8 kip-pulg, M do = —1902 kip-pulg 


12.24 (a) M(t ) = ^]M st M„[® 2 P„(r)], donde 


I\(t) = — 2 


1 


col 1 - (7//2k/) 2 


sen 7i 


t\ T n ( t 
— -sen 2 it — 


td J V T„J ] 


t < t d 


D n {t d ) 

D n ( t ) = D„ (t d ) cos w„ (r - t d ) H-sen co„ (t - t d )\ t > t d 


M st = —0.3125L; M x = 0.3414, M 2 = 0.6000, M 3 = 0.0586 


(b) M(f) = M st {p(t) + M x [® 2 L>i(0 - p(t)]} 
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Capi'tulo 13 

13.1 (a) si = m (0.854 0.604 ) T , s 2 = m (0.146 -0.104} 7 ' 

(b) ui(t) = 0.854Di(r) +0.146D 2 (0, w 2 (f) = 1.207Z>i(f) - 0.207 D 2 (t) 

(c) Vi(t) = 1.458mAi(0 + 0.042mA 2 (/), V 2 (f) = 0.604 mA^t) -0.104 mA 2 (t) 

(d) M b (t) = 2.062mhA\(t) — 0.062mhA 2 (t), M\(t) = 0.604mhA\(t) — 
0A04mhA 2 (t) 

13.2 (c) Valores maximos de las respuestas totales: u \ = 0.679 pulg, u 2 = 0.964 pulg, 

V b = 115.11 kips, V 2 = 49.56 kips , M b = 1959.25 kip-pie, M 2 = 594.65 kip-pie 

13.4 (a) Desplazamientos totales: u\(t) = 0.647 D\{t) + 0.353D 2 (t), 

u 2 = 1.341D 1 (r) -0.341D 2 (f) 

Rotaciones de los nudos en el primer y segundo pisos: 1 / 3 ( 1 ) = (1 /h)[— 0.657D] 
(O + 0.082D 2 (O], u 5 (t) = (1/A) [-0.407^(1) +0.572D 2 (l)] 

(b) Momentos flexionantes en la columna del primer piso: 

Parte superior: M a = mh [0.216Ai(l) + 0.0473A2(/)] 

Parte inferior: M b = mh [0.443/1 1 (t) + 0.0441 Ai(t)\ 

Momento flexionante en los extremos de la viga del segundo piso: 

Ma = M b = mh[—0.211 A\(t) + 0.0332A 2 (1)] 

13.5 (a) si = m (0.622 1.077 0.622) r , s 2 = m (0.333 0 -0.167) r , 

s 3 = m (0.045 - 0.077 0.045) r 

(b) m(f) = 0.6227)!(l) +0.333D 2 (l) +0.045D 3 (i), 
u 2 (t) = 1.077D,(/) -0.077D 3 (1), 

u 3 (t) = 1.244D X (0 -0.333D 2 (i) +0.089D 3 (l) 

(c) V, (?) = 2.321mA!(1) + 0.167mA 2 ( 1 ) + 0.012mA 3 (l), 

V 2 (t) = 1.699mA 1 ( 1 ) - 0.167mA 2 (l) - 0.0326mA 3 (l), 

V 3 (0 = 0.622mAi(l) -0.167mA 2 (l) + 0.045mA 3 (l) 

(d) Mf,(l) =m/t[4.642Ai(0 - 0.167A 2 (l) + 0.024A 3 (f)] 

13.7 Valores maximos de las respuestas totales: Mi = 0.580 pulg, u 2 = 0.957 pulg, u 3 = 
1.103 pulg, 14 = 189.3 kips, V 2 = 138.1 kips, V 3 = 52.2 kips, M b = 4321 kip-pie 
Mi = 2268 kip-pie, M\ = 627 kip-pie 

13.9 M* = 2.3213m, M* = 0.1667m, M'* = 0.0121m 
h\ = 2h, h* 2 = -h,h\ = 2 h 

13.11 (a) Desplazamientos de piso: u\(t) = 0.427 D\(t) + 0.377 D 2 (t) + 0.197D 3 (t), 
u 2 (t) = 1.007Di(f) +0.182ZMO -0.189D 3 (O, 

113 (f) = 1.352Di(f) -0.508£» 2 (f) +0.157D 3 (t) 

(b) Momentos flexionantes en la columna del primer piso: 

Superior = mh [0.301 A x {t) + 0.068A 2 (f) + 0.023A 3 (t)], 

M base = mh [0.753Ai(f) + 0.084A 2 (f) + 0.020A 3 (f)] 

Momentos flexionantes en los extremos de las vigas del segundo piso: 

M a = M b = mh [-0.541 Ai(t) + 0.057A 2 (t) + 0.003A 3 (f)] 

13.15 (a) si = m (0.849 0.594) r , s 2 = m (-0.849 0.406) 7 ' 
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(b) mi (0 = 0.283Dj (?) - 0.283Z> 2 (?), u 2 {t ) = 0.594Z+(?) + 0.406D 2 (?) 

(c) M fo (?) = 1.44377iLA 1 (0 - 0.443mLA 2 (f) 

13.17 (a) Si =777(1.985 -0.774 0.774 ) r , s 2 = m ( 3.015 0.774 -0.774 ) T , 

S3 = (0 0 0> r 

(b) 771(?) = 0.397Di(?) + 0.603Z) 2 (?), u 2 {t) = -0.774Z>i(?) + 0.774D 2 (?), 
u 3 (t) = O.T14Di(t) - 0.774Z) 2 (?) 

(c) M b (t) = 3.533/77LA 1 (0 + 1.467/771 A 2 (t), M a (t ) = -0.77477/LA^?) + 
0.774mLA 2 (?) 

13.23 (c) Respuestas maximas: u 3o = 44.58 pulg, V ao = 0.879 kip, V), 0 = 159.83 kips 

(d) Coeficientes sismicos: 4.69 y 0.426 para el apendice y la tone, respectivamente. 

13.25 (a) si = (0 0.1588 3.816) 7 ', s 2 = (0.1649 0 0) r , 

s 3 = (o 0.0061 — s.siej 7 ' 

(c) u x {t) = 0.7071Z) 2 (?), u y it) = 0.6809£>i(?) + 0.0262D 3 (?), u e (t) = 

0.001 1Di(?) -0.001 1Z> 3 (?) 

(d) V bx (t) = 0.1649A 2 (O, V by {t) = 0.1588A!(0 + 0.0061 A 3 (?), T b (t ) = 
3.816A!(t) - 3.816A 3 (?) 

13.26 (c) Respuestas pico: u yo = 4.182 pulg, ( b/2)u do = 1.22 pulg,14 0 = 35.6 kips, 

T bo = 1899 kip-pulg 


13.27 (a) si = 777 (0.603 -0.382 -0.305 } r , 

s 2 = 777 (0.043 -0.081 0.187 ) T , 

s 3 = 777 (0.353 0.463 0.118 ) r 

(b) 7i a (0 = 0.603£>i(O + 0.043 D 2 {t) + 0.353D 3 (?), 
u y it) = —0.382Z+ (?) — 0.081D 2 (?) + 0.463 D 3 (?), 
u z it) = —0.305 £>](?) + 0.187D 2 (?) + 0.118D 3 (?) 

(c) M x (t) = mL [-0.077Ai(?) - 0.268A 2 (?) + 0.345A 3 (?)], 
Myit) = mL [—0.908Aj(?) + 0.144A 2 (?) - 0.235A 3 (?)], 

Tit) = 777L[0.986A](?) + 0.124A 2 (?) -0.110A 3 (?)] 

13.32 (i) 7/(?) = O.8889t7 go sen 6.667?, t/(?) = 1.3889t 7^„ sen 6.667?, 
M = -i3EI/L 2 )uit); (ii) n(?) = 1.7778n g „ sen 6.667?, 
t/(?) = l.lllUgo sen6.667?, M = -(3EI/L 2 )uit) 

13.34 (a) 77i(?) = 0.577 g (?) + 0.577 g (? — ?') +0.5Di(?) 

+ 0.5Z+(? - ?') + 0D 2 (?) + 0D 2 (? - ?') 

?4(?) = 0.3w ? (?) - 0.3ugit - ?') + 0Z), (?) 

+ 0D!(? - ?') + 0.30Z+(?) - 0.30D 2 (? - ?') 
M fl (?) = iEI/L 2 ) [-l.lugit) + 1 .lugit - ?')] 

+ //7L [0.078lAi(?) + 0.078lAi(? - ?') 

+ 0.0075A 2 (?) - 0.0075A 2 (? - ?')]; etc. 
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13.36 (a) iiy(t) = -0.088m^(0 +0.088m s (? -O -0.126Dj(0 
+ 0.126Di(r - t') + 0D 2 (0 + 0 D 2 (t - t') 

+ 0.038 D 3 (t) - 0.038Z) 3 (f - t')\ etc. 

V ax = —0.69 Ug(t) + 0.69m g (t — t') + 0.0025Ai(t) 

+ 0.0389A 2 (f) + 0.0057A 3 (0 - 0m25Ai(t - t') 

+ 0.0389A 2 (t - t') - 0.0057A 3 (r - t')\ 

V ay = 0.5454 u g (t) - 0.5454 Mg (f - t') - 0.008lAi(f) 

+ 0.0066A 3 (r) + 0.0081 Aj(t - t') - 0.0066A 3 (f - t')\ etc. 

13.38 (a) u ‘ 2 (t) = -0.2143ug(0 + 1.2143« s (r - t') - 0.3416 D x {t) 

—0.0150Di(t - t') + 0.1273D 2 (t) + 1.2294D 2 (t - t') 

(b) u‘ 2 (t) = u g (t) -0.3567Di(t) + 1.3566D 2 (t) 

13.39 (a) Mi = 1.43 pulg, m 2 = 2.96 pulg 

(b) Columna del primer piso: M supe i-ioi- = 240, Mb ase = 483 kip-pie 
Viga del segundo piso: M izquierda = M deiecha = 232 kip-pie 

13.40 mi = 0.680 pulg, m 2 = 0.962 pulg 
Vb = 115.22 kips, V 2 = 48.24 kips, 

Mb = 1955.43 kip-pie, M\ = 578.87 kip-pie 

13.41 (a) mi = 1.340 pulg, m 2 = 3.152 pulg, m 3 = 4.233 pulg 

(b) Columna del primer piso: M super j 0 r = 336, Mb ase = 821 kip-pie 
Viga del segundo piso: M izquierda = M derec ha = 590 kip-pie 

13.47 mi = 1.207 pulg, m 2 = 2.484 pulg, Mb = 188.2 kip-pulg 
13.50 (a) Mi = 1.57 pulg, m 2 = 3.01 pulg, m 3 = 3.01 pulg 
(b) Mb = 21.25 kip-pie, M a = 7.38 kip-pie 



m 3 (pulg) V„ (kips) 

V b (kips) 

RCSC 

165.0 

3.158 

144.3 

CCC 

77.27 

1.465 

182.3 



(Pulg) 

My (pulg) (b! 2)m# (pulg) V x (kips) 

V y (kips) 

T (kip-pulg) 

CCC 

6.286 

6.309 1.662 

56.6 

52.4 

2331.4 

RCSC 

6.286 

6.306 1.678 

56.6 

52.3 

2357.8 

Momentos flexionantes (kip-pulg): 


May 

M a X Mfyy M\j X 

M-cy 

M cx M, 

iy M dx 

CCC 

1108 

1055 554.0 845.5 

824.2 

845.5 1648 1055 

RCSC 

1405 

1050 702.7 847.1 

702.7 

847.1 1405 1050 
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Desplazamiento 

Regia RCSC (pulg) Regia CCC (pulg) 

u x 

0.724 

0.767 

Uy 

0.470 

0.544 

u z 

0.421 

0.195 


Respuesta Regia RCSC (kip-pulg) Regia CCC (kip-pulg) 

M x 

8.66 

9.42 

My 

18.52 

15.92 

T 

19.50 

21.55 


13.63 M a = 11.21 kip-pulg (regia RCSC) y 13.52 kip-pulg (regia CCC). 

13.67 (a) M a = (A sen 2 a + B sen a cos a + C cos 2 a) 111 

donde A = 343.1, B = -37.70, C = 75.00, todo en kip-pulg (regia RCSC); 

A = 253.6, B = 122.3, C = 88.75 (regia CCC ) 

(b) Valor maximo de M a = 18.56 kip-pulg para llegar a a = 86.0° (regia RCSC); 
M a = 16.55 kip-pulg ena = 71.7° (regia CCC). 


Capftulo 14 


tyi = 

Ci = 0.1316 
14.4 u (?) = e-° m6a »' 


[k 


IT 

0.7709 J — 

a>2 — 

1.8346 J- 

V m 


V m 

( 0.7132 -0.0775/ ] 

ifi = 

-0.6732 -0.1806/ 

1.0000 

1.0000 


C 2 = 0.0537 


'[ -0.1324] 

0.3046 


_| -0.2294 [ cos ^ ? - 

0.4022 

senary 


14.6 u(f) = 


_|_ e -0.0537a>2f 

0.8681 


-0.8676 1 
1.2294 J 


COS Z)f “k 


0.0731 

0.2212 


sen c 02 Dt 


1.2287 


Ai(0 + 


-0.0714 

0.0736 


m 

Y hi (0 + 


0.1315 1 
-0.2283 J 


* 2(0 


+ 


0.0714] fm . 

1 '-/ 22 (f) 


-0.0736 Ji 

Donde h n (f) y h„ (f) estan dadas por las ecuaciones (14.8.4) y (14.8.5). 


14.8 u(f) = 


0.8681 

1.2287 


Di(f) + 


-0.0714 

0.0736 


m 

T Di (f) + 
k 


0.1315 

-0.2283 


D 2 (t) 


+ 


0.0714 

-0.0736 


m ■ 

J D2(0 
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14.9 coi = 0.7743,/ — 
m 


co 2 = 1.8265,/ — 
m 


Si = 0.2553 

Vo = 


0.7611 + 0.0873 i 
1.0000 


f 2 = 1.0415 
1 2 = 


-0.4568 

1.0000 


= 


-0.5421 | 

1.0000 ( 


14.10 u(f) = Ul(0 + U 2 (?) 

Ul(f) = e _ 0 - 2553 c °i ! 

u 2 (f) = e“ 10415 ® 2 ' 

14.12 u(f) = 


1.1901 

1.4919 

-0.1901 

0.5081 


COS ft>i £)t + 


0.3454 1 
0.6250 


senanot 


COSh U>2D^ ~~ 


0.7240 

-1.4928 


0.9178 

1.1607 


Di(t) + 


0.0544 

-0.1097 


m 


senhtt>2D ? 
£> 2 (0 


-0.1034 

0.2133 


-0.0544 

0.1097 


m ■ 

j dm 


Donde D n (t) y D„(t) se definen en las ecuaciones (14.9.3) y (14.9.4). 


Capftulo 15 




15.3 

co\ — 8.389, cm 

= 23.59 rad/sec 




0i = (0.2319 

0.4639 0.6311 0.7983 

0.9332) 

T 


02 = (—0.4366 

- 0.8732 - 0.3396 

0.1940 

1.2126) r 

15.4 

chi = 8.263, d)2 

= 23.428 rad/sec 




0i = <0.2319 

0.4449 0.6753 0.8249 

0.9038) 

T 


02 = (—0.4366 

-0.4200 -0.1042 

0.2095 

0.4108) r 


15.9 Valores maximos de los desplazamientos usando: 

Dos vectores Ritz: 0.0548, 0.213, 0.460, 0.648, 0.757 pulg. 

Dos modos: 0.0823, 0.205, 0.430, 0.646, 0.799 pulg. 

Cinco modos: 0.0599, 0.202, 0.447, 0.6513, 0.778 pulg. 

Capftulo 16 

16.1-16.4 Compare los resultados numericos contra la solucion teorica. 

16.5 Compare los resultados numericos contra la tabla El6.1. 

16.6 Compare los resultados numericos contra la tabla E16.1 y la solucion teorica. 

16.7 Compare los resultados numericos contra la tabla El6.2. 
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16.8 Compare los resultados numericos contra la tabla El6.2. 

16.10 Compare los resultados numericos contra la tabla E16.3. 

16.11 Compare los resultados numericos contra la tabla E16.4. 


Capftulo 17 

17.2 co n = a n \JEHmL 4 \ a\ = 15.42, a 2 = 49.97 y a 3 = 104.2 


17.4 u 


—, t ] = 

2 ' 


2 WL 3 


COS u>lt + 


COS ( 1 ) 3 1 COS cost COS COjt 


17.6 

17.7 


L 

4’ 1 ) ~ n 5 EI 


n 4 EI 

8 pL 4 (1 — cos co 2 t 


81 


625 


2401 


+ ... 


1 — COS OOtf 1 — COS CO\ot 


32 7776 100,000 

u(LI 2, t) = qi(t) - q 3 (t) + q 5 (t) - q 7 (t) - q 9 (t) - ••• 


donde q„(t) esta dada por (valido si co n ^ nnv/ L) 


q n (t ) = 


2 Po 1 


nmn cot 


1 - 




<y 2 — (nnv/ L ) 2 


nnv 

cos-f + 


q n U) = 


2p 0 


t < L/v 

1 „ 

2 - 


«7rm 


1 + 




&> 2 — (nnv! L) 2 


(-D" 


(nnv/ L) 2 
co 2 — (nnv! L ) 2 


cos <w„(t — 4 /) 


cos &>„i 


(nnv/ L ) 2 
cn 2 — (nTTv/ L ) 2 


cos 


f > L/v 


17.11 n 0 (L) = 7.410 pulg, V * 0 = 1365 kips, Mbo = 186,503 kip-pie 


Capftulo 18 


18.2 


_ 11.765 [El 
L 2 


130.467 l~EI 
L 2 y m„ 


<pi(x) = 1 . 0 sen( 7 n/L) — 0.0036 sen(7>nx/L) 
4> 2 (x) = 0.2790 sen(nx/L) + 0.9603 sen(3nx/L) 


18.3 (a) co n = a n y/El/mL 4 ; = 9.9086, ot 2 = 43.818, a 3 = 110.14, a 4 = 200.80 

(b) CO i = 9.798^ EH mL 4 

18.5 (a) cn„ = a n y/EH mL 4 ; ai = 15.56, a 2 = 58.41, 0-3 = 155.64 
(b) co 1 = 14.81-y/ EH mL 4 
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18.6 (a) co n = a n yjEl/mh 4 ; ai = 1.5354, a 2 = 4.0365, a?, = 10.7471 

0i = (0.5440 -0.5933/A -0.5933//z) r 

0 2 = (0 - 1/ V2/? 1/ V2/2> r 
0 3 = (- 0.0001 I/V 2/7 1 / V 2/7 ) r 

18.7 &>! = 1.477El/mh 4 

0 = (0.544 -0.594//? -0.594//z) r 
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Dinamica de estructuras 


Este libro, concebido como un texto introductorio a la dinamica estructural en cursos de ingenierfa 
civil, incluye muchos temas de aplicaciones al analisis, la respuesta, el diseno y la evaluacion de 
estructuras. 

Una caracteri'stica interesante del libro es la aplicacion de la teorfa de la dinamica estructural a 
los aspectos mas importantes en la respuesta sfsmica y el diseno de edificios de varios niveles. La 
informacion que aquf se presenta es de gran valor para los ingenieros que participan en el diseno de 
estructuras sfsmicas reales y que desean mejorar su comprension del tema. 

Aunque el material del libro conduce a la ingenierfa sfsmica, la informacion que se presenta tambien 
es relevante para comprender las vibraciones inducidas por el viento sobre las estructuras, asf como 
los movimientos realizados por el hombre, como los producidos por mattillos a gravedad o por el 
trafico de vehfculos pesados. 

Este libro cubre los siguientes objetivos: 

• Relacionar las ideas estructurales estudiadas con las propiedades de las estructuras reales. 

• Presentar la teorfa de la respuesta dinamica de las estructuras de una manera que destaque la 
comprension ffsica de los procedimientos analfticos. 

• llustrar las aplicaciones de la teorfa en la solucion de problemas motivados por aplicaciones 
practicas. 

• Interpretar los resultados teoricos para entender la respuesta de las estructuras a diferentes exci- 
taciones dinamicas, con enfasis en la sfsmica. 

Ademas, en el sitio web del libro encontrara capftulos adicionales en ingles y en espanol con temas 
avanzados. 
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